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1 Введение
Работа, опубликованная в начале 20 века, в которой Хеле-Шоу (1854-1941)

впервые описал свою одноименную ячейку, стала основой для многочисленных
исследований более 50 лет спустя. Классическую задачу можно описать следу-
ющим образом. Между двумя пластинами, находящимися на незначительном
расстоянии h друг от друга, находится пятно ньютоновской жидкости. В на-
чальный момент времени пятно представляет собой односвязную область Ω(0)
с гладкой границей. Далее, точно такая же жидкость закачивается или выка-
чивается через источник или сток соответственно, что приводит к увеличению
или уменьшению пятна жидкости в размерах. Основная задача состоит в том,
чтобы определить, как это пятно Ω(t) будет эволюционировать с течением вре-
мени.

Математические модели данной задачи находят свое применение в различ-
ных областях, таких как нефтяная промышленность, производство пластмасс
и многих других. Метод, используемый в данной работе, впервые был разра-
ботан П.Я. Полубариновой-Кочиной и Л.А. Галиным [3, 5, 6]. Основная идея
метода состоит в нахождении отображения единичного круга из вспомогатель-
ной комплексной плоскости на область, занимаемую жидкостью. Если данное
отображение полиномиальное, то известно, что полностью выкачать жидкость
будет невозможно. Это связано с образованием особенности на границе до того
момента времени, когда граница достигнет стока.

В данной работе рассматривается модифицированная модель Хеле-Шоу.
Отличительная особенность этой модели состоит в том, что вместо одного сто-
ка имеется мультиполе, а именно несколько источников и стоков, работающих
с одинаковой скоростью и находящихся друг от друга на расстоянии, стре-
мящимся к нулю. Также в работе широко применяются инструменты теории
оптимального управления, которые позволят нам показать, что в такой моде-
ли даже при полиномиальном отображении в большинстве случаев мы можем
выкачать жидкость полностью, первоначально превратив наше пятно в круг.
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2 Построение модели

Пусть Ω(t)−односвязная область с гладкой границей ∂Ω(t) в R2 в плоскости
(z), занимаемая вязкой жидкостью в момент времени t. Мы будем рассмат-
ривать процесс выкачивания и закачивания жидкости через сток и источник
соответсвенно, которые находятся в начале координат (рис. 1).

Рис. 1

Предположим, что источник/сток работает с постоянной скоростью Q, которая
положительна (Q > 0) в случае выкачивания и отрицательна (Q < 0) в случае
закачивания жидкости. Безразмерное давление p нормировано так, что 0 соот-
ветствует атмосферному давлению. В начальный момент времени t = 0 имеется
область Ω(0) = Ω0 с границей ∂Ω0. Потенциальная функция p является гармо-
нической в области Ω(t)\{0}, гладко продолжается на границу и удовлетворяет
системе Стокса-Лебенсона (см. [4]):{

∆p = Qδ0(z) на Ω(t)
p(z, t) = 0 на ∂Ω(t)

(1)

где δ0(z) есть дельта-функция Дирака в нуле. Более того, мы предполагаем,
что выполнено кинематическое граничное условие:

−∂p
∂n

= vn на ∂Ω(t),

где ∂p
∂n

= n ·Op обозначает производную по напралению внешней нормали n(t) к
границе ∂Ω(t). Поскольку скорость частиц есть Op, а p|∂Ω(t) = 0, то на границе
∂Ω(t) частицы всегда движутся перпендикулярно ей. vn−нормальная состав-
ляющая скорости по направлению n(t):

vn = V |∂Ω(t) · n(t).
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2.1 Об уравнении Полубариновой-Галина.

Галин [3] и Полубаринова-Кочина [5], [6] впервые предложили метод ком-
плексной переменной. Они ввели конформное отображение вспомогательной
параметрической плоскости (ξ) на область Ω(t) в плоскости (z) и получили
уравнение для данного отображения. Ниже мы рассмотрим, как работает этот
метод.

Пусть единичный круг U комплексной плоскости (ξ) конформно отобража-
ется на область Ω(t) в плоскости (z), то есть z = f(ξ, t), где f(ξ, t) аналитиче-
ская функция в U и f(0, t) = 0 для любого t ≥ 0, или, другими словами, начало
координат переходит в начало координат в любой момент времени (см. рис. 2).

Рис. 2

Рассмотрим комплексный потенциал W (z, t), ReW = p. Для любого фик-
сированного момента времени t потенциал является многозначной аналитиче-
ской функцией, определенной на Ω(t), и его действительная часть удовлетворя-
ет системе Стокса-Лебенсона (1). Также мы можем рассмотреть комплексный
потенциал ω(ξ, t) = W (f(ξ, t), t), определенный в единичном круге на плоско-
сти (ξ). Очевидно, выполнено равенство W ′

z =
ω′ξ
f ′ξ

. Таким образом, уравнение
Полубариновой-Галина может быть записано в следующем виде (см. [4]):

Re(ḟ(ξ, t)ξf ′ξ) = −ω′ξξ, |ξ| = 1. (2)

С этого момента и далее мы будем использовать следующие обозначания
ḟ = ∂f

∂t
и f ′ξ = ∂f

∂ξ
. В классическом случае, так как функция Грина является

решением первого уравнения системы (1), мы можем записать потенциал в
виде:

W (z, t) =
Q

2π
lnz + ω0(z, t),

где ω0(z, t) аналитическая по z, регулярная функция на Ω(t). Поскольку функ-
ция Грина является инвариантной относительно конформных отображений, мы
имеем следующую композицию:

ω(ξ, t) = (W ◦ f)(ξ, t) =
Q

2π
ln ξ,
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и дифференцируя, мы получаем:

ω′ξ =
∂W

∂z
f ′(ξ, t) =

Q

2πξ
.

Следовательно, подставляя полученные выражения в уравнение (2), мы полу-
чаем:

Re(ḟ(ξ, t)ξf ′ξ) = − Q
2π
, |ξ| = 1. (3)

2.2 Кардиоид Полубариновой-Галина

Используя нелинейное уравнение Полубариновой-Галина (2), можно полу-
чить много точных решений задачи Хеле-Шоу. Основная идея метода состоит в
поиске параметрического однолистного отображения f(ξ, t) в специальном ви-
де. Простейшим решением в данном случае является увеличение/уменьшение
единичного круга, в центре которого находится источник/сток. Это единствен-
ный случай, когда жидкость может быть полностью удалена. Решение в этом
случае записывается очевидным образом:

f(ξ, t) =

√
|Ω(0)| −Qt

π
ξ.

Первое нетривиальное решение задачи Хеле-Шоу было получено Полубариновой-
Кочиной и Галиным. Они рассмотрели квадратичное отображение:

f(ξ, t) = a1(t)ξ + a2(t)ξ2,

где ξ ∈ U и коэффициенты a1(t) и a2(t) действительные. Подстановка тако-
го отображения в уравнение (3) приводит к следующей системе уравнений на
коэффициенты: {

a2
1(t)a2(t) = a2

1(0)a2(0)

a2
1(t) + 2a2

2(t) = a2
1(0) + 2a2

2(0)− Qt
π

Для любого начального условия такого, что |a1/2a2| > 1, решение f(ξ, t)
однолистно в момент времени t ∈ [0, t0). Момент "взрыва" t0 происходит тогда,
когда неравенство превращается в равенство, то есть |a1/2a2| = 1, что в точ-
ности соответствует нарушению условия отличия производной функции f от
нуля на границе круга и образованию особенности в виде точки возврата, или,
что тоже самое, каспа (cusp). Эволюция пятна жидкости показана на рисунке
3.
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Рис. 3. Кардиоид Полубариновой-Галина.

Из рисунка видно, что образование каспа происходит до того момента, когда
граница жидкости достигает стока. Это свойство характерно для всех полино-
миальных решений задачи Хеле-Шоу.

3 Комплексные моменты
Для произвольного момента времени t ≥ 0 мы сопоставим области Ω(t)

бесконечную последовательность комплексных моментов Mk(t), k = 0, 1, 2, . . . ,
где k−ый момент определяется следующим образом (см. [7]):

Mk(t) =

∫ ∫
Ω(t)

zkdxdy.

Следовательно, M0(t) есть ни что иное, как площать Ω(t). Комплексные мо-
менты указанного вида впервые были введены Ричардсоном для задачи Хеле-
Шоу и известны как моменты Ричардсона.

Воспользовавшись теоремой Грина, мы можем переписать Mk(t) в виде кри-
волинейного интеграла по замкнутому контуру ∂Ω(t) или ∂U :

Mk(t) =
1

2i

∫
∂Ω(t)

zkz̄dz =
1

2i

∫
∂U

fkf̄f ′dξ.

Теорема 1 Пусть Ω(t) односвязная область, занимаемая жидкостью в мо-
мент времени t, и пусть L(z) гармоническая функция на Ω(t), продолжаемая
на окрестность области Ω(t). Тогда

d

dt
ML(t) = −QL(0),

где ML(t) =
∫ ∫

Ω(t)
L(z)dxdy.

6
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Доказательство. Применив теорему Грина, мы получаем:

d

dt

∫ ∫
Ω(t)

L(z)dxdy =

∫
∂Ω(t)

L(z)Vnds = −
∫
∂Ω(t)

L(z)
∂p

∂n
ds =

=

∫
∂Ω(t)

(−L(z)
∂p

∂n
+
∂L(z)

∂n
p)ds (так как p = 0 на ∂Ω(t)) =

=

∫ ∫
Ω(t)

(∆Lp− L∆p)dxdy =

∫ ∫
Ω(t)

(−LQδ(x, y))dxdy = −QL(0).

�

В частности, рассмотрев подынтегральную функцию в виде L(z) = zk при
неотрицательных k, мы получаем бесконечную последовательность моментов
Mk(t), k = 0, 1, . . . , для которых выполнено следующее свойство:

dMk(t)

dt
≡ d

dt

∫ ∫
Ω(t)

zkdxdy = −Qχ0k,

где

χ0k =

{
0 если k 6= 0
1 если k = 0

Таким образом, все моменты являются инвариантами, за исключением нулево-
го (k = 0), отвечающего за площадь области, которая изменяется со скоростью
Q. Имея начальную область, мы можем рассчитать начальные значения ком-
плексных моментов для нее. В последствии, когда площадь пятна увеличит-
ся/уменьшится на величину A, значение M0(t) также увеличится/уменьшится
на величину A, а остальные моменты будут сохранять свои первоначальные
значения.

Таким образом, видно, что моменты Ричардсона являются важнейшей ха-
рактеристикой области в задаче Хеле-Шоу (значение ML для произвольной
гармонической функции L(z) очевидно восстанавливается с помощью её ряда
Тейлора и значений моментов Ричарсона). Первый важный вопрос: существует
ли область с данным рядом моментов и единственна ли она. Следовательно, нам
нужно уметь по данной последовательности моментов восстанавливать форму
пятна Ω(t). Однако, необходимо отметить, что единственность формы пятна в
произвольном случае отсутствует. Контрпример ниже это показывает.

3.1 Контрпример различных областей с одинаковой
последовательностью моментов Ричардсона

Данный пример был приведен M. Sakai (см. [8]) в 1977 году. Введем следу-
ющие обозначения:

R1 = {z | 3 < |z + 1| <
√

10}, R2 = {z | 3 < |z − 1| <
√

10},
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E = R1 ∩R2 ∩ {z | Imz > 0},
F = [{∆3(−1) ∩∆3(1)} \ {∆1(−1) ∪∆1(1)}] ∩ {z | Imz > 0},

D1 = {R1 ∪∆1(1) ∪ F̄}◦ − Ē,
D2 = {R2 ∪∆1(−1) ∪ F̄}◦ − Ē,

где ∆r(c) обозначает открытый диск с центром в точке с и радиусом r. F̄ есть
замыкание F , A◦ есть внутренность A (рис. 4,D2 получено изD1 симметричным
отражением относительно мнимой оси).

Рис. 4.

Для начала посчитаем следующий интеграл:∫
R1

zndxdy =

∫ 2π

0

∫ √10

3

r(eiϕ−1)ndrdϕ =

∫ 2π

0

∫ √10

3

r
( n∑
k=0

Ck
n(reiϕ)k(−1)n−k

)
drdϕ

∫ 2π

0

eiϕkdϕ =
1

ik
(e2πik − 1) =

{
2π при k = 0
0 при k 6= 0

Следовательно,∫
R1

zndxdy =

∫ 2π

0

∫ √10

3

rC0
n(−1)ndrdϕ = π(−1)n.

Аналогичным образом считая остальные интегралы, мы получаем:∫ ∫
R1∪∆1(1)

zndxdy = π{(−1)n + 1n} =

∫ ∫
R1∪∆1(−1)

zndxdy.

Таким образом, для двух различных жордановых областей D1 и D2 мы имеем:∫ ∫
D1

zndxdy =

∫ ∫
D2

zndxdy,

для любого неотрицательного целого n.

8
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Рис. 5 Рис. 6

Замечание. Деформируя F , можно получить другие контрпримеры областей
D1 и D2 с одинаковой последовательностью моментов (см. рис. 5 и рис. 6).

Таким образом, данный пример показывает, что единственность восстанов-
ления области по ее моментам не гарантирована.

4 О полиномиальных решениях
В данном разделе мы будем рассматривать общий полиномиальный вид

отображения f :

f(ξ, t) =
n∑
k=1

ak(t)ξ
k, a1(0) 6= 0, ak(0) ∈ R ∀k = 1, . . . , n.

На данном этапе очень важно иметь в виду следующую теорему.

Теорема 1 Если в условиях, описанных выше, f(ξ, 0) многочлен степени n
(f(ξ, 0) =

∑n
k=1 ak(0)ξk), тогда и f(ξ, t) многочлен той же степени, то есть

f(ξ, t) =
∑n

k=1 ak(t)ξ
k для любого t, пока существует соответствующее реше-

ние уравнения Полубариновой-Галина (2).

Доказательство. Рассмотрим уравнение Re(ḟ(ξ, t)ξf ′ξ) = −ω′ξξ, |ξ| = 1. Под-
ставив в него al(0) = 0 для любого l > n, мы получим ȧl(t) = 0 для любого
l > n. По теореме существования и единственности решения задачи Коши мы
имеем, что al(t) ≡ 0 для любого l > n, и, следовательно, f(ξ, t) =

∑n
k=1 ak(t)ξ

k.

�

В данном случае моменты Ричардсона имеют следующий специальный вид:

Mk(t) = π
∑

maman . . . aram+n+···+r,
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где имеются n + 1 индексов, m, n, . . . r, и суммирование ведется по каждому
из этих индексов от 1 до n.

Благодаря этому специальному виду моментов, мы можем вывести следую-
щее свойство.

Предложение 1 Если в условиях, описанных выше,Mk(t) = 0, k = 1, . . . n−1,
для некоторого t, тогда Ω(t) есть круг.

Доказательство. Mn−1(t) может быть записано в следующем виде:

Mn−1(t) = a1 . . . a1︸ ︷︷ ︸
n

an.

Поэтому, если Mn−1(t) = 0, то мы получаем, что an(t) = 0, так как a1(t) 6= 0,
согласно принятым предположениям.

Mn−2(t) = a1 . . . a1︸ ︷︷ ︸
n−1

an−1 + C · a2 a1 . . . a1︸ ︷︷ ︸
n−2

an = a1 . . . a1︸ ︷︷ ︸
n−1

an−1 ≡ 0

Следовательно, an−1(t) = 0. Продолжая данный процесс, мы получаем, что
ak(t) ≡ 0, k = 2, . . . n. В итоге, f(ξ, t) = a1(t)ξ, которое как раз отображает
единичный круг в круг с радиусом a1(t). Это и доказывает, что Ω(t) есть круг.

�

5 Оптимальное управление
Как нам уже известно, образование каспа характерно для всех полиноми-

альных решений, и это обычно проиходит до того момента, когда граница об-
ласти достигает стока. Это означает, что жидкость в данном случае не может
быть полностью удалена. Однако, что если мы поместим не один источник/сток
в начало координат, а несколько? Сможем ли мы выкачать полностью всю
жидкость в этом случае? С этого момента мы будем рассматривать проблему
выкачивания жидкости.

Для начала рассмотрим случай диполя. Случай мультиполя будет построен
аналогичным способом (см. [2]). Пусть у нас теперь имеются один источник в
точке a, работающий со скоростью 1

ε
, и один сток в точке b, работающий со

скоростью 1
ε

(ε > 0). Таким образом, мы получаем следующиую систему:{
∆pε = 1

ε
δ0(z − b)− 1

ε
δ0(z − a) на Ω(t)

pε(z, t) = 0 на ∂Ω(t)
(4)

Расстояние между точками a и b равно ε (b = a + ε) и стремится к нулю.
Перейдем к пределу ε→ 0 в системе и получим:{

∆p = δ′0(z) на Ω(t)
p(z, t) = 0 на ∂Ω(t)

(5)
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Если мы теперь поместим N стоков и N источников на небольшое расстояние
от центра, которое стремится к нулю, то система будет выглядеть следующим
образом: {

∆p = δ0(z) +Q1δ
′
0(z) + · · ·+QN−1δ

(N−1)
0 (z) на Ω(t)

p(z, t) = 0 на ∂Ω(t)
(6)

где δ(k)
0 (z) = ( ∂

∂z
)(k)δ0(z).

Из Теоремы 1 мы получаем значения производных комплексных моментов
для данной задачи:

Ṁk(t) = (−1)k+1k!Qk, k ≤ N − 1,

Ṁk(t) = 0, k ≥ N.

5.1 Оптимальный синтез

Рассмотрим следующую модифицированную задачу Хеле-Шоу:{
∆p = δ0(z) +QN−1δ

(N−1)
0 (z) на Ω(t)

p(z, t) = 0 на ∂Ω(t)
(7)

Мы имеем отображение единичного круга U на область Ω(t) в виде f(ξ, t) =
a1(t)ξ + aN(t)ξN . Нашим альтернативным подходом к решению данной зада-
чи являются применение инструментов теории оптимального управления и по-
строение оптимального синтеза.

В этом случае мы имеем Ṁ0 = −1 and ṀN−1 = (−1)N(N − 1)!QN−1. По-
скольку ak(t) ≡ 0, k = 2, . . . , N − 1, мы имеем Mk ≡ 0, k = 1, . . . N − 2.
По значению ṀN−1 мы видим, что ṀN−1 отвечает за скорость QN−1, с которой
работает наш механизм выкачивания. Следовательно, будет целесообразным
взять эту скорость за управление. Чтобы выкачать жидкость полностью, мы
бы хотели сначала превратить исходную область в круг, а затем тривиальным
образом удалить всю жидкость. В качестве одного из подходов мы можем вы-
брать задачу минимизации функционала:∫ T

0

M2
N−1(t)dt→ min

согласно управляемой системе:{
Ṁ0(t) = −1

ṀN−1(t) = u
(8)

где u является управлением и u ∈ [−1, 1].
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Функция Понтрягина H принимает вид:

H(M, p, u) = −p1 + p2u−M2
N−1,

где p1 и p2 сопряженные переменные, удовлетворяющие следующей системе:{
−ṗ1 = ∂H

∂M0
= 0

−ṗ2 = ∂H
∂MN−1

= −2MN−1

Применим принцип максимума Понтрягина. Так как функция H линейная по
u ∈ [−1; 1], то если p2 6= 0, максимум по u достигается на концах отрезка, то
есть в точках u = 1 или u = −1, а точнее:{

û = 1 при p2 > 0
û = −1 при p2 < 0

Рассмотрим случай, когда p2 = 0. Если обозначить за H0 = −p1 − M2
N−1 и

H1 = p2, то функция Понтрягина будет иметь вид:

H(M, p, u) = H0 +H1u,

а условие p2 = 0 будет эквивалентно условию H1 = 0. Так как p2 = 0, то из
системы для сопряженных переменных мы получаем, что MN−1 = 0. Теперь
найдем особое управление для нашей задачи:

û = −{H0, {H0, H1}
{H1, {H0, H1}

,

где {·, ·} обозначает скобку Пуассона.
Условие {H0, H1} = 2MN−1 = 0 выполнено автоматически. Путем прямых

вычислений мы получаем, что {H1, {H0, H1}} = 2 6= 0 и {H0, {H0, H1}} = 0,
следовательно, û = 0 особое управление.

Дополнительным условием на коэффициенты отображния f является от-
сутствие корней у производной отображения в единичном круге, то есть:

f ′ξ = a1 +NaNξ
N−1 = 0⇒

∣∣− a1

NaN

∣∣ > 1⇔M2
N−1 < πNN

( M0

π(N2 +N)

)N+1
(∗).

Найдем все траектории, удовлетворяющие полученным следствиям из прин-
ципа максимума Понтрягина. Если u = 1, то Ṁ0 = −1 и ṀN−1 = 1 или
Ṁ0 = −ṀN−1, следовательно, M0 = −MN−1 +C, при этом, в соответствии с (6),
движение по этим прямым происходит снизу вверх (MN−1 растет). Если u = −1,
то Ṁ0 = −1 и ṀN−1 = −1 или Ṁ0 = ṀN−1, следовательно, M0 = MN−1 + C,
при этом, в соответствии с (6), движение по этим прямым происходит сверху
вниз (MN−1 убывает). Также напоминаем, что M0 ≥ 0, так как это площадь
области.
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Для того, чтобы найти экстремали, ведущие из произвольной точки x0 в
начало координат, удобно строить их с конца., то есть с момента попадания в
начало координат. Здесь необходимо рассмотреть два случая. В обоих случа-
ях мы получаем, что за завершающий участок экстремали отвечает u = 0, он
обязан лежать на прямой MN−1 = 0 (в силу условия однолистности отображе-
ния). Предшествующий участок экстремали должен соответствовать u = 1 или
u = −1 в зависимости от того, в какой полуплоскости лежит точка x0.

Необходимо отметить, что не для всех точек x0 мы можем построить тра-
екторию, ведущую в начало координат. Для точек, которые находятся выше
касательных MN−1 = ±M0 +C1,2 к графику условия (*), мы не сможем постро-
ить такую траекторию.

C1,2 = M̃N−1 ∓ M̃0, где

M̃0 =
((π(N2 +N))N+1

πNN · N+1
2

) 2
N−1

, M̃N−1 = πNN
( M̃0

π(N2 +N)

)N+1
2
.

В таком случае нам не удасться избежать особенности, или иначе, образо-
вания каспа. В остальных случаях, когда траектория существует, то мы можем
выкачать жидкость полностью, превратив сначала наше пятно в диск. В ре-
зультате мы имеем следующую картину (рис. 5).

Рис. 5. Оптимальный синтез (N = 10).

Оптимальность построенного синтеза следует из теоремы, доказанной Л.Ф. Зе-
ликиной (см. [11]). Теорема гарантирует гладкость функции Беллмана, если в
конечную область осуществлен синтез экстремальных траекторий, содержащий
гладкое универсальное многообразие M . В нашем случае универсальное много-
образие есть прямая MN−1 = 0, и все траектории переходят на нее за конечное
время. Из гладкости функции Беллмана следует оптимальность построенного
синтеза (см. [9]).
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6 Заключение
В данной работе был разобран частный случай модифицированной задачи

Хеле-Шоу в случае мультиполя. Также была поставлена задача оптимального
управления, для которой был получен оптимальный синтез. С помощью опти-
мального синтеза мы смогли показать, что в большинстве случаев даже при
полиномиальном отображении можно выкачать жидкость полностью.

Несомненно, аппарат, используемый в данной работе, может быть исполь-
зован для решения других более сложных проблем в случае мультиполя. Тео-
рия оптимального управления может найти свое примененение в задачах угло-
вых потоков, пальцев Саффмана-Тэйлора и других. Более того, можно рас-
сматривать не только полиномиальные отображения, но и рациональные и
логарифмически-полиномиальные. Мы надеемся, что данная работа послужит
толчком для дальнейшего широкого применения техники теории конечномер-
ного оптимального управления в различных классах задач Хеле-Шоу.
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