
Ëåêöèè 5�8. Âÿçêîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû: òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ, íåðàâåíñòâà Êîðíà, óñòîé÷èâîñòü

ðåøåíèé.

1 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé

çàäà÷è.

Ïóñòü T � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ f : T → R íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðå-
ðûâíîé ñíèçó, åñëè äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x ∈ T : f(x) 6 c} çàìêíóòî.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå íàäãðàôèê çàìêíóò â T × R.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü T � òîïîëîãè÷åñêèé êîìïàêò, f : T → R ïîëóíåïðåðûâíà
ñíèçó. Òîãäà f äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c0 = infx∈T f(x). Òîãäà

{x ∈ T : f(x) = c0} = ∩c>c0{x ∈ T : f(x) 6 c}

íåïóñòî, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íåïóñòûõ âëîæåííûõ êîìïàêòíûõ ìíî-
æåñòâ.

Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð âëîæåíèÿ i : X → X∗∗ ðàâåíñòâîì ⟨i(x), x∗⟩ =
⟨x∗, x⟩, x ∈ X, x∗ ∈ X∗. Íàïîìíèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðå-
ôëåêñèâíûì, åñëè îïåðàòîð i ñþðúåêòèâåí. Ïðèìåðàìè ðåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿþòñÿ Lp(Ω, Σ, µ), W

1
p (Ω), W̊

1
p (Ω) ïðè 1 < p <∞.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå X çàäàåòñÿ ñèñòåìîé
îêðåñòíîñòåé âèäà

Uε, x∗
1, ..., x

∗
m
(x) = {y ∈ X : |x∗j(y)− x∗j(x)| < ε, j = 1, . . . , m}.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 1.1. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ðåôëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åäèíè÷íûé øàð â íåì ñëàáî êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè

ðåôëåêñèâíîñòü ⇒ ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü øàðà

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Áàíàõà � Àëàîãëó.
Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèîíàë f : X → R íàçûâàåòñÿ êîýðöè-

òèâíûì, åñëè f(x) → +∞ ïðè ∥x∥ → ∞.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X âûïóêëî è çàìêíóòî.
Òîãäà M çàìêíóòî â ñëàáîé òîïîëîãèè.

1



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x /∈ M . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x â
ñëàáîé òîïîëîãèè, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ M . Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè,
ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî ⟨x∗, x⟩ > supy∈M⟨x∗, y⟩ =: c. Ìíîæåñòâî
{y ∈ X : ⟨x∗, y⟩ > c} íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ M , ñîäåðæèò òî÷êó x è îòêðûòî â ñëàáîé
òîïîëîãèè.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, f : X → R �
âûïóêëûé íåïðåðûâíûé êîýðöèòèâíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà f äîñòèãàåò ñâîåãî ìè-
íèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîåR >
0, ÷òî infx∈X f(x) = inf∥x∥6R f(x). Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ðåôëåêñèâíî, òî åäèíè÷-
íûé øàð ñëàáî êîìïàêòåí. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë f ïîëóíåïðåðûâåí
ñíèçó îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî íàäãðàôèê f çàìêíóò
â X ×R îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ôóíêöèîíàë f ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì è íåïðåðûâíûì, òî åãî íàäãðàôèê âûïóêëûé è çàìêíóòûé, à çíà÷èò,
ñëàáî çàìêíóòûé â ñèëó ëåììû 1.1.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà (ñì. ëåêöèè ïðåäûäó-
ùåãî ñåìåñòðà).

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, 1 6 p < ∞, 1 6 q < ∞,
1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà W̊ 1

p (Ω) ⊂ Lq(Ω) è îïåðàòîð âëîæåíèÿ êîìïàêòåí.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1.2.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, X = W̊ 1

p (Ω), 1 < p <∞,

f(u) =

∫
Ω

|∇u(x)|p dx+
∫
Ω

g(x)u(x) dx,

ãäå g ∈ L r
r−1

(Ω), 1
d
+ 1

r
− 1

p
> 0,

|∇u|2 =
d∑

j=1

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣2 . (1.1)

Èç òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèî-
íàë

u 7→
∫
Ω

g(x)u(x) dx

íåïðåðûâåí;

u 7→
∫
Ω

|∇u(x)|p dx

� p-ÿ ñòåïåíü íîðìû ïðîñòðàíñòâàX. Òåì ñàìûì, f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû
è äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

Â çàäà÷å î ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ôóíêöèîíàë J ñî-
äåðæèò íå âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöè v, à òîëüêî èõ êîìáèíàöèè âèäà eij(v). Â ñëó÷àå,
êîãäà ôóíêöèÿ φ(e) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |e| èìååò ïîðÿäîê |e|p è çà-
äàíû íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå S ⊂ ∂Ω, â êà÷åñòâå ïðî-
ñòðàíñòâà W åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü W 1

p (Ω), à â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâàW0 ⊂ W
íà êîòîðîì ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë J , � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî-
ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé, ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà
S. Â ÷àñòíîñòè, W0 ⊂ W̊ 1

p (Ω). Êîýðöèòèâíîñòü ôóíêöèîíàëà J áóäåò âûòåêàòü èç
ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.
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Òåîðåìà 1.4. (ïåðâîå íåðàâåíñòâî Êîðíà). Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü,
1 < p < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C(p) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
u ∈ W̊ 1

p (Ω, Rd) âûïîëíåíî ∫
Ω

|∇u|p dx 6 C(p)

∫
Ω

|eu(x)|p dx. (1.2)

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì
Ïðèìåð 2. Ïóñòü

1. φ : R5 → R+ � äèññèïàòèâíûé ïîòåíöèàë, ïðè ýòîì íàéäóòñÿ òàêèå C1 > 0,
C2 > 0, R > 0, ÷òî C1|e|p 6 φ(e) 6 C2|e|p ïðè |e| > R;

2. g ∈ L r
r−1

(Ω), 1
3
+ 1

r
− 1

p
> 0;

3. X ⊂ W̊ 1
p (Ω, R3) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, J : X → R,

J(u) =

∫
Ω

φ(eu(x)) dx+

∫
Ω

g(x)u(x) dx.

Òîãäà ôóíêöèîíàë J èìååò òî÷êó ìèíèìóìà íà ïðîñòðàíñòâå X. Â ÷àñòíîñòè, çà-
äà÷à î ìåäëåííîì ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñ óñëîâèÿìè
ïðèëèïàíèÿ ê ãðàíèöå ðàçðåøèìà.

Åñëè îáëàñòü èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó è íà �êóñêå� ýòîé ãðàíèöû çàäàíû íóëåâûå
óñëîâèÿ, òî òàêæå ìîæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâà Êîðíà è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü òåîðåìó
ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, S ⊂ ∂Ω íåïóñòî è
îòêðûòî â ∂Ω. Îáîçíà÷èìW 1

p (Ω, S, Rd) çàìûêàíèå ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâàW 1
p (Ω, Rd)

ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè S.

Òåîðåìà 1.5. (âòîðîå íåðàâåíñòâî Êîðíà). Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ
ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, 1 < p <∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C(p, Ω, S) òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 1

p (Ω, S, Rd) âûïîëíåíî∫
Ω

|∇u|p dx 6 C(p, Ω, S)

∫
Ω

|eu(x)|p dx. (1.3)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p > 1 íåðàâåíñòâà Êîðíà äîêàçàíû â ðàáîòå Ï.Ï. Ìîñîëîâà
è Â.Ï. Ìÿñíèêîâà [4]. Èäåÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ æå, êàê ó òåîðåì âëîæåíèÿ
Ñîáîëåâà. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû èçëîæèì äîêàçàòåëüñòâî Î.À. Îëåéíèê è
Â.À. Êîíäðàòüåâà äëÿ ñëó÷àÿ p = 2.

2 Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ Êîðíà ïðè p = 2

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé.
Ïîýòîìó âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî v ∈ C∞(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî íåðàâåíñòâà Êîðíà. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

∂2vi
∂xj∂xk

≡ ∂

∂xj
eik(v) +

∂

∂xk
eij(v)−

∂

∂xi
ejk(v), i, j, k = 1, . . . , d. (2.1)
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Â ÷àñòíîñòè,

∆vi ≡
d∑

k=1

(
2
∂

∂xk
eik(v)−

∂

∂xi
ekk(v)

)
. (2.2)

Ïóñòü v ∈ C∞
0 (Ω, R3). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è ïîëüçóÿñü ñèììåòðè÷íîñòüþ

eij(v), ïîëó÷àåì∫
Ω

|∇v|2 dx = −
∫
Ω

vi∆vi dx
(2.2)
= −2

∫
Ω

∂

∂xk
eik(v)vi dx+

∫
Ω

∂

∂xi
ekk(v)vi dx =

= 2

∫
Ω

eik(v)
∂vi
∂xk

dx−
∫
Ω

ekk(v)
∂vi
∂xi

dx =

= 2

∫
Ω

eik(v)eik(v) dx−
∫
Ω

ekk(v)eii(v) dx 6 2

∫
Ω

eik(v)eik(v) dx,

ïîñêîëüêó âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ïîëíûé êâàäðàò. Ïîñëåäíÿÿ
âåëè÷èíà â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî ìíîæèòåëÿ íå ïðåâîñõîäèò∫
Ω

|ev(x)|2 dx.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî íåðàâåíñòâà Êîðíà. Ñíà÷àëà äîêàæåì
äâà âñïîìîãàòåëüíûõ íåðàâåíñòâà.

Âñþäó äàëåå äëÿ x ∈ Ω áóäåì îáîçíà÷àòü

ρ(x) = dist (x, ∂Ω) := inf
y∈∂Ω

|x− y|.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ∆v = 0 â Ω, v ∈ L2(Ω). Òîãäà
íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C(d) òàêàÿ, ÷òî∫

Ω

ρ2(x)|∇v(x)|2 dx 6 C(d)

∫
Ω

|v(x)|2 dx. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî |ρ(x) − ρ(y)| 6 |x − y|, ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî i = 1, . . . , d ∣∣∣∣∂ρ(x)∂xi

∣∣∣∣ 6 1 ï.â. (2.4)

Îáîçíà÷èì
Ωε = {x ∈ Ω : ρ(x) > ε}.

Ïóñòü φ ∈ C∞
0 (Ωε). Òàê êàê ôóíêöèÿ v ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî îíà ãëàäêàÿ âíóòðè îáëàñòè

Ω. Çíà÷èò, ïî ôîðìóëå Ñòîêñà,

0 =

∫
Ωε

d∑
i=1

∂

∂xi

(
φ(x)v(x)

∂v

∂xi
(x)

)
dx =

=

∫
Ωε

φ(x)|∇v(x)|2 dx+
∫
Ωε

φ(x)v(x)∆v(x) dx+

∫
Ωε

d∑
i=1

∂φ(x)

∂xi
v(x)

∂v(x)

∂xi
dx =
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=

∫
Ωε

φ(x)|∇v(x)|2 dx+
∫
Ωε

d∑
i=1

∂φ(x)

∂xi
v(x)

∂v(x)

∂xi
dx.

Ïóñòü òåïåðü φ� ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì â Ωε, φh � óñðåäíåíèå ïî Ñòåêëîâó
� Øâàðöó1 ôóíêöèè φ. Òîãäà ïðè ìàëûõ h íîñèòåëü φh ñîäåðæèòñÿ â Ωε/2. Êðîìå
òîãî, ôóíêöèÿ φh áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ,

∥φ− φh∥C(Ω) →
h→0

0, ∥∇φ−∇φh∥L1(Ω) →
h→0

0.

Â ñèëó äîêàçàííîãî,∫
Ωε/2

φh(x)|∇v(x)|2 dx+
∫

Ωε/2

d∑
i=1

∂φh(x)

∂xi
v(x)

∂v(x)

∂xi
dx = 0,

òàê ÷òî ∫
Ωε

φ(x)|∇v(x)|2 dx+
∫
Ωε

d∑
i=1

∂φ(x)

∂xi
v(x)

∂v(x)

∂xi
dx = 0.

Â ÷àñòíîñòè,∫
Ωε

(ρ(x)− ε)2|∇v(x)|2 dx = −2

∫
Ωε

d∑
i=1

(ρ(x)− ε)
∂ρ(x)

∂xi
v(x)

∂v(x)

∂xi
dx.

Âîñïîëüçîâàâøèñü (2.4) è íåðàâåíñòâîì 2ab 6 δa2 + δ−1b2, δ > 0, ïîëó÷àåì∫
Ωε

(ρ(x)− ε)2|∇v(x)|2 dx 6 A(d)

δ ∫
Ωε

(ρ(x)− ε)2|∇v(x)|2 dx+ δ−1

∫
Ωε

v2(x) dx

 .

Åñëè δ = 1
2A(d)

, òî ∫
Ωε

(ρ(x)− ε)2|∇v(x)|2 dx 6 C(d)

∫
Ωε

v2(x) dx,

ãäå C(d) = 4A(d)2. Óñòðåìèâ ε→ 0, ïîëó÷èì (2.3).

Ëåììà 2.2. (íåðàâåíñòâî Õàðäè). Ïóñòü τ > 0, φ ∈ C1[0, τ ], φ(0) = 0. Òîãäà

τ∫
0

φ2(t) dt 6 4

τ∫
0

(τ − t)2 |φ′(t)|2 dt. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ðàçíîñòü ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (2.5) ïðåäñòàâèìà
â âèäå ïîëíîãî êâàäðàòà:

4

τ∫
0

(τ − t)2 |φ′(t)|2 dt−
τ∫

0

φ2(t) dt =

τ∫
0

(2(τ − t)φ′(t)− φ(t))
2
dt.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

τ∫
0

(
4(τ − t)2|φ′(t)|2 − 4(τ − t)φ(t)φ′(t) + φ2(t)

)
dt =

1Ñì. êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èëè ëåêöèè ïðåäûäóùåãî ñåìåñòðà
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=

τ∫
0

4(τ − t)2|φ′(t)|2 dt− 2

τ∫
0

φ2(t) dt+

τ∫
0

φ2(t) dt.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü ∆ = [−1, 1]d−1, ∆̃ = [−2, 2]d−1, ôóíêöèÿ τ : ∆̃ → R+ ëèïøèöåâà
ñ êîíñòàíòîé L, infz∈∆̃ τ(z) = τ0 > 0, 0 < σ0 < τ0,

Ω̃ = {(z, t) ∈ Rd : z ∈ ∆̃, −σ0 6 t 6 τ(z)}, Ω = {(z, t) ∈ Rd : z ∈ ∆, 0 6 t 6 τ(z)},
(2.6)

E = {(z, t) ∈ Rd : z ∈ ∆, 0 6 t 6 σ0}, (2.7)

ρ(z, t) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (z, t) ∈ Ω äî ∂Ω̃. Òîãäà íàéäóòñÿ êîíñòàíòû C1 =
C1(L, σ0, τ0, d), C2 = C2(L, σ0, τ0, d) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C∞(Ω)
âûïîëíåíî2∫

Ω

f2(z, t) dz dt 6 C1

∫
E

f 2(z, t) dz dt+ C2

∫
Ω

|∇f(z, t)|2ρ2(z, t) dz dt. (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ ∈ [0, σ0]. Ïîëîæèì hσ(z, t) = f(z, t) − f(z, σ), Ωσ =
{(z, t) ∈ Ω : t > σ}. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Õàðäè, ïîëó÷àåì∫

Ωσ

f 2(z, t) dz dt =

∫
Ωσ

(f(z, σ) + hσ(z, t))
2 dz dt 6

6 2

∫
∆

dz

τ(z)∫
σ

f 2(z, σ) dt+ 2

∫
∆

dz

τ(z)∫
σ

h2σ(z, t) dt 6

6M1(L, σ0, τ0)

∫
∆

f 2(z, σ) dz + 8

∫
∆

dz

τ(z)∫
σ

(τ(z)− t)2
∣∣∣∣∂hσ(z, t)∂t

∣∣∣∣2 dt 6
6M1(L, σ0, τ0)

∫
∆

f 2(z, σ) dz + 8

∫
Ω

(τ(z)− t)2
∣∣∣∣∂f(z, t)∂t

∣∣∣∣2 dz dt.
Îòñþäà

σ0

∫
Ω

f2(z, t) dz dt 6 σ0

∫
E

f2(z, t) dz dt+

σ0∫
0

∫
Ωσ

f2(z, t) dz dt 6

6M2(L, σ0, τ0)

∫
E

f 2(z, t) dz dt+ 8σ0

∫
Ω

(τ(z)− t)2
∣∣∣∣∂f(z, t)∂t

∣∣∣∣2 dz dt.
Òàê êàê ôóíêöèÿ τ ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L, òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòàM3(σ0, τ0, L, d)
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî (z, t) ∈ Ω âûïîëíåíî τ(z)− t 6M3(σ0, τ0, L, d)ρ(z, t). Îòñþäà
ïîëó÷àåì (2.8).

2Ìíîæåñòâî C∞(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê {f |Ω : f ∈ C∞(Rd)}.
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Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü îáëàñòü D çâåçäíà îòíîñèòåëüíî øàðà B. Òîãäà íàéäóòñÿ
òàêèå êîíñòàíòû C1(D, B) è C2(D, B), ÷òî∫

D

f 2(x) dx 6 C1(D, B)

∫
B

f 2(x) dx+ C2(D, B)

∫
D

|∇f(x)|2ρ2(x) dx. (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî D\B ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì îáëàñòåé Di,
1 6 i 6 m, äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ îáëàñòè D̃i, Ω̃i è áèåêöèè ψi : D̃i → Ω̃i ñî ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

• Di ⊂ D̃i ⊂ Ω;

• ψi ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ñäâèãà, ïîâîðîòà è ãîìîòåòèè;

• Ω̃i è Ωi := ψi(Di) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè âèäà (2.6) ñ íåêîòîðûìè σ0 = σ0,i,
τ(·) = τi(·);

• ïóñòü E = Ei ⊂ Ωi çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.7); òîãäà ψ−1
i (Ei) ⊂ B.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 2.3.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü îáëàñòü D çâåçäíà îòíîñèòåëüíî øàðà B. Òîãäà íàéäóòñÿ òà-
êèå êîíñòàíòû C3(D, B) è C4(D, B), ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ C∞(Ω, R3) âû-
ïîëíåíî∫

D

|∇v(x)|2 dx 6 C3(D, B)

∫
B

|∇v(x)|2 dx+ C4(D, B)

∫
D

|ev(x)|2 dx. (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (2.2). Ïóñòü w = (w1, . . . , wn) � ðå-
øåíèå óðàâíåíèé

∆wi =
n∑

k=1

(
2
∂

∂xk
eik(v)−

∂

∂xi
ekk(v)

)
(2.11)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè wi|∂D = 0. Ïîëîæèì z = v − w. Èç (2.11) è (2.2) ñëåäóåò,
÷òî

∆zi = 0 â D, zi ∈ C∞(D), i = 1, . . . , d, (2.12)

∆eij(z) = 0 â D, i, j = 1, . . . , d. (2.13)

Îöåíèì îòäåëüíî
∫
D

|∇w|2 dx è
∫
D

|∇z|2 dx. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü îöåíêà âåëè÷èíû∫
D

|∇v|2 dx.

Ïðèìåíèâ (2.11), ôîðìóëó Ñòîêñà è íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì∫
D

|∇w|2 dx = −
∫
D

∆wi · wi dx = 2

∫
D

∂eik(v)

∂xk
wi dx−

∫
D

∂ekk(v)

∂xi
wi dx 6

6 2

∫
D

∣∣∣∣eik(v)∂wi

∂xk

∣∣∣∣ dx+∫
D

∣∣∣∣ekk(v)∂wi

∂xi

∣∣∣∣ dx 6M1(d)

∫
D

|∇w(x)|2 dx

1/2∫
D

|ev(x)|2 dx

1/2

,
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ïîýòîìó ∫
D

|∇w(x)|2 dx 6M2(d)

∫
D

|ev(x)|2 dx. (2.14)

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêó∫
D

|∇z|2 dx 6M3(D, B)

∫
D

|ev(x)|2 dx+M4(D, B)

∫
B

|∇v|2 dx. (2.15)

Îòñþäà è èç (2.14) áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïðèìåíèâ ñëåäñòâèå 2.1 ê ôóíêöèè f(x) = ∂zi

∂xj
(x), ïîëó÷àåì, ÷òî∫

D

|∇z|2 dx 6M5(D, B)

∫
B

|∇z|2 dx+M6(D, B)

∫
D

ρ2(x)
∑
|α|=2

|Dαz|2 dx.

Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå:∫
B

|∇z|2 dx 6 2

∫
B

|∇v|2 dx+ 2

∫
D

|∇w|2 dx
(2.14)

6 2

∫
B

|∇v|2 dx+ 2M2(d)

∫
D

|ev(x)|2 dx.

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå:∫
D

ρ2(x)
∑
|α|=2

|Dαz|2 dx
(2.1)

6 M7(d)
d∑

i,j=1

∫
D

ρ2(x)|∇eij(z)|2 dx
(2.3),(2.13)

6

6M8(d)
d∑

i,j=1

∫
D

|eij(z)|2 dx 6M9(d)
d∑

i,j=1

∫
D

|eij(v)|2 dx+
∫
D

|eij(w)|2 dx

 6

6M10(d)

∫
D

|ev(x)|2 dx+M11(d)
d∑

i=1

∫
D

|∇wi|2 dx
(2.14)

6 M12(d)

∫
D

|ev(x)|2 dx.

Íåðàâåíñòâî (2.15) äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî íåðàâåíñòâà Êîðíà. Äëÿ δ > 0 îáîçíà÷èì

Ωδ = {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) 6 δ}.

Ñóùåñòâóþò δ > 0 è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé Gi, çâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî
øàðîâ Bi, 0 6 i 6 m, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Ω ⊂ Ωδ ∪ (∪m
i=0Gi), Gi ⊂ Ω ïðè 1 6 i 6 m;

2. G0 ∩ ∂Ω ⊂ S, G0 ∩ Ωδ ̸= ∅, B0 ⊂ G0\Ω;

3. Bi ⊂ Ωδ, 1 6 i 6 m.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ v íóëåì íà ìíîæåñòâî G0\Ω. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.4, ïîëó÷àåì,
÷òî ∫

G0∩Ω

|∇v(x)|2 dx 6 C0

∫
G0∩Ω

|ev(x)|2 dx, (2.16)
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∫
Gi

|∇v(x)|2 dx 6 Ci

∫
Gi

|ev(x)|2 dx+ C̃i

∫
Ωδ

|∇v(x)|2 dx, 1 6 i 6 m.

Îñòàåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó
∫
Ωδ

|∇v(x)|2 dx. Ïóñòü {Di}ki=0 � ïîêðûòèå Ωδ îòêðûòûìè

øàðàìè, Di ⊂ Ω, D0 ∩G0 ̸= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò øàð B̂ ⊂ D0 ∩G0. Ïî ëåììå 2.4,∫
D0

|∇v(x)|2 dx 6M0

∫
D0

|ev(x)|2 dx+M ′
0

∫
B̂

|∇v(x)|2 dx
(2.16)

6 M ′′
0

∫
D0∪(G0∩Ω)

|ev(x)|2 dx.

Äëÿ j ∈ Z+ ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Ij. Ïîëîæèì I0 = {0},

Ij+1 = {i = 1, . . . , k : i /∈ I0 ∪ · · · ∪ Ij, ∃l ∈ Ij : Di ∩Dl ̸= ∅}.

Ïóñòü äîêàçàíà îöåíêà∫
Di

|∇v(x)|2 dx 6Mj

∫
Ej

|ev(x)|2 dx, i ∈ Ij, (2.17)

ãäå Ej = (G0 ∩ Ω) ∪
(
∪l∈I0∪···∪IjDl

)
. Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ æå îöåíêà âûïîëíåíà äëÿ

i ∈ Ij+1. Â ñàìîì äåëå, íàéäåòñÿ òàêîå l ∈ Ij, ÷òî Di ∩ Dl ̸= ∅. Âûáåðåì øàð Dil ⊂
Di ∩Dl. Ïî ëåììå 2.4, ñóùåñòâóþò òàêèå M , M ′ > 0, ÷òî∫

Di

|∇v(x)|2 dx 6M

∫
Di

|ev(x)|2 dx+M ′
∫
Dil

|∇v(x)|2 dx
(2.17)

6 Mj+1

∫
Ej+1

|ev(x)|2 dx.

3 Áëèçîñòü ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé

Âèä ôóíêöèè φ (äèññèïàòèâíîãî ïîòåíöèàëà) íàõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî ìàòåðèàëà ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî. Ïîýòîìó îíà çàäàíà òîëüêî ïðèáëèæåííî, è âîçíèêàåò âîïðîñ îá
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

J(u) :=

∫
Ω

φ(e(u)) dx−
∫
Ω

fu dx−
∫
∂Ω

Pu ds→ inf (3.1)

ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ôóíêöèè φ.
Ïîä �áëèçîñòüþ� äèññèïàòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ φ1, φ2 ìû áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþ-

ùåå ñîîòíîøåíèå:

|φ1(e)− φ2(e)| 6 ε+ δmax{φ1(e), φ2(e)} äëÿ âñåõ e, (3.2)

δ, ε� ìàëûå ÷èñëà. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà φj áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà íà ðàçíîñòü
ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò ε, δ.

Íàçîâåì íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë J(u) ñèëüíî âûïóêëûì, åñëè ñóùåñòâóåò íå-
ïðåðûâíàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè µ > 0 ôóíêöèÿ E(µ, c) òàêàÿ, ÷òî

J

(
u1 + u2

2

)
6 1

2
J(u1) +

1

2
J(u2)− E(∥u1 − u2∥, c), åñëè ∥u1∥, ∥u2∥ 6 c. (3.3)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ:
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1. åñëè J ñèëüíî âûïóêëûé, òî îí ñòðîãî âûïóêëûé, ò.å. J(λu+(1−λ)v) < λJ(u)+
(1− λ)J(v) ïðè u ̸= v, λ ∈ (0, 1);

2. åñëè J1 ñèëüíî âûïóêëûé, J2 âûïóêëûé, òî J1 + J2 ñèëüíî âûïóêëûé.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äèññèïàòèâíûì ïîòåíöèàëàì φ1, φ2, óäîâëåòâîðÿþùèì (3.2),
ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèîíàëû J1(u), J2(u). Ïðè ýòîì, J1 ñèëüíî âûïóêëûé è äëÿ
íåãî âûïîëíåíî (3.3) ñ ôóíêöèåé E. Ïóñòü u1, u2 � òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëîâ
J1 è J2 ñîîòâåòñòâåííî, ∥u1∥ 6 c, ∥u2∥ 6 c. Òîãäà âûïîëíåíà îöåíêà

E(∥u1 − u2∥, c) 6 2ε|Ω|+ δ

∫
Ω

max{φ1(eu1), φ2(eu1)} dx+
∫
Ω

max{φ1(eu2), φ2(eu2)} dx

 .
(3.4)

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü J(u) � ñèëüíî âûïóêëûé ôóíêöèîíàë, u0 � åãî òî÷êà
ìèíèìóìà, ∥u0∥ 6 c, ∥u∥ 6 c. Òîãäà

E(∥u− u0∥, c) 6 J(u)− J(u0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê u0 � òî÷êà ìèíèìóìà, òî

3

2
J(u0) 6

1

2
J(u) + J

(
u+ u0

2

)
.

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé âûïóêëîñòè ïîëó÷àåì

E(∥u− u0∥, c) 6
1

2
J(u) +

1

2
J(u0)− J

(
u+ u0

2

)
6 J(u)− J(u0).

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè ôóíêöèîíàë J ñèëüíî âûïóêëûé, òî åãî òî÷êà ìèíèìóìà
åäèíñòâåííà.3

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Èç ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ i =
1, 2

|J1(ui)− J2(ui)| 6
∫
Ω

|φ1(eui
)− φ2(eui

)| dx 6

6 ε|Ω|+ δ

∫
Ω

max{φ1(eui
), φ2(eui

)} dx.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

E(∥u1 − u2∥, c) 6 J1(u2)− J1(u1) 6 J1(u2)− J2(u2) + J2(u1)− J1(u1),

îòêóäà ñëåäóåò (3.4).

3Ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå ñëåäóåò èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè J .
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×àñòî â òåîðèè âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä ôóíêöèÿ φ è ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
èùåòñÿ ðåøåíèå, òàêîâû, ÷òî ∫

Ω

φ(e(u)) dx > β∥u∥α,

ãäå β > 0, α > 1 íå çàâèñÿò îò u. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü L(u) ôóíê-
öèîíàëà J(u) íåïðåðûâíà ïî u. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó íà êîíñòàíòó
c èç òåîðåìû 3.1. Â ñàìîì äåëå, çàìåòèì, ÷òî J(0) = 0. Åñëè u0 � òî÷êà ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà J , òî J(u0) 6 J(0) = 0, îòêóäà

β∥u0∥α 6
∫
Ω

φ(e(u0)) dx 6 |L(u0)| 6 ∥L∥ · ∥u0∥.

Çíà÷èò,

∥u0∥ 6
(
∥L∥
β

) 1
α−1

.

Òåïåðü ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, J(u) = ∥u∥2. Â ñèëó òîæäåñòâà

ïàðàëëåëîãðàììà

∥u1∥2 + ∥u2∥2 =
1

2
∥u1 + u2∥2 +

1

2
∥u1 − u2∥2,

ýòîò ôóíêöèîíàë ñèëüíî âûïóêëûé è E(µ, c) = 1
4
µ2.

Ïðèìåð 2. Èç ñâîéñòâà 2 ñèëüíîé âûïóêëîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïðè ν > 0, τ > 0
ôóíêöèîíàë

J(u) =

∫
Ω

(ν|eu|2 + τ |eu|) dx−
∫
Ω

fu dx−
∫
∂Ω

Pu ds

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì íà ïðîñòðàíñòâå W̊ 1
2 (Ω).

Ïðèìåð 3. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êëàðêñîíà: åñëè (H, | · |) � åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, u1, u2 : Ω → H, 2 6 p <∞, òî∫

Ω

∣∣∣∣u1 + u2
2

∣∣∣∣p dx+ ∫
Ω

∣∣∣∣u1 − u2
2

∣∣∣∣p dx 6 1

2

∫
Ω

(|u1|p + |u2|p) dx.

Â ñàìîì äåëå, èç íåðàâåíñòâà (|u|α + |v|α)1/α 6 (|u|β + |v|β)1/β, 0 < β < α < ∞, òîæ-
äåñòâà ïàðàëëåëîãðàììà è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì
x ∣∣∣∣u1(x) + u2(x)

2

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣u1(x)− u2(x)

2

∣∣∣∣p 6
(∣∣∣∣u1(x) + u2(x)

2

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣u1(x)− u2(x)

2

∣∣∣∣2
)p/2

=

=

(
|u1(x)|2

2
+

|u2(x)|2

2

)p/2

6 1

2
(|u1(x)|p + |u2(x)|p).

Îñòàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî Ω.
Èç íåðàâåíñòâà Êëàðêñîíà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë

u 7→
∫
Ω

|u(x)|p dx
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ïðè p > 2 ñèëüíî âûïóêëûé è E(µ, c) = µp/2p. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè 1 < p < 2 è H = R
ýòîò ôóíêöèîíàë òàêæå ñèëüíî âûïóêëûé è

E(µ, c) = c
p−2
p−1

([
1

p− 1

]
+ 1

)−1

µ
p

p−1

(ñì. [1], [6]); êâàäðàòíûå ñêîáêè çäåñü îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü.
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