
Ëåêöèÿ 7-8. Ïðèíöèï Ëåðå � Øàóäåðà.

1 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Ïðèíöèï Ëåðå � Øàóäåðà áûë äîêàçàí â ðàáîòå [1] (ñì. òàêæå [2]). Ýòîò òîïîëî-
ãè÷åñêèé ðåçóëüòàò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ñíà÷àëà ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.
Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, M ⊂ X. Îòîáðàæåíèå A :M → Y íàçûâà-

åòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì, åñëè îíî íåïðåðûâíî è ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî
â ïðåäêîìïàêòíîå.

Åñëè îòîáðàæåíèå A ëèíåéíî è âïîëíå íåïðåðûâíî, òî îíî ïåðåâîäèò ñëàáî ñõîäÿ-
ùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ. Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïóñòü X = l2, Y = R, M = {en}n∈N � ìíîæåñòâî ñòàí-
äàðòíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, A(e2n) = 0, A(e2n−1) = 1. Òîãäà A âïîëíå íåïðåðûâíî,
en

w→ 0 ïðè n→ ∞, íî {A(en)} íå ñõîäèòñÿ.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî è äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (íà-

ïðèìåð, òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà l1 íåêîìïàêòåí, íî ïåðåâîäèò ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñèëüíî ñõîäÿùèåñÿ). Îäíàêî åñëè X ðåôëåêñèâíî, òî îíî âû-
ïîëíåíî.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð âëî-
æåíèÿ i : X → X∗∗ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ⟨i(x), x∗⟩ = ⟨x∗, x⟩, x∗ ∈ X∗. Áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè îïåðàòîð i ñþðúåêòèâåí. Ïðèìåðà-
ìè ðåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ Lp(Ω, µ) è ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W r

p (Ω)
ïðè 1 < p <∞.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. X ðåôëåêñèâíî,

2. åäèíè÷íûé øàð â X ñëàáî êîìïàêòåí,

3. èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþ-
ñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà èìïëèêàöèþ 1 ⇒ 3
ìîæíî äîêàçàòü, ïðèìåíÿÿ êàíòîðîâñêèé äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî, A : X → Y ïåðåâîäèò
ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå A
âïîëíå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ A ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíî ïåðåâî-
äèò ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ. Ïðåäïîëîæèì,
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÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M òàêîå, ÷òî A(M) íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-
íûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ A(M) òàêàÿ, ÷òî ∥ym−yn∥ > r > 0
äëÿ ëþáûõ m ̸= n. Ïóñòü yn = A(xn). Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷å-
íà, à ïðîñòðàíñòâî X ðåôëåêñèâíî, òî ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xnk

}. Òîãäà {ynk
} ñèëüíî ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó

∥ynk
− ynj

∥ > r ïðè k ̸= j.

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X. Âåêòîðíûì ïîëåì íà M íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Φ :M → X. Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâ-
íûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû òîæäåñòâåííîãî è âïîëíå íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü U ⊂ X � îòêðûòîå ñâÿçíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, U � åãî çàìûêàíèå.
Âïîëíå íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ïîëÿ I − A0, I − A1 : U → X íàçûâàþòñÿ ãîìîòîï-
íûìè íà U , åñëè ñóùåñòâóåò âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : U × [0, 1] → X
òàêîå, ÷òî

1. A(·, 0) = A0(·), A(·, 1) = A1(·),

2. x− A(x, λ) ̸= 0 äëÿ ëþáûõ λ ∈ [0, 1], x ∈ ∂U .

Îòîáðàæåíèå A(·, ·) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé äåôîðìàöèåé.
Äëÿ ñàìîé îáùåé ôîðìóëèðîâêè ïðèíöèïà Ëåðå - Øàóäåðà íóæíî ïîíÿòèå ñòå-

ïåíè âïîëíå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Îíî áóäåò ïîçæå äàíî òîëüêî äëÿ ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç àïïðîêñèìàöèþ, è íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü êîððåêòíîñòü. Ïîýòîìó
ìû ñôîðìóëèðóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ëåðå � Øàóäåðà, êîòîðûé çàòåì áóäåò
ïðèìåíÿòüñÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Φ1 = I−A1 � âïîëíå íåïðåðûâíîå
âåêòîðíîå ïîëå íà X è ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ Φ1 è I
ãîìîòîïíû íà BR(0). Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ BR(0) òàêîå, ÷òî Φ1(x) = 0. (Òî åñòü
îòîáðàæåíèå A1 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó â BR(0).)

Ýòó òåîðåìó ìû äîêàæåì, ñëåäóÿ êíèãå [3].
Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âïîëíå

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : X×[0, 1] → X ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) A(·, 0) =
0, A(·, 1) = A1(·) è 2) ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî x − A(λ, x) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî
λ ∈ [0, 1], x ∈ SR(0). Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ àïðèîðíîé
îöåíêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = A(λ, x): íàéäåòñÿ òàêîå R > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
λ ∈ [0, 1] âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = A(λ, x) ïðèíàäëåæàò îòêðûòîìó øàðó ðàäèóñà
R.

Â êà÷åñòâå íåâûðîæäåííîé äåôîðìàöèè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îòîáðàæåíèåA(x, λ) =
λA(x). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A : X → X � âïîëíå íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1]
ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x = λA(x) ïðèíàäëåæèò øàðó ðàäèóñà R. Òîãäà óðàâíåíèå
x = A(x) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå â ýòîì øàðå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Íà-
âüå � Ñòîêñà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ýòî ñëåäñòâèå.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà: äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû Áðàóýðà. Òåîðåìà Áðàóýðà óòâåðæäàåò, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f åäè-
íè÷íîãî øàðà â Rn â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäîë-
æèì îòîáðàæåíèå f äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ F íà âñå Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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F (x) = f(cx), ãäå c = min
{
1, 1

∥x∥

}
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x = λF (x) ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó øàðó. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå F èìååò íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó x∗ â åäèíè÷íîì øàðå. Òàê êàê F (x∗) = f(x∗), òî x∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
äëÿ f .

2 Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà.

Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî, à âåêòîðíîå ïîëå ãëàäêîå.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü M , N � ãëàäêèå îðèåíòèðóåìûå êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôèêñèðî-

âàííûì îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì, M êîìïàêòíî, N ñâÿçíî, f : M → N � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå. Òî÷êà x0 ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà f ′(x0)
èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Òî÷êà x0 ∈M íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé, åñëè x0 íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíîé. Òî÷êà y0 ∈ N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì, åñëè âñå òî÷êè
x ∈ f−1(y0) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè (åñëè y0 /∈ f(M), òî ñ÷èòàåì, ÷òî y0 òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé
îòêðûòî. Òî÷êà y0 ∈ N íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, åñëè y0 íå ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 3. (òåîðåìà Ñàðäà). Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðà-
æåíèÿ èìååò ìåðó íóëü.1 Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé âñþäó
ïëîòíî â N .

Ýòó òåîðåìó ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòè M
è N ñîâïàäàþò, òî îíà ñðàçó ñëåäóåò èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà.

Åñëè ðàçìåðíîñòè M è N ñîâïàäàþò, òî ïðîîáðàçîì ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ f ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
Ýòî ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè M è òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimM = dimN , x ∈ M . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ sgn det f ′(x)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü òî÷êè x è f(x) ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êàðòàì Uα ⊂
M ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (xiα) è Vβ ⊂ N ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (yjβ).

Â ýòèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå f çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè yjβ = f j
αβ(x

i
α).

Ïîëîæèì

sgn det f ′(x) = sgn det

(
∂f j

αβ(xα)

∂xiα

)
i,j

.

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê àòëàñû íà M è N îðèåíòèðóþùèå.
Ïóñòü y0 � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f . Ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f ïî îòíîøåíèþ ê

ðåãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ y0 íàçûâàåòñÿ

deg (f, y0) =
∑

xi:f(xi)=y0

sgn det f ′(xi).

Åñëè y íàõîäèòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0, òî deg (f, y) = deg (f, y0)
(óïðàæíåíèå: ïðîâåñòè ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñòå-
ïåíü îòîáðàæåíèÿ è ãëîáàëüíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ (äàæå
åñëè ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé íåñâÿçíî).

1Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòå f(M); ìíîæåñòâî f(M) ìîæíî ïî-
êðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì ëîêàëüíûõ êàðò, à â êàæäîé êàðòå ìíîæåñòâî ìåðû íóëü óæå îïðåäåëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
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Îòîáðàæåíèÿ f0, f1 :M → N íàçûâàþòñÿ ãëàäêî ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F :M × [0, 1] → N òàêîå, ÷òî F (x, 0) = f0(x), F (x, 1) = f1(x).

Ââåäåì íà M × [0, 1] àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç ïðîèçâåäåíèé Uα× [0, 1], ãäå ìíîæåñòâà
Uα ïðèíàäëåæàò àòëàñó íà M . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àòëàñ íà N × ∆, ãäå ∆ �
ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê.

Òåîðåìà 4. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y0
è íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãëàäêèõ ãîìîòîïèÿõ.

Ñíà÷àëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü M , N � ãëàäêèå n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, M êîìïàêòíî,
F :M × [0, 1] → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, f0(x) = F (x, 0), f1(x) = F (x, 1). Ïóñòü
y ∈ N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå F , f0 è f1. Òîãäà F

−1(y) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëåäîâ
ãëàäêèõ ïðîñòûõ êðèâûõ. Äëÿ êàæäîé èç íèõ âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1. îáà êîíöà êðèâîé ïðèíàäëåæàò M × {0};

2. îáà êîíöà êðèâîé ïðèíàäëåæàò M × {1};

3. îäèí êîíåö ïðèíàäëåæèò M × {0}, âòîðîé � M × {1};

4. êðèâàÿ çàìêíóòà è åå ñëåä ñîäåðæèòñÿ â M × (0, 1).

Ïðè ýòîì, åñëè êðèâàÿ íåçàìêíóòà, òî M×({0}∪{1}) ñîäåðæèò òîëüêî åå êîíöû.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè y âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
â îêðåñòíîñòè F−1(y) îòîáðàæåíèå F çàäàåòñÿ êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â
Rn, F (x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t)).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2, γ � ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà F−1(y), ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäîì íåçàìêíóòîé êðèâîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò åå îêðåñò-
íîñòü U è äèôôåîìîðôèçì φ : U → Bε(y)× [a, b], çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì

φ(x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t), s(x, t)). (2.1)

Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå 1 â îêðåñòíîñòè êîíöîâ êðèâîé s(x, t) = t + a è s(x, t) = b− t,
â ñëó÷àå 2 s(x, t) = 1 − t + a è s(x, t) = b + t − 1, â ñëó÷àå 3 s(x, t) = t + a è
s(x, t) = b+ t− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ äâóõ òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé âûíåñåíî â Äîïîëíåíèå 2.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f0, f1 è F . Òîãäà deg (f0, y) =
deg (f1, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f0, f1 è F , òî F−1(y) � îáú-
åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé è äóã, ïðè÷åì äóãè áûâàþò òðåõ òèïîâ (ñì.
ïðåäëîæåíèå 2).

Ïóñòü γ � äóãà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé F−1(y). Äîêàæåì ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1. åñëè γ(a) = (x0, 0), γ(b) = (x1, 0), òî sgn det f ′
0(x0) = −sgn det f ′

0(x1).

2. åñëè γ(a) = (x0, 1), γ(b) = (x1, 1), òî sgn det f ′
1(x0) = −sgn det f ′

1(x1).

3. åñëè γ(a) = (x0, 0), γ(b) = (x1, 1), òî sgn det f ′
0(x0) = sgn det f ′

1(x1).
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Ïîñêîëüêó f−1
i (y) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîíöîâ äóã, ëåæàùèõ íà M × {i}, i =

0, 1, òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî deg (f0, y) = deg (f1, y).
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå (îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Èç ïðåäëî-

æåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U äóãè γ è äèôôåîìîðôèçì Φ : U →
Bε(y)× [a, b], Φ(x, t) = (F (x, t), s(x, t)). Ïðè ýòîì, s(x, t) = t+a â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 è s(x, t) = b− t â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1.

Òàê êàê íàM × [0, 1] è N ×∆ âûáðàíû îðèåíòèðóþùèå àòëàñû, òî çíàê ÿêîáèàíà
îòîáðàæåíèÿ Φ íå çàâèñèò îò êàðòû è, çíà÷èò, íå çàâèñèò îò òî÷êè íà γ. Ïîýòî-
ìó sgn detΦ′(x0, 0) = sgn detΦ′(x1, 0). Äàëåå, sgn detΦ′(x0, 0) = sgn detF ′

x(x0, 0) =
sgn det f ′

0(x0) è sgn detΦ′(x1, 0) = −sgn detF ′
x(x1, 0) = −sgn det f ′

0(x1). Îòñþäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî sgn det f ′

0(x0) = −sgn det f ′
0(x1).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè f0, f1 ãëàäêî ãîìîòîïíû è y ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì
f0 è f1, òî deg (f0, y) = deg (f1, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f0. Ïî òåîðåìå Ñàð-
äà, ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèé f0, f1 è F ïëîòíî â N è îòêðûòî.
Ïîýòîìó â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè y ñóùåñòâóåò òî÷êà y′, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíî-
âðåìåííî ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèé f0, f1 è F è òàêàÿ, ÷òî deg (f0, y) =
deg (f0, y

′), deg (f1, y) = deg (f1, y
′). Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî deg (f0, y

′) =
deg (f1, y

′).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ïóñòü y0, y1 � ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ f . Ïîñòðîèì
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå φ : N × [0, 1] → N òàêîå, ÷òî φ(·, 0) = I, φ(y0, 1) = y1 è
φt(·) := φ(·, t) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Äëÿ ýòîãî ñî-
åäèíèì y0 è y1 ãëàäêîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êðèâîé γ : [0, 1] → N (γ(0) = y0,
γ(1) = y1), íà íåé çàäàäèì ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå w(γ(t)) = γ̇(t) è ãëàäêî åãî ïðî-
äîëæèì2 íà âñå ìíîãîîáðàçèå N (ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ïðîäîëæåíèå íå ðàâíî
íóëþ òîëüêî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îáðàçà êðèâîé); îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå
÷åðåç v. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẏ = v(y) íà N . Ðåøåíèå
y(t) ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ y(0) = y è äëÿ ëþáî-
ãî t ∈ R.3 Ïîëîæèì φ(y, t) = y(t). Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé
äèôôåîìîðôèçìîâ è åñëè y(0) = y0, òî y(t) = γ(t). Çíà÷èò, φ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Òî÷êà y1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ φ1◦f . Òàê êàê sgn detφ′
1(y0) =

sgn detφ′
0(y0) = 1, òî deg (f, y0) = deg (φ1◦f, y1). Îòîáðàæåíèÿ f è φ1◦f ãëàäêî ãîìî-

òîïíû, ïîýòîìó deg (f, y1) = deg (φ1 ◦ f, y1). Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, îñòàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ òåîðåìû Ñàðäà íàéòè òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîâðåìåííî ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì
f0 è f1.

2Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäîãî
t ∈ [0, 1] íàõîäèì îêðåñòíîñòü òî÷êè γ(t) è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ âåêòîðíîå ïîëå ïî-
ñòîÿííî. Ïðîäîëæàåì åãî äî ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âî âñåé îêðåñòíîñòè. Âûáèðàåì êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå {Ui}ki=1 îáðàçà êðèâîé òàêèìè îêðåñòíîñòÿìè. Ïóñòü vi � âåêòîðíîå ïîëå â Ui. Ñòðîèì

ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {φi}ki=1, ïîä÷èíåííîå ýòîìó ïîêðûòèþ, è ïîëàãàåì v(x) =
k∑

i=1

φi(x)vi(x),

x ∈ ∪k
i=1Ui. Íà âñå ìíîãîîáðàçèå N ýòî âåêòîðíîå ïîëå ïðîäîëæàåì íóëåì.

3Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà èíòåðâàë (0, t∗) è íå ïðîäîëæàåòñÿ íà ïîëó-
èíòåðâàë (0, t∗]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, t∗) òî÷êè y(t) ïðèíàäëåæàò êîìïàêòó ∪k

i=1U i (èíà÷å
y(t) ≡ const, òàê êàê v(y(t)) = 0; ñì. ñíîñêó 1). Ïóñòü {tn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
tn →

n→∞
t∗. Èç {y(tn)} âûáèðàåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y(tnk

)}, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå y∗. Äëèíà

èíòåðâàëà, íà êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç
êîíñòàíòó Ëèïøèöà ôóíêöèè v(x). Çíà÷èò, íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè y∗ è δ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî z ∈ U ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â òî÷êå z ïðîäîëæàåòñÿ íà èíòåðâàë
(0, δ). Âçÿâ z = y(tnk

) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
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Äàëåå ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü deg f .
Ïóñòü ξ : M → Rn � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè M , ξ(x) ̸= 0 äëÿ

ëþáîãî x ∈ M . Ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ Γξ : M → S1(0), Γξ(x) =
ξ(x)
|ξ(x)| .

Âðàùåíèåì ïîëÿ ξ íà M íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ Γξ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ξ : BR(0) → Rn � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, ξ(x) ̸= 0 ïðè x ∈
SR(0). Ïóñòü Γξ : SR(0) → S1(0) � ãàóññîâî îòîáðàæåíèå äëÿ ïîëÿ ξ íà SR(0),
deg Γξ ̸= 0. Òîãäà ξ(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ BR(0).

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà â ãëàäêîì êî-
íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå: åñëè âåêòîðíîå ïîëå Φ ãîìîòîïíî åäèíè÷íîìó, òî åãî âðàùåíèå
íà ñôåðå ñîâïàäàåò ñ âðàùåíèåì òîæäåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ è ïîýòîìó íå ðàâíî
íóëþ. Çíà÷èò, Φ(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ BR(0).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 äîêàæåì óòâåðæäåíèå îá èíòåãðàëå ïðîîáðàçà
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.

Ïóñòü ìíîãîîáðàçèÿ M , N èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü n, f : M → N . Ðàñ-
ñìîòðèì íà N äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω, êîòîðàÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ yα
èìååò âèä ω(y) = φ(yα) dy

1
α ∧ · · · ∧ dynα. Òîãäà íà M îïðåäåëåíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ

ôîðìà f ∗ω(x) = φ(f(x)) df1
α(x)∧ · · · ∧ dfn

α (x), ãäå f
j
α(x) � j-ÿ êîîðäèíàòà òî÷êè f(x).

Òåîðåìà 6. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫
M

f ∗ω = deg f

∫
N

ω.

Ñíà÷àëà äîêàæåì

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî è äëÿ êàæ-
äîãî x ∈ Ω çàäàí øàð Ux ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùèéñÿ â Ω. Òîãäà

Ω = Λ ⊔

(
∞⊔
k=1

Ωk

)
,

ãäå mesΛ = 0, Ωk � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèåñÿ â íåêîòîðîì Uxk
, k ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Wm =

{
x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > 1

m

}
.

Ýòè ìíîæåñòâà êîìïàêòíû, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íûå ïîêðûòèÿ {Uxm,l
}lml=1.

Îáúåäèíèâ ýòè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ïî m, ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ïîêðûòèå Ω îòêðûòûìè
øàðàìè Uxk

, k ∈ N. Ìíîæåñòâà

Λ =
∪

m∈Z+

lm∪
l=1

∂Uxm,l
, Ωk = Uxk

\

(
k−1∪
j=1

Uxj

)

ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà îò äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω èìååò íîñèòåëü â îäíîé êàðòå U ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
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(y1β, . . . , y
n
β). Ïóñòü U = K ∪ R, ãäå K � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, R �

ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî

R = Λ ⊔

(
∞⊔
k=1

Uk

)
,

ãäå mesΛ = 0, à Uk � îòêðûòûå ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî

f−1(Uk) =

rk⊔
j=1

Vj,k,

Vj,k ñîäåðæèòñÿ â îäíîé ëîêàëüíîé êàðòå è f |Vj,k
ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x1α, . . . , x
n
α) íà Vj,k. Òîãäà äëÿ x ∈ Vj,k

f ∗ω(x) = φ(f(x)) dy1β(xα) ∧ · · · ∧ dynβ(xα) = φ(f(x)) det
∂yβ(x)

∂xα
dx1α ∧ · · · ∧ dxnα.

Èç òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïîëó÷àåì∫
Vj,k

f ∗ω =

∫
Vj,k

φ(f(x)) det
∂yβ(x)

∂xα
dx1α . . . dx

n
α =

= sgn det f ′|Vj,k

∫
Uk

φ(y) dy1β . . . dy
n
β = sgn det f ′|Vj,k

∫
Uk

ω.

Îòñþäà ∫
f−1Uk

f ∗ω = deg f

∫
Uk

ω,

òàê ÷òî ∫
f−1R

f ∗ω = deg f

∫
R

ω = deg f

∫
N

ω

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ìíîæåñòâà K, Λ è f−1(Λ) èìåþò ìåðó íóëü). Íàêîíåö,
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê â f−1K òàêæå èìååò ìåðó íóëü, à â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ
f ∗ω = 0. Çíà÷èò,

∫
M

f ∗ω =
∫

f−1R

f ∗ω è òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ξ(x) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈
BR(0). Òîãäà ãàóññîâî îòîáðàæåíèå Γξ îïðåäåëåíî íà âñåì øàðå BR(0). Ðàññìîòðèì
ôîðìó îáúåìà íà S1(0):

Ω =
n∑

i=1

(−1)i+1xi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Òîãäà dΩ = n dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Èç òåîðåìû 6 è ôîðìóëû Ñòîêñà ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ̸= deg Γξ

∫
B1(0)

dΩ = deg Γξ

∫
S1(0)

Ω =

∫
SR(0)

Γ∗
ξΩ =

∫
BR(0)

d(Γ∗
ξΩ) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê Γξ(BR(0)) ⊂ S1(0) è ïîýòîìó det
(

∂Γi
ξ

∂xj (x)
)
= 0.
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Èòàê, â êîíå÷íîìåðíîì ãëàäêîì ñëó÷àå ïðèíöèï Ëåðå � Øàóäåðà äîêàçàí. Ñëåäó-
þùèé øàã äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â
êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü ξ : BR(0) → Rn � íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå,
ãîìîòîïíîå åäèíè÷íîìó, F : BR(0)× [0, 1] → Rn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òàêîå,
÷òî F (x, 0) = ξ(x), F (x, 1) = x è F (x, t) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ SR(0). Ïîêàæåì, ÷òî
íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ BR(0) òàêàÿ, ÷òî ξ(x) = 0.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íîðìà â Rn åâêëèäîâà.

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå Fε : BR(0)×
[0, 1] → Rn òàêîå, ÷òî ∥F − Fε∥C < ε è Fε(x, 1) = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ìàëîå δ > 0 è ïîëîæèì äëÿ (x, t) ∈ BR+δ(0)× [−δ, 1+ δ]

F̃δ(x, t) =

{
R+δ
R

· F
(

R
R+δ

x, t+ δ
)
, åñëè − δ 6 t 6 1− δ,

x, åñëè 1− δ 6 t 6 1 + δ.

Ýòó ôóíêöèþ ìû ñãëàäèì ñ ïîìîùüþ óñðåäíåíèÿ ïî Ñòåêëîâó � Øâàðöó (ñì. Äîïîë-
íåíèå 1). Ïóñòü ψ ∈ C∞

0 (Rn+1)� íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
∫
Rn

ψ(x, t) dx dt =

1 è suppψ ⊂ B1(0). Äëÿ êàæäîãî h > 0 ïîëîæèì ψh(x, t) =
1

hn+1ψ
(
x
h
, t

h

)
,

F̃δ,h(x, t) = x+

∫
Rn+1

(
F̃δ(y, s)− y

)
ψh(x− y, t− s) dy ds, (x, t) ∈ BR(0)× [0, 1].

Òîãäà F̃δ ∈ C∞(BR(0) × [0, 1]). Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè F ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ìàëûõ δ è h âûïîëíåíî

∥F − F̃δ,h∥C(BR(0)×[0, 1]) < ε

(ñì. òàêæå Äîïîëíåíèå 1). Òàê êàê F̃δ(x, t)−x = 0 ïðè t ∈ (1−δ, 1+δ), òî F̃δ,h(x, 1) = x
äëÿ ìàëûõ h.

Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ξε(x) = Fε(x, 0) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì,
ãëàäêî ãîìîòîïíûì åäèíè÷íîìó. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò òî÷êà xε ∈ BR(0)
òàêàÿ, ÷òî ξε(xε) = 0. Âçÿâ ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷àåì òî÷êó x ∈
BR(0) òàêóþ, ÷òî ξ(x) = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìû â Rn. Ïóñòü D ⊂ Rn � ñòàíäàðòíûé
åâêëèäîâ øàð ðàäèóñà R. Îïðåäåëèì φ : D → BR(0) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè
x ∈ ∂D, òî ïîëîæèì φ(x) = λ(x)x, ãäå λ(x) > 0, ∥λ(x)x∥ = R. Åñëè x = cx′, x′ ∈ ∂D,
c ∈ [0, 1], òî φ(x) := cφ(x′).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì D è BR(0).
Ïîëîæèì F̃ (x, t) = F (φ(x), t), x ∈ D, t ∈ [0, 1]. Â ñèëó äîêàçàííîãî, íàéäåòñÿ

òî÷êà x ∈ D òàêàÿ, ÷òî ξ(φ(x)) = 0. Çíà÷èò, ξ(y) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ BR(0).
Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü n ∈ N, Xn � êîíå÷íîìåðíûå

ïîäïðîñòðàíñòâà, An
1 : BR(0) → Xn � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, ∥An

1−A1∥C(BR(0)) →
0 ïðè n → ∞, xn ∈ BR(0), A

n
1 (xn) = xn. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ BR(0) òàêîå, ÷òî

x = A1(x). Â ñàìîì äåëå, òàê êàê îòîáðàæåíèå A1 âïîëíå íåïðåðûâíî, òî {A1(xn)} ñî-
äåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî A1(xn) → y ïðè n→ ∞. Òîãäà

∥xn − y∥ = ∥An
1 (xn)− y∥ 6 ∥A1(xn)− y∥+ ∥An

1 (xn)− A1(xn)∥ →
n→∞

0.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü íåïðåðûâíîñòüþ A1, ïîëó÷àåì

∥y − A1(y)∥ 6 ∥y − A1(xn)∥+ ∥A1(xn)− A1(y)∥ →
n→∞

0.
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Çíà÷èò, An
1 (y) = y.

Èòàê, íóæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé An
1 . Ïóñòü A � ãîìîòî-

ïèÿ ìåæäó I −A1 è I, Xn ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà êîíå÷íóþ n−1-ñåòü
ìíîæåñòâà A(BR(0)× [0, 1]), êîòîðóþ îáîçíà÷èì {yi}mi=1. Ïîëîæèì

Pn(ξ) =

m∑
i=1

yifi(ξ)

m∑
i=1

fi(ξ)
,

ãäå

fi(ξ) =

{
2n−1 − ∥ξ − yi∥, åñëè ∥ξ − yi∥ < 2n−1,
0, èíà÷å.

Îòîáðàæåíèå Pn êîððåêòíî îïðåäåëåíî (òàê êàê ∥ξ − yi∥ 6 n−1 äëÿ íåêîòîðîãî i) è
íåïðåðûâíî.

Ïîëîæèì An(x, t) = Pn ◦ A(x, t), An
1 (x) = Pn ◦ A1(x). Ïîêàæåì, ÷òî

• ∥An − A∥C(BR(0)×[0, 1]) →
n→∞

0 (à çíà÷èò, ∥An
1 − A1∥C(BR(0)) →

n→∞
0),

• I−An
1 ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó íà ïîäïðîñòðàíñòâå Xn ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n (òîãäà îãðàíè÷åíèå An
1 íà Xn èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó).

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü J(x) = {i = 1, m : ∥A(x, t)− yi∥ 6 2n−1}. Òîãäà

∥An(x, t)−A(x, t)∥ = ∥Pn(A(x, t))−A(x, t)∥ 6

∑
i∈J(x)

∥yi − A(x, t)∥fi(A(x, t))∑
i∈J(x)

fi(A(x, t))
6 2n−1.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíå-
íî x−An(x, t) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ SR(0), t ∈ [0, 1]. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî

∥x− A(x, t)∥ > α > 0, x ∈ SR(0), t ∈ [0, 1].

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: xn − A(xn, tn) → 0 ïðè n → ∞. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî tn → t
è A(xn, tn) → y, n → ∞. Òîãäà xn → y, n → ∞. Èç íåïðåðûâíîñòè A ïîëó÷àåì,
÷òî A(xn, tn) → A(y, t), n → ∞, òàê ÷òî y = A(y, t) � ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì,
I − An

1 ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ An(x, 0) = x − Pn(0) (íàïîìíèì, ÷òî A(x, 0) = 0).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî An(·, 0) ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
(äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå x 7→ x−λPn(0), λ ∈ [0, 1]). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,
÷òî ãîìîòîïèÿ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è, â ÷àñòíîñòè,
òðàíçèòèâíà.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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