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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
ФИЗИКИ
Д. А. Силаев

Введение

Предлагается численно решить задачи математической физики, используя различные ме-
тоды:

1. Посчитать по формуле, представляющей точное решение задачи в виде ряда.
2. Применить разностный метод.
3. Применить метод конечных элементов. В качестве конечных элементов использовать

фундаментальные сплайны.
Построить графики, показывающие поведение решения. Сравнить различные методы

между собой.

1. Уравнение колебания струны.

Рассматривается уравнение колебания жестко закреплённой струны (см.[1], [7])

utt = a2uxx в области 0 ≤ x ≤ 1, t > 0 (1.1)

при граничных условиях
u |x=0 = u|x=1 = 0 (1.2)

и начальных условиях
u |t=0 = ϕ(x) ut |t=0 = ψ(x) (1.3)

Здесь a – постоянная скорость распространения звука в среде, u – отклонение струны от
положения равновесия в точке x в момент времени t, ϕ(x) и ψ(x) – заданные начальное
отклонение и начальная скорость отклонения струны.

1.1 Метод разделения переменных. Точное решение исходной задачи.

Для получения точного решения исходной задачи (1.1)-(1.3) применим метод разделения
переменных Фурье [7]. Будем искать решение в виде:

u(t, x) = T (t)X(x).

Подставляя в уравнение (1.1), получим

T ′′X = a2X ′′T

Разделим это равенство на a2TX. Тогда

T ′′/(a2T ) = X ′′/X = −λ2. (1.4)

Обратим внимание на то, что функция, стоящая в левой части равенства зависит от t, а в
правой – от x. Следовательно, эти величины есть константа. Обозначим эту константу −λ2.
Рассмотрим правую часть равенства (1.4). Уравнение

X ′′ + λ2X = 0 при условиях X(0) = X(1) = 0
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имеет решение
Xk(x) = sinπkx, λ = πk, k ∈ N.

Тогда из левой части (1.4) следует, что

T ′′k + a2π2k2Tk = 0

и
Tk(t) = Akcosaπkt+Bksinaπkt.

Используя линейность исходной задачи (линейная комбинация решений есть решение) от-
сюда получаем:

u(t, x) =
∞∑
k=1

(Akcosaπkt+Bksinaπkt)sinπkx. (1.5)

Подставляя начальные условия (1.3), находим уравнения для определения Ak и Bk:

u(0, x) =
∞∑
k=1

Aksinπkx = ϕ(x),

∂u

∂t
(0, x) =

( ∞∑
k=1

(−Akaπksinaπkt+Bkaπkcosaπkt)sinπkx

)
|t=0 =

∞∑
k=1

Bkaπksinπkx = ψ(x).

Тем самым показано, что искомые Ak и Bk выражаются через коэффициенты Фурье разло-
жений функций ϕ(x) и ψ(x) по синусам (т.е. функции ϕ(x)) и ψ(x) продолжаются нечетным
образом на отрезок [−1, 0] и получающиеся функции продолжаются периодическим образом
с периодом 2). Искомые Ak и Bk определяются по следующим формулам:

Ak = 2

1∫
0

ϕ(x)sinπkxdx, Bk =
2
aπk

1∫
0

ψ(x)sinπkxdx. (1.6)

Итак, ряд (1.5), где Ak и Bk определены (1.6), представляет точное решение задачи (1.1)-
(1.3). Скорость сходимости этого ряда, а следовательно и применимость указанных формул
для численных расчетов решения определяется гладкостью начальных функций ϕ(x)) и
ψ(x).

1.2 Разностные методы решения исходной задачи.

Пусть tn = nτ , xk = kh, где τ , h - шаги сетки по времени и пространственной перменной.
Обозначим через unk = u(tn, xk). Заменим дифференциальный оператор

lu ≡ utt − a2uxx (1.7)

разностным

(lhuh)nk =
un+1
k − 2unk + un−1

k

τ2
− a2u

n
k+1 − 2unk + unk−1

h2
(1.8)

Здесь uh означает сужение функции u на сетку или сеточную функцию.
Задача 1. Проверить, что для любой гладкой функции f(x)

fk+1 − 2fk + fk−1

h2
= f ′′k +

h2

12
f IVk +O(h4) (1.9)
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Из (1.9) следует, что

‖(lhuh)− (lu)h‖ ≤ C|h|2, где |h|2 = τ2 + h2, C = C(max(|uxxxx|, |utttt|)).

В этом случае говорят, что разностный оператор (1.8) аппроксимирует дифференциальный
(1.7) с порядком 2 [2].

Заметим, что
utttt = (a2uxx)tt = (a2(a2uxx) = a4uxxxx.

Поэтому

(lhuh)nk = (lu)nk +
τ2

12
(utttt)nk − a2h

2

12
(uxxxx)nk +O(t4) +O(h4) =

= (lu)nk +
a2h2

12
(uxxxx)nk(

a2τ2

h2
− 1) +O(t4) +O(h4).

При h2 = a2τ2 разностная схема

(lhuh)nk =
un+1
k − 2unk + un−1

k

τ2
− a2u

n
k+1 − 2unk + unk−1

h2
= 0 (1.10)

будет обладать 4-ым порядком аппроксимации.
Устойчивость разностной схемы (1.10) будем устанавливать на основании спектраль-

ного признака [3]. Будем искать решение (1.10) в виде unk = λneikϕ. Тогда

λneikϕ{ 1
τ2

(λ− 2 +
1
λ

)− a2

h2
(eiϕ − 2 + e−iϕ)} = 0

Так как eiϕ − 2 + e−iϕ = −4sin2 ϕ
2 , то

λ2 − 2
(
1− 2a2sin2ϕ

2

)
λ+ 1 = 0.

Для устойчивости необходимо, чтобы |λ| ≤ 1 + Cτ . По теореме Виета λ1λ2 = 1. Это
означает, что если D > 0, то корни действительные и различные и тем самым схема ока-
жется неустойчивой. Поэтому необходимо, чтобы корни были комплексно сопряженными
и

D/2 = (1− 2a2sin2ϕ

2
)2 − 1 = −4a2sin2ϕ

2
(1− a2τ2

h2
sin2ϕ

2
) ≤ 0

Отсюда следует, что необходимо, чтобы было выполнено условие на шаги сетки

|a|τ
h

≤ 1. (1.11)

Заметим, что на границе устойчивости разностная схема (1.10) имеет 4-ый порядок аппрок-
симации.

1.3 Решение уравнения колебания струны методом конечных элементов,
основанным на S−сплайн-аппроксимации.

Пусть xk = kh, где h - шаг сетки по пространственной переменной. Начальные функции
ϕ(x) и ψ(x) из условия (1.3) продолжим нечетным образом на отрезок [−1, 1], а затем
периодическим образом на всю прямую. Приближенное решение задачи (1.1)-(1.3) будем
искать в виде

u(t, x) =
K−1∑
k=0

Ak(t)Sk(x), (1.12)
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где Ak(t) – неизвестные коэффициенты разложения функции u(t, x) по фундаментальной
системе сплайнов Sk(x). В качестве Sk(x) будем брать полулокальные сглаживающие пе-
риодические с периодом 2 сплайны класса С2 (дважды непрерывно дифференцируемые),
состоящие из полиномов 5-ой степени (см. Приложение). Подставим разложение (1.12) в
уравнение (1.1). Имеем:

K−1∑
k=0

A′′k(t)Sk(x)− a2Ak(t)Sk(x) = 0.

Это равенство умножим на Sj(x) и проинтегрируем по отрезку [−1, 1]. Для нахождения
коэффициентов Ak(t) получим систему линейных дифференциальных уравнений вида:

K−1∑
k=0

ajkA
′′
k − a2bjkAk = 0, j = 0, 1, . . . ,K − 1, (1.13)

где

ajk =

1∫
−1

SkSjdx, bjk =

1∫
−1

S′′kSjdx = −
1∫

−1

S′kS
′
jdx,

так как из-за периодичности
SjS

′
k

∣∣1
−1

= 0.

Подставим начальные условия (1.3) в разложение (1.12). Получим:

K−1∑
k=0

Ak(0)Sk(x) = ϕ(x),
K−1∑
k=0

A′k(0)Sk(x) = ψ(x).

Итак, для определения неизвестных коэффициентов разложения Ak(t) следует решить си-
стему линейных дифференциальных уравнений (1.13) при начальных условиях:

Ak(0) = ϕk, A′k(0) = ψk, k = 0, 1, . . . ,K − 1, (1.14)

где ϕk, ψk – коэффициенты приближенного разложения функций ϕ(x), ψ(x) по фундамен-
тальным сплайнам Sk(x). Указанная система (1.13) может быть решена приближенно ме-
тодом Рунге-Кутта высокого порядка аппроксимации [8].

1.4 Решение уравнения колебания струны методом характеристик. Точ-
ное аналитическое решение задачи.

Для уравнения колебания струны

utt = a2uxx (1.15)

уравнение для характеристик ищется в виде:

(dx)2 = a2(dt)2 , (1.16)

откуда получается два семейства характеристик

ξ = x− at и η = x+ at (1.17)

(см. метод Даламбера [1],[7]). Если ξ и η принять за новые переменные, то

ut = uξ(−a) + uηa, ux = uξ + uη ,
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utt = uξξa
2 − 2uξηa2 + uηηa

2, uxx = uξξ + 2uξη + uηη . (1.18)

Подставляя (1.18) в (1.1), получим
uξη = 0,

откуда
u = F1(ξ) + F2(η) = F1(x− at) + F2(x+ at),

где F1 и F2 – произвольные функции.
Теперь рассмотрим уравнение (1.15) с граничными условиями

u |x=0 = u |x=1 = 0 . (1.19)

и начальными условиями (1.3). Из п. 1.1 мы видели, что аналитическое решение задачи
(1.1)-(1.3) представляет из себя линейную комбинацию периодических с периодом 2 нечет-
ных функций. Поэтому мы можем свести краевую задачу (1.1)-(1.3) к решению задачи
Коши, если начальные функции ϕ(x) и ψ(x) продолжим на отрезок [−1, 0] нечетным обра-
зом, а затем периодически с периодом 2 на всю прямую. Так продолженные функции будем
обозначать теми же буквами. Из начальных условий следует, что

F1(x) + F2(x) = ϕ(x), −aF ′1(x) + aF ′2(x) = ψ(x).

Решая эту систему, находим, что

u(t, x) =
1
2
ϕ(x− at) +

1
2
ϕ(x+ at) +

1
2a

x+at∫
x−at

ψ(ζ)dζ , (1.20)

где ϕ и ψ - продолженные начальные функции.
Особенно физически просто выглядит решение, если ψ = 0: начальная функция ϕ де-

лится пополам, каждая из половинок двигается со скоростью a, одна – вправо, а другая –
влево, а затем эти две "бегущие волны"складываются. Решение симметрично относительно
замены времени t на −t. Гладкость сохраняется для любого момента времени.

2. Уравнение теплопроводности.

Рассмотрим уравнение теплопроводности (см.[1],[7])

ut = a2uxx в области 0 ≤ x ≤ 1, t > 0 (2.1)

при граничных условиях
u |x=0 = u|x=1 = 0 (2.2)

и начальных условиях
u |t=0 = ϕ(x) (2.3)

Здесь a2 – постоянный коэффициент теплопроводности , u(t, x) – искомая температура в
точке x в момент времени t, ϕ(x) – заданная температура в начальный момент времени.
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2.1 Метод разделения переменных. Точное аналитическое решение зада-
чи.

Для получения точного решения исходной задачи (2.1)-(2.3) применим метод разделения
переменных Фурье [7]. Будем искать решение в виде:

u(t, x) = T (t)X(x).

Подставляя в уравнение (2.1), получим

T ′X = a2X ′′T

Разделим это равенство на a2TX. Тогда

T ′/(a2T ) = X ′′/X = −λ2. (2.4)

Обратим внимание на то, что функция, стоящая в левой части равенства зависит от t, а в
правой – от x. Следовательно, эти величины есть константа. Обозначим эту константу −λ2.
Рассмотрим правую часть равенства (2.4). Уравнение

X ′′ + λ2X = 0 при условиях X(0) = X(1) = 0

имеет решение
Xk(x) = sinπkx, λ = πk, k ∈ N.

Тогда из левой части (2.4) следует, что

T ′k + a2π2k2Tk = 0

и
Tk(t) = Ake

−a2π2k2t.

Используя линейность исходной задачи (линейная комбинация решений есть решение) от-
сюда получаем:

u(t, x) =
∞∑
k=1

Ake
−a2π2k2tsinπkx. (2.5)

Подставляя начальное условие (2.3), находим уравнения для определения Ak :

u(0, x) =
∞∑
k=1

Aksinπkx = ϕ(x),

Тем самым показано, что искомые Ak выражаются через коэффициенты Фурье разло-
жения функции ϕ(x) по синусам (т.е. функции ϕ(x)) продолжаются нечетным образом на
отрезок [−1, 0] и получающуюся функцию продолжается периодическим образом с перио-
дом 2). Искомые Ak определяются по следующим формулам:

Ak = 2

1∫
0

ϕ(x)sinπkxdx, . (2.6)

Итак, ряд (2.5), где Ak определены (2.6), представляет точное решение задачи (2.1)-(2.3).
Скорость сходимости этого ряда, а следовательно и применимость указанных формул для
численных расчетов решения определяется гладкостью начальной функции ϕ(x)) .
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2.2 Метод характеристик. Интеграл Пуассона.

Другой вид точного аналитического решения можно получить, решая задачу Коши для
уравнения (2.1 ). Для этого начальную функцию ϕ(x)) продолжим нечетным образом на
отрезок [−1, 0], а затем периодическим образом (с периодом 2) на всю прямую. Так полу-
ченную функцию обозначим ϕ̃(x). Решение задачи Коши даёт интеграл Пуассона [6], [7]:

u(t, x) =
1

2a
√
πt

∞∫
−∞

ϕ̃(ξ)e−
(x−ξ)2

4a2t dξ . (2.7)

Вычисление интеграла трудоёмко, особенно в окрестности t = 0. Предпочтительнее исполь-
зовать другие численные методы, например, разностные методы.

Замечание. Обратим внимание, что интеграл берётся по всей прямой. Это связано с тем,
что единственная характеристика уравнения (2.1) параллельна оси x, или, другими слова-
ми, скорость распространения возмущения (или звука) в уравнении равна бесконечности.

2.3 Разностные методы решения задачи распространения тепла.

2.3.1 Явная разностная схема.

Пусть tn = nτ, xk = kh, где τ, h – шаги сетки по времени и пространственной переменной
x, unk = u(tn, xk) – сеточная функция, Kh = 1. Заменим дифференциальное уравнение (2.1)
явной разностной схемой [3]:

un+1
k − unk

τ
= a2u

n
k+1 − 2unk + unk−1

h2
, k = 1, 2, . . .K − 1 (2.8)

с условиями
u0
k = ϕ(xk), un+1

0 = un+1
K = 0 . (2.9)

Порядок аппроксимации O(τ, h2).
Условие устойчивости. Подставляя unk = λneikϕ в уравнение (2.8), получим:

λ− 1
τ

= a2 e
iϕ − 2 + e−iϕ

h2
= −4

a2sin2 ϕ
2

h2
.

Отсюда λ = 1− 4a
2τ
h2 sin

2 ϕ
2 . Из условия |λ| ≤ 1 + Cτ следует, что

a2τ

h2
≤ 1

2
. (2.10)

Условие (2.10), в частности, означает, что при уменьшении шага h в 10 раз следует шаг
по времени τ уменьшить в 100 раз (см. Замечание предыдущего пункта). Это требование
весьма ограничительно при реальных вычислениях.

2.3.2 Неявная разностная схема.

В случае неявной схемы уравнение (2.8) заменяется следующим:

un+1
k − unk

τ
= a2

un+1
k+1 − 2un+1

k + un+1
k−1

h2
, k = 1, 2, . . .K − 1, K =

1
h

. (2.11)

Это уравнение дополняется условиями (2.9).
Порядок аппроксимации как и для явной схемы O(τ, h2).
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Условие устойчивости. Подставляя unk = λneikϕ в уравнение (2.11), получим:

λ− 1
τ

= a2 e
iϕ − 2 + e−iϕ

h2
λ = −4

a2sin2 ϕ
2

h2
λ .

Отсюда |λ| = 1

1+4a2τ
h2 sin

2 ϕ
2

≤ 1 для любых ϕ. Схема безусловно устойчивая.

Систему линейных уравнений (2.11),(2.9) запишем в виде:

akyk+1 + bkyk + ckyk−1 = dk, k = 1, 2, . . .K − 1, (2.12)

a0y1 + b0y0 = d0, bKyK + cKyK−1 = dK , где (2.13)

yk = un+1
k , ak = ck = −a

2τ

h2
, bk = 1 + 2

a2τ

h2
, dk = unk , a0 = 0,

b0 = 1, d0 = 0, bK = 1, cK = 0, dK = 0.

Система имеет диагональное преобладание, а именно bk > |ak|+ |ck|.
Для решения системы (4.1),(4.2) с трёхдиагональной матрицей разработан метод про-

гонки И.М.Гельфандом и О.В.Локуциевским в 1952 г [9] (см. Приложение 1).

2.4 Разностные схемы высокого порядка аппроксимации для уравнения
теплопроводности.

2.4.1 Разностная схема второго порядка аппроксимации.

Так как
un+1
k − unk

τ
= (ut)

n+ 1
2

k +O(τ2) , (2.14)

то, смешивая с коэффициентом 1
2 явную (2.8) и неявную (2.11) схемы, получим схему с

порядком аппроксимации O(τ2, h2) вида:

un+1 − un

τ
=
a2

2

(
un+1
k+1 − 2un+1

k + un+1
k−1

h2
+
unk+1 − 2unk + unk−1

h2

)
, k = 1, . . .K − 1. (2.15)

Это уравнение дополняется условиями (2.9). Система (2.15),(2.9) решается методом прогон-
ки.

Условие устойчивости. Подставляя unk = λneikϕ в уравнение (2.15), получим:

λ− 1
τ

= a2 e
iϕ − 2 + e−iϕ

2h2
(λ+ 1) = −2

a2sin2 ϕ
2

h2
(λ+ 1) .

Пусть

µ =
λ− 1
λ+ 1

. (2.16)

Тогда

µ = −2
a2τsin2 ϕ

2

h2
≤ 0 для любого ϕ .

Так как конформное отображение (2.16) отображает внутренность единичного круга на
левую полуплоскость [10], то тем самым безусловная устойчивость разностной схемы (2.15)
установлена.
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2.4.2 Разностная схема порядка аппроксимации O(τ2, h4).

Рассмотрим уравнение теплопроводности (2.1)

ut = a2uxx .

Так как
uk+1 − 2uk + uk−1

h2
= (uxx)k +

h2

12
(uxxxx)k +O(h4)

(см. Задачу 1 в п.1.2), а в силу уравнения (2.1)

uxx =
( u
a2

)
t

,

то
(uxxxx)k =

1
h2

((( u
a2

)
t

)
k+1

− 2
(( u

a2

)
t

)
k

+
(( u

a2

)
t

)
k−1

)
+O(h2).

В силу (2.14)

1
2
un+1
k+1 − 2un+1

k + un+1
k−1

h2
+

1
2
unk+1 − 2unk + unk−1

h2
=

1
12

(
u
a2

)n+1

k+1
−
(
u
a2

)n
k+1

τ
+

+
5
6

(
u
a2

)n+1

k
−
(
u
a2

)n
k

τ
+

1
12

(
u
a2

)n+1

k−1
−
(
u
a2

)n
k−1

τ
k = 1, 2, . . .K − 1, K =

1
h

, (2.17)

(см. [11] c. 194 схема 12). Эта система дополняется условиями (2.9) и решается методом
прогонки.

Порядок аппроксимации на решении уравнения (2.1) O(τ2, h4).
Условие устойчивости. Подставляя unk = λneikϕ в уравнение (2.17), получим:

a2 e
iϕ − 2 + e−iϕ

2h2
(λ+ 1) =

1
12
λ− 1
τ

(eiϕ + 10 + e−iϕ) = −2
a2sin2 ϕ

2

h2
(λ+ 1) .

Отсюда

µ =
λ− 1
λ+ 1

= −
12τa2sin2 ϕ

2

(5− cosϕ)h2
≤ 0

для любого ϕ. Тем самым безусловная устойчивость схемы установлена (см. предыдущий
пункт).

2.5 Решение уравнения теплопроводности методом конечных элементов,
основанным на S−сплайн-аппроксимации.

Рассмотрим уравнение теплопроводности (2.1)с условиями (2.2),(2.3). Начальную функцию
ϕ(x) продолжим нечетным образом на отрезок [−1, 0], а затем периодически (с периодом 2)
на всю прямую. Приближенное решение задачи будем искать в виде

u(t, x) =
K−1∑
k=0

Ak(t)Sk(x) , (2.18)

где Sk(x) – фундаментальные периодические полулокальные сглаживающие сплайны клас-
са C2. Подставляя выражение (2.18) в уравнение (2.1), получим:

K−1∑
k=0

(
A′k(t)Sk(x)− a2Ak(t)S′′k (x)

)
= 0 .
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Домножим это равенство на Sj(x) и проинтегрируем по x по отрезку [−1, 1]. Получим си-
стему линейных дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными коэффи-
циентами вида:

K−1∑
k=0

(
ajkA

′
k(t) + a2bjkAk(t)

)
= 0, (2.19)

где

ajk =

1∫
0

Sk(x)Sj(x)dx , bjk =

1∫
0

S′k(x)S
′
j(x)dx

Здесь мы воспользовались нечетностью функций Sk(x) и тем, что

bjk = −1
2

1∫
−1

S′′kSjdx = − 1
2
S′k(x)Sj(x)

∣∣∣∣1
−1

+
1
2

1∫
−1

S′kS
′
jdx =

1∫
0

S′kS
′
j(x)dx .

в силу периодичности Sk(x) внеинтегральный член равен нулю. Полученная система (2.19)
дополняется начальными условиями:

u(0, x) = ϕ(x) ≈ ϕK(x) =
K−1∑
k=0

Ak(0)Sk(x) ,

откуда
Ak(0) = ϕk . (2.20)

Здесь ϕk – коэффициенты разложения функции ϕK(x) по Sk(x), т.е.

ϕK(x) =
K−1∑
k=0

ϕkSk(x) .

Для гладких ϕ ∈ C6 известна оценка

‖ϕ− ϕK‖ ≤ Ch6 ,

где h– шаг разбиения отрезка [−1, 1] [15].
Система дифференциальных уравнений (2.19) с начальными условиями (2.20) имеет

точное аналитическое решение, а также может быть решено с высокой точностью методом
Рунге-Кутта [8].

3. Уравнение Пуассона.

Рассматривается уравнение Пуассона (см.[1], [7])

uxx + uyy = f в области Ω = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} (3.1)

при граничных условиях
u |x=0 = u|x=1 = 0 , (3.2)

u |y=0 = u|y=1 = 0 . (3.3)
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3.1 Метод разделения переменных. Спектральная задача.

Рассмотрим спектральную задачу

uxx + uyy = λu в области Ω (3.4)

при граничных условиях (3.2), (3.3). Решение этой задачи будем искать в виде

u(x, y) = X(x)Y (y) . (3.5)

Подставляя выражение (3.5) в уравнение (3.4), получим

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = λX(x)Y (y) . (3.6)

Разделим это равенство на произведение XY . Тогда

X ′′

X
= λ− Y ′′

Y

при условиях (3.2), (3.3). Так как слева стоит функция, зависящая от x, а справа – от y, то
это равенство возможно только если каждая из его частей есть константа. Получим

X ′′

X
= µ ,

Y ′′

Y
= ν , λ = µ+ ν .

Решая спектральные задачи

X ′′(x)− µX(x) = 0 , X(0) = X(1) = 0 , (3.7)

Y ′′(x)− νY (x) = 0 , Y (0) = Y (1) = 0 , (3.8)

получим, что

Xm = sinπmx , µm = −π2m2 , Ys = sinπsy , νs = −π2s2 , λms = µm + νs . (3.9)

3.2 Метод разделения переменных. Точное решение задачи Пуассона .

Решение исходной задачи Пуассона u(x, y) будем искать в виде ряда

u(x, y) =
∞∑

m,s=1

umssinπmxsinπsy . (3.10)

Подставляя (3.10) в уравнение (3.1) имеем

∞∑
m,s=1

(−π2m2 − π2s2)umssinπmxsinπsy =
∞∑

m,s=1

amssinπmxsinπsy ,

где ams есть коэффициенты разложения функции f(x, y) в двумерный ряд Фурье по си-
нусам, т.е. функция f продолжена нечетным образом в область (−1, 1) × (−1, 1), а затем
периодическим образом с периодом 2 на всю плоскость.

В качестве примера рассмотрим случай f(x, y) ≡ 1. В этом случае вся плоскость рас-
падается на квадратики размера 1 × 1, внутри каждого из которых функция определена
либо +1, либо −1. Обратите внимание на то, что эта функция терпит разрыв на границе
квадратика, поэтому сходимость соответствующего ряда Фурье будет крайне медленной.
Легко показать, что

a2i+1,2j+1 =
−16

π2(2i+ 1)(2j + 1)
, i, j = 0, 1, ...
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и
u2i+1,2j+1 =

16
π2(2i+ 1)(2j + 1)[(2i+ 1)2 + (2j + 1)2]

, i, j = 0, 1, ...

Все остальные ums = 0. В результате

u(x, y) =
∞∑

i=0,j=0

16
π2(2i+ 1)(2j + 1)[(2i+ 1)2 + (2j + 1)2]

sinπ(2i+ 1)xsinπ(2j + 1)y . (3.11)

3.3 Разностный метод решения задачи Пуассона .

Обозначим через uk,m = u(xk, ym), где xk = kh, ym = mh. Рассмотрим следующую разност-
ную задачу

uk+1,m − 2uk,m + uk−1,m

h2
+
uk,m+1 − 2uk,m + uk,m−1

h2
= fk,m (3.12)

Здесь 1 ≤ k,m ≤ K − 1,Kh = 1, fk,m = f(xk, ym). Система уравнений (3.12) дополняется
граничными условиями

u0,m = uK,m = uk,0 = uk,K = 0 . (3.13)

Как показано в ([2], [3]), разностная задача (3.12),(3.21) аппроксимирует дифференциаль-
ную задачу (3.1),(3.2) с порядком O(h2), разностное уравнение является устойчивым и ре-
шение разностной задачи сходится к решению дифференциальной при h→ 0.

3.3.1 Численные методы решения разностной задачи Пуассона .

Для малых K система (3.12),(3.21)может быть решена методом исключения Гаусса с выбо-
ром главного элемента. Метод матричный прогонки решает эту систему за O(K4) операций,
однако требует O(K3) элементов оперативной памяти (см. [4]). Здесь мы остановимся на
методе простой итерации. Рассмотрим разностное уравнение

un+1
k,m − unk,m

τ
=
unk+1,m − 2unk,m + unk−1,m

h2
+
unk,m+1 − 2unk,m + unk,m−1

h2
− fk,m (3.14)

Здесь unk,m = u(tn, xk, ym), tn = nτ, xk = kh, ym = mh, 1 ≤ k,m ≤ K − 1,Kh = 1, fk,m =
f(xk, ym). Система уравнений (3.12) дополняется граничными условиями

un0,m = unK,m = unk,0 = unk,K = 0 . (3.15)

Эта система уравнений может быть интерпретирована как разностная задача для следую-
щего параболического уравнения

ut = uxx + uyy − f в области Ω = {t > 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} (3.16)

при граничных условиях
u |x=0 = u|x=1 = 0 , (3.17)

u |y=0 = u|y=1 = 0 (3.18)

и начальном условии
u(0, x, y) = u0(x, y) . (3.19)

Исследование устойчивости. Решение однородного уравнения (3.14)ищем в виде

unk,m = λneikϕ+imψ.
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Тогда

λ = 1− 4
τ

h2
(sin2 ϕ

2
+ sin2 ψ

2
)

и из требования |λ| ≤ 1 получим условие устойчивости

τ

h2
≤ 1

4
.

Полагая τ = 1
4h

2 в уравнение (3.14), получим следующий итерационный процесс для реше-
ния разностной системы Пуассона (3.12),(3.21)

un+1
k,m =

1
4
(unk+1,m + unk−1,m + unk,m+1 + unk,m−1 − h2fk,m) . (3.20)

Здесь 1 ≤ k,m ≤ K − 1,Kh = 1, fk,m = f(xk, ym). Система уравнений (3.20) дополняется
граничными условиями

un+1
0,m = un+1

K,m = un+1
k,0 = un+1

k,K = 0 . (3.21)

Как показано в ([2]), указанный метод решает разностную систему Пуассона (3.12),(3.21)
за O(K4 lnK) операций. Для экономии оперативной памяти вновь вычисленное значение
un+1
k,m может быть размещено на месте предыдущего итерационного значения unk,m (метод

Зейделя), что приводит к требованию наличия O(K2) элементов оперативной памяти.
Другие численные методы решения задачи (3.12),(3.21) можно найти в ([2], [3]).

3.4 Задача Дирихле.

Для случая f ≡ 1 задача Пуассона может быть сведена к задаче Дирихле. Пусть

v =
x(x− 1)

4
+
y(y − 1)

4
.

Обозначим через w = u− v. Функция w удовлетворяет следующей задаче Дирихле

wxx + wyy = 0 в области Ω = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} (3.22)

при граничных условиях

w |x=0 = w|x=1 = −y(y − 1)
4

, (3.23)

w |y=0 = w|y=1 = −x(x− 1)
4

. (3.24)

Замечание. В окрестности вершины (0,0) решение задачи Пуассона с f = 1 может быть
представлено в виде

u(x, y) = −x
2 + y2

4
− xy

π
ln(x2 + y2) +

x2 − y2

2π
arctan

x2 − y2

2xy
+ w(x, y),

где w(x, y)–регулярная функция в окрестности точки (0,0) (см.([5], с. 683).
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3.5 Применение S–сплайнов для решения задачи Пуассона.

Рассмотрим уравнение Пуассона в полярной системе координат

1
r

∂

∂r
(r
∂u

∂r
) +

1
r2
∂2u

∂ϕ2
= −p(r, ϕ) , (r, ϕ) ∈ D (3.25)

c некоторыми граничными условиями:

u(r, ϕ) |∂D = f(r, ϕ)|∂D . (3.26)

Пусть D - некоторая область, лежащая внутри единичного круга. Предлагаемый метод
решения состоит в следующих шагах:

1) Представление предполагаемого решения уравнения в виде линейной комбинации
фундаментальных сплайнов.

2) Применение метода Галеркина к уравнению в пространстве фундаментальных сплай-
нов.

3) Подстановка граничных условий
Рассмотрим последовательно эти шаги. Представим решение уравнения в виде

S(r, ϕ) =
K1−1∑
i=0

K2∑
j=1

ui,jCi(ϕ)Dj(r) , (3.27)

где Ci(ϕ) и Dj(r) - соответствующие фундаментальные одномерные сплайны. Домножим
исходное уравнение на r . Теперь будем домножать уравнение скалярно на Cl(ϕ)Dk(r) , где
пары индексов l, k пробегают все значения l = 0, 1, . . . ,K1 − 1; k = 1, . . . ,K2, но такие, что
(h2k, h1l) ∈ D(т.е. только для внутренних узлов области D). В нашем случае в качестве
скалярного произведения возьмём интеграл по области D. Получим уравнение:∫

D

{r∂
2u

∂r2
+
∂u

∂r
+

1
r

∂2u

∂ϕ2
}Cl(ϕ)Dk(r)rdrdϕ = −

∫
D

p(r, ϕ)Cl(ϕ)Dk(r)r2drdϕ

Заметим, что под интегралом вошел также якобиан r от преобразования в полярные коор-
динаты. Теперь подставим разложение (3.27). Полученное уравнение в виду произвольности
выбора l и k представляет собой систему для определения коэффициентов ui,j . Чтобы сде-
лать её полной, нам необходимо учесть граничные условия, которые дадут нам недостающее
число уравнений (подробнее см.([16], [17]).

4. Приложение 1. Метод прогонки.

Рассмотрим систему

akyk+1 + bkyk + ckyk−1 = dk, k = 1, 2, . . .K − 1, (4.1)

a0y1 + b0y0 = d0, bKyK + cKyK−1 = dK , (4.2)

где ak, bk, ck, dk – заданные числа. Решение линейной системы уравнений с трёхдиагональ-
ной матрицей (4.1),(4.2) ищется в виде

yk+1 = Pk+1yk +Qk+1, (4.3)

где Pk, Qk – неизвестные прогоночные коэффициенты. Подставляя (4.3) в (4.1) полу-
чаем:

yk =
−ckyk−1 + (dk − akQk+1)

akPk+1 + bk
.
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Сравнивая это равенство с (4.3), видим, что прогоночные коэффициенты связаны рекур-
рентным соотношением:

Pk = − ak
akPk+1 + bk

, Qk =
dk − akQk+1

akPk+1 + bk
, k = K − 1, . . . , 1 . (4.4)

Из (4.2)

yK = −cK
bK
yK−1 +

dK
bK

= PKyK−1 +QK

получаем

PK = −aK
bK

, QK =
dK
bK

.

Последовательно из (4.4) находим PK−1, QK−1, . . . , P1, Q1 (прямой ход прогонки). Из систе-
мы {

a0y1 + b0y0 = d0

y1 = P1y0 +Q1

находим

y0 =
d0 − a0Q1

b0 + a0P1
,

затем последовательно y1, y2, . . . , yK (обратный ход прогонки).
Нетрудно показать, что при выполнении условия диагонального преобладания bk >

|ak|+ |ck| метод прогонки не накапливает ошибки округления [9] .

4.1 Приложение 2. Разбор одного варианта.

Рассмотрим решение уравнения колебания струны

utt = a2uxx в области 0 ≤ x ≤ 1, t > 0 (4.5)

при граничных условиях
u |x=0 = u|x=1 = 0 (4.6)

и начальных условиях

u |t=0 = ϕ(x) ut |t=0 = ψ(x) = 0 , (4.7)

где

u |t=0 = ϕ(x) =

 x, 0≤x≤ 1
4
,

1
2−x, 1

4≤x≤ 1
2 ,

0, 1
2≤x≤1.

(4.8)

4.1.1 Аналитическое решение в виде ряда Фурье.

u(t, x) =
∞∑
k=1

Bkcosaπktsinkπx,

где

Bk = 2

1∫
0

ϕ(x)sinkπxdx =
2

k2π2
(2sin

kπ

4
− sin

kπ

2
).

Подробнее:

u(t, x) =
2
π2

(
√

2− 1)cosaπtsinπx+
1
π2
cos2aπtsin2πx+

2(
√

2 + 1)
9π2

cos3aπtsin3πx+ . . .
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Видим, что коэффициенты Фурье медленно убывают. Мажорантой этого ряда является ряд

∞∑
k=1

1
k2
,

который медленно сходится. Необходимо порядка 70 слагаемых, чтобы посчитать решение
с относительной погрешностью 1% , что делает этот метод мало эффективным при прак-
тических вычислениях.

4.2 Приложение 3. S-сплайн аппроксимация.

Рассмотрим на отрезке [a, b] равномерную сетку {xk}k=Kk=0 , xk = a+kh, h = (b−a)/K — шаг
сетки. Разобьём отрезок [a, b] на группы, для этого введём на [a, b] ещё одну равномерную
сетку {ξl}l=Ll=0 , ξl = a + lH, H = mh,m ∈ N. Таким образом, переходя из одной группы в
другую, мы осуществляем сдвиг системы координат и рассматриваем каждый l-й полином
на отрезке [0,H] . Пусть значения приближаемой функции на этой сетке (y0, y1, . . . , yK) ∈
RK+1. Обозначим через

PnS

u : u(x) = a0 + a1x+ . . .+ apx
p +

n∑
i=p+1

aix
i


множество полиномов степени n c фиксированными коэффициентами a0, a1, . . . , ap. Рас-
смотрим функционал

Φl(u) =
M∑
k=0

(u(ξl + kh)− yml+k)2

В классе PnS ищется такой полином, который минимизирует функционал

Φl(u) =
M∑
k=0

(u(ξl + kh)− yml+k)2 −→ min(ap+1, . . . , an)

и удовлетворяет следующим условиям:

al0 = gl−1(ξl − ξl−1) = gl−1(H), al1 = g′l−1(H), . . . , al2 =
1
2
g′′l−1(H) при l = 0, 1, . . . , L− 1. (4.9)

В случае периодического S−сплайна здесь при l = 0 выполнено gl−1(H) = gL−1(H). Так
как al0 = gl(0), al1 = g′l(0), a2

l = g′′l (0)
2 , то условия (4.9) есть условия гладкой склейки двух

последовательных полиномов. В непериодическом случае коэффициенты a0
0, a

0
1, a

0
2 задаются

начальными условиями y0, y
′
0,
y′′0
2

1. Можно предполагать, что значения заданной функции
yk известны с некоторой точностью, например, они есть результаты каких-либо измерений.
Будем предполагать тогда, что с уменьшением шага h будет увеличиваться точность изме-
рения, а именно, будем предполагать, что если функция f ∈ C6[a, b] задана в узлах равно-
мерной сетки xk = a+kh, k = 0, 1, . . . ,K своими значениями yk, то |yk−f(xk)| ≤ Ch6. Здесь

1В случае если функция задана таблицей, то y′0, y
′′
0 , можно вычислить с помощью формул численного

дифференцирования высокого порядка аппроксимации, например,

y′0 = − 1

60h
[147y0 − 360y1 + 450y2 − 400y3 + 225y4 − 72y5 + 10y6] + O(h5), (4.10)

y′′0 =
1

180h2
[812y0 − 3132y1 + 5265y2 − 5080y3 + 2970y4 − 972y5 + 137y6] + O(h4). (4.11)
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L – число групп, на которые разбита исходная таблица значений приближаемой функции
или число полиномов,составляющих сплайн. Кроме того, здесь M + 1 – количество точек
осреднения, m+1 – количество точек, входящих в область определения l-го полинома gl, ξl
– точка привязки полинома gl, M−m+1 – число таких точек, значения которых участвуют
при определении двух соседних полиномов, составляющих S-сплайн, M ≥ m+ 1.

О п р е д е л е н и е 1. S-сплайном назовем функцию Sm,M (x), которая совпадает с
полиномом gl(x) на каждом отрезке ξl ≤ x < ξl+1.

Будем минимизировать функционал Φl по коэффициентам a3, a4, a5. Для этого продиф-
ференцируем Φl(g) по этим коэффициентам и полученные производные приравняем к нулю.
Получим 

al3h
3S6 + al4h

4S7 + al5h
5S8 = cl1,

al3h
3S7 + al4h

4S8 + al5h
5S9 = cl2,

al3h
3S8 + al4h

4S9 + al5h
5S10 = cl3.

(4.12)

Здесь

Sj =
M∑
k=0

kj , clj =
M∑
k=0

[
(yml+k − al0 − al1hk − al2h

2k2)kj+2
]
. (4.13)

Система линейных алгебраических уравнений, которой должны удовлетворять коэффи-
циенты полиномов S-сплайна, состоит из уравнений двух видов: а) уравнений склейки для
каждой пары последовательных полиномов (4.9); б) уравнений для определения коэффи-
циентов при старших степенях полиномов по коэффициентам при нулевой, первой и второй
степенях. Cделаем замену переменных ãi = aih

i, i = 0, 1, 2, 3. При этом уравнения а) будут
иметь вид: 

ãl−1
0 +mãl−1

1 +m2ãl−1
2 +m3ãl−1

3 +m4ãl−1
4 +m5ãl−1

5 = ãl0,

ãl−1
1 + 2mãl−1

2 + 3m2ãl−1
3 + 4m3ãl−1

4 + 5m4ãl−1
5 = ãl1,

ãl−1
2 + 3mãl−1

3 + 6m2ãl−1
4 + 10m3ãl−1

5 = ãl2.

(4.14)

Уравнения б) из системы(4.12) имеют вид:
S3ã

l
0 + S4ã

l
1 + S5ã

l
2 + S6ã

l
3 + S7ã

l
4 + S8ã

l
5 = P l1,

S4ã
l
0 + S5ã

l
1 + S6ã

l
2 + S7ã

l
3 + S8ã

l
4 + S9ã

l
5 = P l2,

S5ã
l
0 + S6ã

l
1 + S7ã

l
2 + S8ã

l
3 + S9ã

l
4 + S10ã

l
5 = P l3,

(4.15)

где

P lj =
M∑
k=0

yml+kk
j+2. (4.16)

Здесь l = 0, . . . , L−1 – номер полинома, причем если l = 0, то в периодическом случае выра-
жение ãl−1 означает ãL−1. Перенося в уравнениях (4.14) ãl0, ãl1, ãl2 в левую часть, получим в
итоге систему уравнений для определения всех коэффициентов полиномов, составляющих
периодический S-сплайн. В дальнейшем, если это не вызовет путаницы, мы будем опускать
волну над переменными alk.

Запишем полученную систему в матричной форме. Для этого обозначим

A1 =

∥∥∥∥∥∥
S3 S4 S5

S4 S5 S6

S5 S6 S7

∥∥∥∥∥∥ , A2 =

∥∥∥∥∥∥
S6 S7 S8

S7 S8 S9

S8 S9 S10

∥∥∥∥∥∥ , B1 =

∥∥∥∥∥∥
1 m m2

0 1 2m
0 0 1

∥∥∥∥∥∥ , B2 =

∥∥∥∥∥∥
m3 m4 m5

3m2 4m3 5m4

3m 6m2 10m3

∥∥∥∥∥∥ .
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Кроме того, пусть

P l =

 P l1
P l2
P l3

 и X2l =

 al0
al1
al2

 , X2l+1 =

 al3
al4
al5

 , где l = 0, 1, . . . , L− 1. (4.17)

Тогда систему уравнений для определения коэффициентов периодического S-сплайна мож-
но записать в виде:

−E 0 0 0 . . . B1 B2

A1 A2 0 0 . . . 0 0
B1 B2 −E 0 . . . 0 0
0 0 A1 A2 . . . 0 0
0 0 B1 B2 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . A1 A2





X0

X1

X2

X3

X4

...
X2L−1


=



0
P 0

0
P 1

0
...

PL−1


(4.18)

Матрицу этой системы обозначим G. Здесь E =

∥∥∥∥∥∥
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥, 0 =

∥∥∥∥∥∥
0 0 0
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥ – единичная

и нулевая матрицы. Отличие аналогичной системы для непериодического S-сплайна,
рассмотренного в работе [15], заключается в замене первой строки на стартовые условия,
которые можно записать следующим образом:

(
E 0 0 0 . . . 0 0

)
X0 = Y 0, где Y 0 =

 y0

hy′0
1
2h

2y′′0

 (4.19)

В работе [15] показано, что при M ≥ 3 существует A−1
2 (см. также [16]–[14]). Система (4.18)

распадается на систему для нахождения X2l, l = 0, 1, . . . , L− 1 вида
−E 0 0 . . . 0 U
U −E 0 . . . 0 0
0 U −E . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . U −E




X0

X2

X4

...
X2L−2

 =


−B2A

−1
2 PL−1

−B2A
−1
2 P 0

−B2A
−1
2 P 1

...
−B2A

−1
2 PL−2

 (4.20)

и уравнения для нахождения X2l+1 вида

A2X
2l+1 = P l −A1X

2l, l = 0, 1, . . . , L− 1 . (4.21)

Обратим внимание, что получающаяся в результате таких преобразований матрица
U = B1 −B2A

−1
2 A1. Введëм обозначения:

Tijk = det

∥∥∥∥∥∥
Si Sj Sk
Si+1 Sj+1 Sk+1

Si+2 Sj+2 Sk+2

∥∥∥∥∥∥ , tijk = Tijk/det(A2). (4.22)

Заметим, что det(A2) = T678. Тогда

A−1
2 A1 =

∥∥∥∥∥∥
t378 t478 t578
t638 t648 t658
t673 t674 t675

∥∥∥∥∥∥
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и элементы матрицы U будут иметь вид

u11 = 1− t378m
3 − t638m

4 − t673m
5, u12 = m− t478m

3 − t648m
4 − t674m

5,

u13 = m2 − t578m
3 − t658m

4 − t675m
5, u21 = −3t378m2 − 4t638m

3 − 5t673m4,

u22 = 1− 3t478m
2 − 4t648m

3 − 5t674m
4, u23 = 2m− 3t578m

2 − 4t658m
3 − 5t675m

4, (4.23)

u31 = −3t378m− 6t638m
2 − 10t673m

3, u32 = −3t478m− 6t648m
2 − 10t674m

3,

u33 = 1− 3t578m− 6t658m
2 − 10t675m

3 .

Легко заметить, что u2,j = ∂
∂m(u1j), u3,j = 1

2
∂2

∂m2 (u1j), j = 1, 2, 3.
Доказаны следующие теоремы:
Т е о р е м а 1. Пусть числа m и M ≥ 3 таковы, что собственные числа матри-

цы U не равны корню степени L из единицы (здесь L – число полиномов, составляющих
сплайн). Тогда для любой периодической функции f(x), заданной на отрезке [a, b] своими
значениями yk в точках xk = a+ kh, h=(b-a)/K, существует и единствен периодический
сплайн Sm,M [y](x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим систему (4.20). Умножим 1-ю строку системы
на матрицу U и сложим со 2-й строкой, полученную 2-ю строку умножим на матрицу U и
сложим с 3-й и т.д. Поменяем знаки. Тогда получим следующую систему:

E 0 . . . 0 . . . −U
0 E . . . 0 . . . −U2

...
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . E . . . −U l
...

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 0 . . . E − UL





X0

X2

...
X2(l−1)

...
X2(L−1)


=



D0

D1
...

D(l−1)
...

D(L−1)


, (4.24)

где

D0 = B2A
−1
2 PL−1, Dl =

l−1∑
j=0

U jB2A
−1
2 P l−1−j − U lB2A

−1
2 PL−1, l = 0, 1, . . . , L− 1.

По условию теоремы det(E−UL) 6= 0 иX2(L−1) = (E−UL)−1DL−1, X2l = Dl+U l+1X2(L−1).
Тогда из (4.21) X2l+1 = A−1

2 (Pl − A1X
2l) при l = 0, 1, . . . , L− 1. Тем самым все коэф-

фициенты периодического S−сплайна найдены.
Т е о р е м а 2. Пусть периодическая функция f(x) ∈ C6[a, b] и пусть выполнены пред-

положения |yk−f(xk)| ≤ Ch6+ε, ε ≥ 0. Пусть, кроме того, собственные числа матрицы U
по модулю меньше единицы. Тогда периодический сплайн S5

m,M (x) с узлами на равномерной
сетке имеет дефект 3 (т.е. S5

m,M (x) ∈ C2[a, b]) и для x ∈ [a, b] справедливы оценки:∣∣∣∣f (p) − dP

dxp
S5
m,M (x)

∣∣∣∣ ≤ Cph
6−p, (4.25)

p = 0, 1, 2, 3, 4, 5 для x 6= ξl; при p = 3, 4, 5 ϕ(p)(ξl) ≡ ϕ(p)(ξl + 0).
Т е о р е м а 3. Пусть ζ = m/Mζ∗. Тогда при достаточно малых m и больших M

собственные числа матрицы U по модулю меньше единицы.
Это условие устойчивости S-сплайнов аналогично условию устойчивости для кубическо-

го случая [12], [13]. Для случая малых значений M (при 3 ≤ M ≤ 20 в результате расчета
были получены значения собственных чисел матрицы U . Оказалось, что при ζ = m/Mζ∗ < 1
все собственные числа матрицы U по модулю меньше единицы. Некоторые наиболее ин-
тересные полученные значения m и M , при которых достигаются наименьшие значения
max|λi| и аппроксимация S−сплайнами устойчива, представлены в таблице.
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Собственные числа матрицы U

M m λ1 λ2 λ3 max|λi| m/M

4 2 -0,008 -0,231-0,131i -0,231+0,131i 0,265 0, 25
5 3 −0, 005 −0, 0549− 0, 201i −0, 0549 + 0, 201i 0, 207 0, 60
6 2 0, 0266 −0, 285− 0, 129i −0, 285 + 0, 129i 0, 312 0, 33
6 3 −0, 008 −0, 263− 0, 0463i −0, 263 + 0, 0463i 0, 266 0, 50
7 2 0, 0732 −0, 167− 0, 305i −0, 167 + 0, 305i 0, 347 0, 285
7 4 −0, 0069 −0, 0737− 0, 214i −0, 0737 + 0, 214i 0, 226 0, 571
7 6 0, 00218 0, 116− 0, 207i 0, 116 + 0, 207i 0, 237 0, 857
8 4 −0, 0079 −0, 265− 0, 031i −0, 265 + 0, 031i 0, 266 0, 50
8 5 −0, 00403 0, 101− 0, 178i 0, 101 + 0, 178i 0, 204 0, 625
8 7 0, 00180 −0, 0466− 0, 229i −0, 0466 + 0, 229i 0, 233 0, 875
9 5 −0, 00734 −0, 124− 0, 201i −0, 124 + 0, 201i 0, 235 0, 555
9 8 0, 00134 −0, 205− 0, 118i −0, 205 + 0, 118i 0, 236 0, 888
10 5 −0, 0078 −0, 263− 0, 0407i −0, 263 + 0, 0407i 0, 266 0, 50
10 6 −0, 0055 −0, 0182− 0, 213i −0, 0182 + 0, 213i 0, 213 0, 60
11 7 −0, 00322 0, 141− 0, 147i 0, 141 + 0, 147i 0, 203 0, 636

Аналогичные теоремы доказаны и для непериодического случая.
Т е о р е м а 4. Пусть функция f(x) ∈ C6[a, b] и пусть |yk − f(xk)| ≤ Ch6+ε, ε ≥ 0.

Пусть выполнены предположения |y′0 − f ′(x0)| ≤ Ch5+ε, |y′′0 − f ′′(x0)| ≤ Ch4+ε, ε ≥ 0.
Пусть, кроме того, собственные числа матрицы U по модулю меньше единицы. Тогда
сплайн S5

m,M (x) с узлами на равномерной сетке имеет дефект 3 (т.е. S5
m,M (x) ∈ C2[a, b])

и для x ∈ [a, b] справедливы оценки:∣∣∣∣f (p) − dp

dxp
S5
m,M (x)

∣∣∣∣ ≤ Cph
6−p, (4.26)

p = 0, 1, 2, 3, 4, 5 для x 6= ξl; при p = 3, 4, 5 ϕ(p)(ξl) ≡ ϕ(p)(ξl + 0).

5. Фундаментальный S-сплайн .

Фундаментальный S-сплайн Bj(x) – это периодический или непериодический S-сплайн,
построенный по данным y = (y0, y1, . . . , yK) ∈ RK+1 и y′0 ∈ R, y′′0 ∈ R вида:
{yi = δij , i, j = 0, 1, . . . ,K}, δij – символ Кронекера. Легко видеть, что линейная ком-
бинация

S(x) =
K∑
j=0

yjBj(x)

является S-сплайном, приближающим данные {yi, i = 0, 1, . . . ,K}. Заметим, что непериоди-
ческие фундаментальные сплайны дополняются сплайнами с начальными условиями y′0, y′′0 ,
принимающими значения 0 или 1.
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