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Óñëîâèÿ "âòîðîãî ïîðÿäêà" â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì

Âñïîìíèì ñíà÷àëà îáû÷íóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ:
f(x) → min, ãäå f : IRn → IR − äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0. Ïóñòü â òî÷êå x0 âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
äëÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà: f ′(x0) = 0. Èç êóðñà àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü íåðàâåíñòâî f ′′(x0) > 0 (íåîòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåí-
íîñòü ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ), à äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü
íåðàâåíñòâî f ′′(x0) > 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ýòîé ìàòðèöû).

Îáà ýòèõ íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü çàïèñàíû òàêæå â âèäå îöåíêè ñíèçó âòîðîãî
äèôôåðåíöèàëà f :

d2f(x0) = (f ′′(x0) x̄, x̄) > c ||x̄||2 ∀ x̄ ∈ IRn, (1)

ãäå c = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ, à c > 0 äîñòàòî÷íîìó (ïîñëåäíåå
âûòåêàåò èç êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû â IRn. )

Ïðîâåðêà óêàçàííîé çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû d2f(x0) èëè ñî-
îòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû f ′′(x0) ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ñèëü-
âåñòðà èëè ïóòåì âû÷èñëåíèÿ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Êàêîâ àíàëîã ýòèõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

Ïóñòü x åñòü ýëåìåíò áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, à ôóíêöèÿ f ïî-ïðåæíåìó äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè x0. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ïîâòîðÿÿ ñòàíäàðòíîå
äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ), ÷òî çäåñü ïî-ïðåæíåìó íåðàâåíñòâî (1)
ïðè c = 0 áóäåò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì, à ïðè c > 0 äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëî-
êàëüíîãî ìèíèìóìà. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû ãîâîðèì, ÷òî
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (f ′′(x0) x̄, x̄) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. (Ïîêàæèòå, ÷òî ïðî-
ñòàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ýòîé ôîðìû íà âñåõ x̄ 6= 0 ìîæåò åùå íå îáåñïå÷èâàòü ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì!)

Ïîëó÷åííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îäíàêî, èìååò ñóùåñòâåííûé äåôåêò: îíî ìî-
æåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî X èçîìîðôíî ãèëüáåðòîâó
ïðîñòðàíñòâó, ò.å. â íåì ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó, ïîðîæäåííóþ ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì. (Äîêàæèòå ýòî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå!). Ýòî íàñ íå óñòðàèâàåò,
ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå çàäà÷ íà ýêñòðåìóì åñòåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî íå ãèëüáåð-
òîâî � íàïðèìåð, ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå
ñòàâÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L∞ . Äëÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà êâàäðàò íîðìû � ñëèøêîì
ãðóáàÿ âåëè÷èíà, ÷òîáû îöåíèâàòü åþ ñíèçó d2f(x0).
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Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé âîçíèêàåò èäåÿ î çàìåíå êâàäðàòà íîðìû ||x̄||2 íåêîòîðûì
áîëåå ñëàáûì (òîíêèì) êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì γ(x̄) òàê, ÷òîáû âñå-òàêè îöåí-
êà d2f(x0) > c γ(x̄) ïðè c > 0 îáåñïå÷èâàëà íàëè÷èå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûáîð òàêîãî ôóíêöèîíàëà γ(x̄) âîçìîæåí, è òîãäà
ñëåäóåò ãîâîðèòü íå îá óñëîâèÿõ "âòîðîãî ïîðÿäêà", à áîëåå òî÷íî � îá óñëîâèÿõ
äàííîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîðÿäêà γ. Èìåííî ýòà èäåÿ è áóäåò ñåé÷àñ ðåàëèçîâàíà.

Çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàâåíñòâà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè
íàëè÷èè ðàçëîæåíèé ñ êâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè ïîðÿäêà γ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

J = f(x) → min, g(x) = 0, (2)

ãäå X, Y − áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îòîáðàæåíèÿ f : X → IR (ôóíêöèîíàë çàäà÷è)
è g : X → Y (îïåðàòîð ðàâåíñòâà) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè O(x0) è ñòðîãî äèô-
ôåðåíöèðóåìû â x0 , ïðè÷åì g′(x0) äåéñòâóåò "íà", ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå Ëþñòåð-
íèêà. (Îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâà fi(x) 6 0 ìû ïîêà íå ðàññìàòðèâàåì, ÷òîáû
èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ óñëîæíåíèé.)

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå X çàäàíà åùå îäíà íîðìà ||x||a (îò
ñëîâà another), áîëåå ñëàáàÿ, ÷åì èñõîäíàÿ (ò.å. âûïîëíåíà îöåíêà ||x||a 6 const ||x||
äëÿ âñåõ x ∈ X ), à îòîáðàæåíèÿ f è g èìåþò ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â òî÷êå x0

(ìû çäåñü âûïèøåì åãî òîëüêî äëÿ îäíîãî îòîáðàæåíèÿ, à âòîðîå àíàëîãè÷íî):

g(x0 + x̄) = g(x0) + g′(x0)x̄ +
1
2

Qg(x̄, x̄) + rg(x̄), (3)

ãäå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Qg : X×X → Y îãðàíè÷åíî ñâåðõó îòíîñèòåëüíî íîâîé
íîðìû, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

||Qg(x′, x′′)|| 6 Cg ||x′||a ||x′′||a (4)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Cg (ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ||Qg(x̄, x̄)|| 6 const ||x̄||2a ),
à îñòàòî÷íûé ÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

||rg(x̄)|| = o (||x̄||2a) ïðè x̄ → 0. (5)

Ôóíêöèîíàë γ(x̄) = ||x̄||2a íàçîâåì êâàäðàòè÷íûì ïîðÿäêîì çàäà÷è (2).

Òàêèì îáðàçîì, ó îáîèõ îòîáðàæåíèé f, g êâàäðàòè÷íûå ÷àñòè ðàçëîæåíèé = O(γ(x̄)),
à îñòàòêè = o(γ(x̄)).

Ïóñòü äëÿ òî÷êè x0 âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà � ïðàâèëî
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ò.å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàí-
æà L(x) = f(x) + y∗g(x) ñòàöèîíàðíà â òî÷êå x0 : L′(x0) = f ′(x0) + y∗g′(x0) = 0.
(Êîýôôèöèåíò ïðè ôóíêöèîíàëå α0 = 1 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè g .)
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Îòñþäà è èç ðàçëîæåíèé (3) äëÿ f, g âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò
ðàçëîæåíèå

L(x0 + x̄) = L(x0) +
1
2

Ω(x̄) + rL(x̄), (6)

ãäå êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë Ω(x̄) = Qf (x̄, x̄) + y∗Qg(x̄, x̄) èãðàåò ðîëü d2L(x0), à
îñòàòîê rL(x̄) = o (γ(x̄)) ïðè x̄ → 0.

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïîðÿäêà γ ) .
à) Ïóñòü x0 − òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (2). Òîãäà

Ω(x̄) > 0 ∀ x̄ ∈ ker g′(x0). (7)

á) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî c > 0

Ω(x̄) > c γ(x̄) ∀ x̄ ∈ ker g′(x0). (8)

Òîãäà x0 − òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì f(x0) = 0. Îáîçíà÷èì K = ker g′(x0).
à) Âîçüìåì ëþáîé x̄ ∈ K. Â ñèëó (3)�(5) g(x0 + εx̄) = O(ε2) ïðè ε → 0 + .

Îòñþäà ïî òåîðåìå Ëþñòåðíèêà îá îöåíêå ðàññòîÿíèÿ íàéäåòñÿ ïîïðàâêà x̃ε ñ îöåí-
êîé ||x̃ε|| = O(ε2), òàêàÿ ÷òî òî÷êà xε = x0 + εx̄ + x̃ε óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ
ðàâåíñòâà g(xε) = 0.

Èç ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå x0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ ε > 0

L(xε) = (f + y∗g)(xε) = f(xε) > f(x0) = L(x0).

Ñîãëàñíî (6) L(xε)− L(x0) = 1
2 ε2 Ω(x̄) + o(ε2) > 0, îòêóäà Ω(x̄) > 0, ÷.ò.ä.

á) Äîïóñòèì, ÷òî ñòðîãîãî ìèíèìóìà â òî÷êå x0 íåò, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü δxn → 0, δxn 6= 0, òàêàÿ ÷òî

f(x0 + δxn) 6 0, g(x0 + δxn) = 0. (9)

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà (8) íàðóøàåòñÿ. Îáîçíà÷èì γn = γ(δxn).
Èç (9) è ðàçëîæåíèÿ (3) ïîëó÷àåì

g′(x0) δxn +
1
2

Qg(δxn, δxn) + rg(δxn) = 0,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (4), (5) ñëåäóåò, ÷òî g′(x0)δxn = O(γn). Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îò-
êðûòîì îòîáðàæåíèè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̃n ñ îöåíêîé ||x̃n|| = O(γn),
òàêàÿ ÷òî g′(x0)x̃n = −g′(x0)δxn . Òîãäà äëÿ x̄n = δxn + x̃n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
g′(x0)x̄n = 0, ò.å. x̄n ∈ K.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì γ(x̄n) = γn + o(γn) ∼ γn . (Ïîêàæèòå!)
Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî L(x0 + δxn) = f(x0 + δxn) + y∗g(x0 + δxn) 6 0.

Îòñþäà â ñèëó (6) L(x0 + δxn) = 1
2 Ω(δxn) + o(γn) 6 0, è ïîýòîìó Ω(δxn) 6 o(γn).
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Òîãäà äëÿ x̄n = δxn + x̃n ñ ó÷åòîì (4) èìååì

Ω(x̄n) = Ω(δxn) + 2QL(δxn, x̃n) + Ω(x̃n) 6 o(γn).

Ïðè áîëüøèõ n ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ x̄n ∈ K âûïîëíåíî Ω(x̄n) 6 c
2 γ(x̄n), ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò îöåíêå (8). 2

Èçëîæåííàÿ çäåñü ñõåìà ïîëó÷åíèÿ êâàäðàòè÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
äëÿ çàäà÷è (2) â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñõåìîé äâóõ íîðì ("two-norm
approach" â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå).

Çàäà÷à Ëàãðàíæà ñ êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ðàâåíñòâà

Ïðèìåíèì òåïåðü èçëîæåííóþ âûøå àáñòðàêòíóþ ñõåìó ê çàäà÷å Ëàãðàíæà ÊÂÈ:

J = ϕ(p) → min, η(p) = 0, ẋ = f(t, x, u). (10)

Çäåñü x ∈ IRn, u ∈ IRr, p = (x(0), x(T )) ∈ IR2n, ôóíêöèè ϕ, η ðàçìåðíîñòåé 1, m

îïðåäåëåíû íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå P ⊂ IR2n è äâàæäû ãëàäêèå íà íåì, ôóíêöèÿ
f îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Q ⊂ IR1+n+r è èìååò íà íåì ïðîèçâîäíûå
fx , fu , fxx , fxu , fuu , íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (t, x, u). Îòðåçîê
âðåìåíè ∆ = [0, T ] ôèêñèðîâàí.

Êàê è ðàíüøå, äîïóñòèìûé ïðîöåññ � ýòî ïàðà ôóíêöèé w = (x, u) ∈ W =
AC(∆) × L∞(∆), òàêàÿ ÷òî åå ãðàôèê (t, x(t), u(t)) ëåæèò "ñòðîãî âíóòðè" Q, âåê-
òîð êîíöîâ p = (x(0), x(T )) ∈ P, è ïðè ýòîì âûïîëíåíû îáà îãðàíè÷åíèÿ ðàâåíñòâà
çàäà÷è.

Ïóñòü äàí íåêîòîðûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ w0 = (x0, u0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
íåãî âûïîëíåíî óñëîâèå Ëþñòåðíèêà, ò.å. îãðàíè÷åíèÿ ðàâåíñòâà â òî÷êå w0 íåâû-
ðîæäåíû. Îïåðàòîð, çàäàþùèé ðàâåíñòâà, èìååò çäåñü âèä g : W → L1(∆)× IRm,

g(x, u) = ( ẋ− f(t, x, u), η(x(0), x(T )) ).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëàáîãî ìèíèìóìà äëÿ ïðîöåññà w0 (óðàâ-
íåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâà n− ìåðíàÿ ôóíê-
öèÿ ψ(t) è âåêòîð β ∈ IRm, òàêèå ÷òî

−ψ̇ = Hx(t, x0(t), u0(t)), Hu(t, x0(t), u0(t)) = 0,

ψ(0) = lx0(p
0), ψ(T ) = −lxT (p0),

ãäå H = ψ f(t, x, u), l(p) = ϕ(p) + βη(p). Ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû.
Íàñ èíòåðåñóåò, äîñòàâëÿåò ëè ïðîöåññ w0 ñëàáûé ìèíèìóì. (Êàê ìû çíàåì, â

çàäà÷å (10) îí ýêâèâàëåíòåí ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó îòíîñèòåëüíî íîðìû â W. )
Â êà÷åñòâå êâàäðàòè÷íîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è (10) âîçüìåì ôóíêöèîíàë

γ(w̄) = |x̄(0)|2 + |x̄(T )|2 +
∫ T

0
(|x̄|2 + |ū|2) dt,
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è ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèì ||w̄||a =
√

γ(w̄). ßñíî, ÷òî ýòà íîðìà ñëàáåå èñõîäíîé
íîðìû ||w̄|| = |x̄(0)|+ || ˙̄x||1 + ||ū||∞ ïðîñòðàíñòâà W.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãëàäêîñòè f, ϕ, η ôóíêöèîíàë J è îïåðàòîð
g, î÷åâèäíî, èìåþò òðåáóåìûå ðàçëîæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî-
ðÿäêà γ íà ïðîöåññå w0 (êàê è âîîáùå íà ëþáîì äîïóñòèìîì ïðîöåññå). Äëÿ J

è âòîðîé êîìïîíåíòû g ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê ýòî ïðîñòî äâàæäû ãëàäêèå ôóíê-
öèè êîíå÷íîìåðíîãî àðãóìåíòà p = (x(0), x(T )), à äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû g ýòî
ðàçëîæåíèå èìååò âèä (3), â êîòîðîì è êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü, è îñòàòîê âîçíèêàþò îò
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå (t, x0(t), u0(t)) :

Q(w̄, w̄)(t) = −(f ′′ww(t, w0(t)) w̄(t), w̄(t)) =

= −(f ′′xx x̄(t), x̄(t))− 2(f ′′ux x̄(t), ū(t))− (f ′′uu ū(t), ū(t))

(âñå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå (t, x0(t), u0(t)) ), à äëÿ îñòàòêà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| r(t, w̄(t))| 6 µ(|w̄(t)|) |w̄(t)|2,

ãäå µ åñòü ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ′′ww â íåêîòîðîé òðóáêå âîêðóã ïðîöåññà
w0. ßñíî, ÷òî

∫ T

0
|Q(w̄, w̄)(t)| dt 6 const

∫ T

0
(|x̄|2 + |ū|2) dt 6 const · γ(w̄),

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (4), à íîðìà îñòàòêà
â L1 èìååò îöåíêó

∫ T

0
|r(t, w̄(t))| dt 6 µ(||x̄||C + ||ū||∞) γ(w̄) = o (γ(w̄)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèÿ íàøåé àáñòðàêòíîé ñõåìû âûïîëíåíû.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çäåñü èìååò âèä

L(w) = l(p) +
∫ T

0
ψ (ẋ− f(t, x, u)) dt,

ãäå l = ϕ + βη, è òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü åå ðàçëîæåíèÿ (âòîðîé äèôôåðåíöèàë
èëè âòîðàÿ âàðèàöèÿ) åñòü

Ω(w̄) = (l′′pp p̄, p̄)−
∫ T

0

(
(H ′′

xx x̄(t), x̄(t)) + 2(H ′′
ux x̄(t), ū(t)) + (H ′′

uu ū(t), ū(t))
)

dt. (11)

Ïîäïðîñòðàíñòâî K = ker g′(w0) ñîñòîèò èç âñåõ w̄ = (x̄, ū), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâàì

˙̄x = fx x̄ + fu ū, ηx0 x̄(0) + ηxT x̄(T ) = 0. (12)

Òåîðåìà 1 â ýòîì ñëó÷àå äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 2.
à) Ïóñòü w0 − òî÷êà ñëàáîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (10). Òîãäà

Ω(w̄) > 0 ∀ w̄ ∈ K. (13)

á) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî c > 0

Ω(w̄) > c γ(w̄) ∀ w̄ ∈ K. (14)

Òîãäà w0 − òî÷êà ñòðîãîãî ñëàáîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (10).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïîðÿäêà γ äëÿ
ñëàáîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (2) � íåðàâåíñòâà (13) è (14). Èõ ïðîâåðêà ïðèâîäèò íàñ ê
âîïðîñó î çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà Ω(w̄) âèäà (11) íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâå K âèäà (12) îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ïîðÿäêà γ(w̄).
Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà â çà-
äà÷å (10) ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè çàêðåïëåí: x(T ) = x0

T , à íà ëåâîì êîíöå èìååòñÿ
îãðàíè÷åíèå ðàâåíñòâà η(x(0)) = 0. Â çàïèñè ïîäïðîñòðàíñòâà K ìû òîãäà èìååì
ðàâåíñòâà x̄(T ) = 0, η′(x0(0)) x̄(0) = 0. Óêàçàííûé âîïðîñ óäîáíî ðàññìîòðåòü â
îáùåé ïîñòàíîâêå, ê ÷åìó ìû ñåé÷àñ è ïåðåéäåì.

Çàäà÷à î çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

Èòàê, ìû ïðèøëè ê èçó÷åíèþ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà âèäà

Ω(ū) = (Sx̄(0), x̄(0)) +
∫ T

0
((Qx̄, x̄) + 2(Px̄, ū) + (Rū, ū)) dt, (16)

íà ïîäïðîñòðàíñòâå (îáîçíà÷èì åãî âðåìåííî) N ⊂ L∞(∆), ñîñòîÿùåì èç âñåõ ôóíê-
öèé ū(t), äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

˙̄x = Ax̄ + Bū, x̄(T ) = 0, (17)

óäîâëåòâîðÿåò ëåâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

C x̄(0) = 0. (18)

(Ìû ïåðåøëè ê íåçàâèñèìîìó ïåðåìåííîìó ū, òàê êàê x̄ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ū

â ñèëó (17).)
Çäåñü S − ñèììåòðè÷íàÿ n × n -ìàòðèöà, C − m × n -ìàòðèöà, ìàòðèöû

A, B, Q, P, R ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé èìåþò èçìåðèìûå îãðàíè÷åííûå êîýô-
ôèöèåíòû, èç íèõ Q, R ñèììåòðè÷íû. Êîíêðåòíàÿ ñâÿçü ýòèõ ìàòðèö ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèîíàëà (11, 12) íàì ñ ýòîãî ìîìåíòà óæå íå âàæíà.
Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó òåïåðü ìû âñå âðåìÿ áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ âàðèàöèÿìè x̄, ū,

äàëåå ÷åðòó íàä íèìè ïèñàòü íå áóäåì.
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Íàñ èíòåðåñóåò çíàêîîïðåäåëåííîñòü ôóíêöèîíàëà Ω(u) íà íà ïîäïðîñòðàíñòâå
N îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîãî ïîðÿäêà

γ(u) = |x(0)|2 +
∫ T

0
(|x|2 + |u|2) dt,

ò.å. âûÿñíåíèå òîãî, áóäåò ëè âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Ω(u) > c γ(u) ∀u ∈ N (19)

ïðè c = 0 èëè íåêîòîðîì c > 0.

Ïåðâîå ÷òî ìû çàìåòèì, ýòî òî, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (17) ||x||C 6 const ||u||1 ,

îòêóäà
|x(0)|2 +

∫ T

0
|x|2 dt 6 const

∫ T

0
|u|2 dt,

è ïîýòîìó γ(u) ìîæíî çàìåíèòü íà
∫ T
0 |u|2 dt (ò.å. âûáðîñèòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà èç

γ(u) ), ïðè ýòîì êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð îöåíêè (19) íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
âìåñòî íåðàâåíñòâà (19) ìû áóäåì èçó÷àòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

Ω(u) > c ||u||22 ∀u ∈ N. (20)

Äàëåå îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî L∞(∆) âñþ-
äó ïëîòíî â L2(∆) îòíîñèòåëüíî íîðìû ïîñëåäíåãî, à ôóíêöèîíàë Ω íåïðåðûâåí
îòíîñèòåëüíî íîðìû ||u||2 (Ïî÷åìó?) Ñïðàâà â (20) ñòîèò êâàäðàò ýòîé íîðìû. Ïî-
ýòîìó åñòåñòâåííî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü íåðàâåíñòâî (20) íå â ïðîñòðàíñòâå L∞(∆),
à â ïðîñòðàíñòâå L2(∆) − ýòî åãî åñòåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Íàäî ëèøü
ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî N ⊂ L∞(∆) áóäåò òàêæå âñþäó ïëîòíî â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïîäïðîñòðàíñòâå K ⊂ L2(∆). Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà î ïëîòíîñòè. Ïóñòü â ëîêàëüíî âûïóêëîì òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå H èìååòñÿ âñþäó ïëîòíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå D è ïîäïðîñòðàí-
ñòâî K, çàäàííîå ðàâåíñòâàìè (ai, u) = 0, i = 1, . . . ,m, ãäå ai ∈ H∗. Òîãäà K ∩D

ïëîòíî â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñîîáðàæåíèÿì èíäóêöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
m = 1. Òàêèì îáðàçîì, K = {u ∈ H : (a, u) = 0}, a 6= 0. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó
u0 ∈ K è ëþáóþ åå îêðåñòíîñòü O(u0), êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü âûïóêëîé. Íàì
íàäî íàéòè û ∈ O(u0), òàêóþ ÷òî û ∈ K ∩D. Òàê êàê D âñþäó ïëîòíî, â íåïóñòîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå {u : (a, u) > 0} ∩ O(u0) íàéäåòñÿ òî÷êà u1 ∈ D, à â íåïóñòîì
îòêðûòîì ìíîæåñòâå {u : (a, u) < 0} ∩ O(u0) íàéäåòñÿ òî÷êà u2 ∈ D. Òàê êàê
O(u0) âûïóêëî, à D åñòü ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, âåñü îòðåçîê [u1, u2] ñîäåðæèòñÿ
â O(u0)∩D, è ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîé åãî ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êè û áóäåò âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (a, û) = 0, ò.å. ïîëó÷àåì û ∈ O(u0) ∩D è îäíîâðåìåííî û ∈ K, ÷.ò.ä. 2

Ó íàñ H = L2(∆), D = L∞(∆), ïîäïðîñòðàíñòâî K ñîñòîèò èç âñåõ u ∈
L2(∆), äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) óäîâëåòâîðÿåò m− ìåðíîìó ðàâåíñòâó

7



(18). Ñîãëàñíî äîêàçàííîé ëåììå, ìíîæåñòâî N, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé u ∈ L∞(∆),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, âñþäó ïëîòíî â K.

Ïîäïðîñòðàíñòâî K áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü êàê KT , åñëè íàäî óêàçàòü îòðåçîê
∆ = [0, T ], íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè x(t), u(t).

Èòàê, â ïðîñòðàíñòâå L2[0, T ] èìååòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî KT , çàäàííîå ðàâåíñòâà-
ìè (17, 18), è íàñ èíòåðåñóåò âûïîëíåíèå îöåíêè

Ω(u) > c ||u||22 ∀u ∈ KT (21)

ïðè c = 0 èëè íåêîòîðîì c > 0.

Ïåðâîå íåòðèâèàëüíîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ (21) êàñàåòñÿ ìàòðèöû R(t) ïðè
êâàäðàòå óïðàâëåíèÿ â Ω è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 3 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå Ëåæàíäðà). Ïóñòü Ω > 0 íà K.

Òîãäà R(t) > 0 äëÿ ï.â. t ∈ ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì çäåñü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà R(t) íåïðåðûâíà.
Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ IRr è òî÷êà t0 ∈ ∆, òàêèå ÷òî (R(t∗) v, v) < 0.

Óìíîæàÿ v íà íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñ÷èòàåì, ÷òî (R(t∗) v, v) = −2.

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(t∗) áóäåò (R(t) v, v) 6 −1. Äëÿ êàæäîãî äîñòà-
òî÷íî ìàëîãî ε > 0 âîçüìåì íåêîòîðûé îòðåçîê ∆ε äëèíû ε, ëåæàùèé öåëèêîì â
óêàçàííîé îêðåñòíîñòè O(t∗).

Ïóñòü uε = v íà ∆ε è 0 âíå ∆ε , à xε åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå (17).
Òîãäà ∫

∆
(R(t) uε , uε) dt =

∫

∆
(R(t) v, v) dt 6 −ε.

Îöåíèì îñòàëüíûå ÷ëåíû â Ω(uε). Òàê êàê

||xε||C 6 const
∫ T

0
|uε| dt 6 O(ε) ïðè ε → 0,

òî âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû ïî ìîäóëþ 6 O(ε2), è ïîýòîìó Ω(uε) 6 O(ε2) − ε < 0 ïðè
ìàëûõ ε > 0. Îäíàêî ìû åùå íå ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èÿ ñ íåîòðèöàòåëüíîñòüþ Ω
íà K, òàê êàê ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî Cxε(0) = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò íàðóøàòüñÿ ëèøü íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà |xε(0)| = O(ε), è
ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå Áàíàõà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè, ñóùåñòâóåò ũε ∈ L2(∆)
ñ îöåíêîé ||ũε||2 6 O(ε), äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå (17) äàåò òî æå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå:
x̃ε(0) = xε(0). Òîãäà äëÿ óïðàâëåíèÿ u′ε = uε − ũε ïîëó÷èì x′ε = xε − x̃ε ñ
ðàâåíñòâîì Cx′ε(0) = 0, ò.å. u′ε ∈ K.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Ω(u′ε) = Ω(uε) + o(ε). Ïðîâåðèì çäåñü ëèøü îñíîâíîé,
ëåæàíäðîâûé ÷ëåí:

∫

∆
(R (uε − ũε), (uε − ũε)) dt =

∫

∆
(R uε , uε) dt− 2

∫

∆
(R uε , ũε) dt +

∫

∆
(R ũε , ũε) dt.

Ïðåäïîñëåäíèé ÷ëåí îöåíèâàåòñÿ òàê:
∫

∆
|(R uε , ũε)| dt 6 const ||uε||2 ||ũε||2 6 const

√
ε ·O(ε) = O(ε3/2),
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à ïîñëåäíèé ÷ëåí 6 const ||ũε||22 = O(ε2). Òàêèì îáðàçîì, u′ε ∈ K è ïðè ýòîì
Ω(u′ε) = Ω(uε) + o(ε) 6 O(ε2)− ε + o(ε) < 0, ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà R(t) íåïðåðûâíà, òåîðåìà äîêàçàíà. Îáùèé
ñëó÷àé, êîãäà R(t) èçìåðèìà, îòëè÷àåòñÿ ëèøü íåáîëüøèìè òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè,
êîòîðûå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. (Â êà÷åñòâå t∗ íàäî áðàòü òî÷êè àïïðîêñèìàòèâíîé
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè R(t), êîòîðûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû íà äàííîì
îòðåçêå.) 2

Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíî (21), òî R(t) > cE äëÿ ï.â. t ∈ ∆.

Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèîíàë Ω̃(u) = Ω(u) − ∫ T
0 c (u, u) dt > 0 íà K, à ïî

òåîðåìå 3 åãî ëåæàíäðîâûé êîýôôèöèåíò R̃(t) = R(t)− cE > 0 äëÿ ï.â. t ∈ ∆. 2

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå çíàêîîïðåäåëåííîñòè Ω áóäåì ïðîâîäèòü â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà:

∃ a > 0 òàêîå, ÷òî R(t) > a E äëÿ ï.â. t ∈ ∆. (22)

Êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, áåç ýòîãî óñëîâèÿ Ω íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûì íà K. (Íåîòðèöàòåëüíûì îí áûòü ìîæåò, íî áåç óñèëåííîãî óñëîâèÿ Ëå-
æàíäðà ïðîâåðêà íåîòðèöàòåëüíîñòè Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü ñëîæíóþ çàäà÷ó,
äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû.)

Òåîðåìà 4 (Ëåæàíäð). Ïóñòü âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà.
Òîãäà ∃ ε > 0 òàêîå, ÷òî ∀T 6 ε ôóíêöèîíàë Ω ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí íà âñåì
L2[0, T ], è â ÷àñòíîñòè, íà KT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî
∫
∆(R u, u) dt > a||u||22 . Îöåíèì îñòàëü-

íûå ÷ëåíû â Ω(u). Òàê êàê

||x||C 6 const
∫ T

0
1 · |u| dt 6 const ||1||2 · ||u||2 6 const

√
T · ||u||2 ,

òî âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû â Ω(u) ïî ìîäóëþ 6 b T · ||u||22 ïðè íåêîòîðîì b, è òîãäà
ïðè ìàëûõ T > 0 èìååì Ω(u) > (−bT + a) · ||u||22 > a

2 ||u||22 , ÷.ò.ä. 2

Èòàê, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ T ôóíêöèîíàë Ω ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí íà KT .

×òî áóäåò ïðè áîëüøèõ T ? Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî Ω ìîæåò èìåòü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð 1.

Ω(u) = −x2(0) +
∫ T

0
u2 dt, ẋ = u, x(T ) = 0.

Ïîëîæèâ u(t) = 1, ïîëó÷àåì x(t) = t−T, x(0) = −T, ïîýòîìó Ω(u) = −T 2 +T < 0
ïðè T > 1.

Òàêèì îáðàçîì, óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà îáåñïå÷èâàåò ïîëîæèòåëüíóþ îïðå-
äåëåííîñòü ôóíêöèîíàëà Ω íà KT òîëüêî ïðè ìàëûõ T > 0, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
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îáåñïå÷èâàåò åãî ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ïðè áîëüøèõ T. Êàê íàéòè ìíîæå-
ñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ T ?

Íèæåñëåäóþùàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé ïðåäëîæåíà àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Õå-
ñòåíñîì â 1930-õ ãîäàõ. ×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îöåíèòü åå åñòåñòâåí-
íîñòü, êðàñîòó è îáùíîñòü.

Òåîðèÿ ñîïðÿæåííûõ òî÷åê

Îñíîâíàÿ èäåÿ çäåñü ñëåäóþùàÿ. Áóäåì èçìåíÿòü T, ò.å. áóäåì äâèãàòü ïðàâûé
êîíåö îòðåçêà [0, T ]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè T ïîäïðîñòðàíñòâî KT ðàñøè-
ðÿåòñÿ (â íåñòðîãîì ñìûñëå), ò.å. åñëè T < T ′, òî KT ⊂ K ′

T , èáî ëþáóþ ôóíêöèþ
u ∈ KT ⊂ L2[0, T ] ìîæíî, ïðîäîëæèâ íóëåì íà [T, T ′], ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò
L2[0, T ′], ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå "íîâîå" ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (17) (ñ óñëîâè-
åì x(T ′) = 0) áóäåò, î÷åâèäíî, ðàâíÿòüñÿ íóëþ íà [T, T ′] è ñîâïàäàòü ñî "ñòàðûì"
ðåøåíèåì íà [0, T ]; â ÷àñòíîñòè, ïî-ïðåæíåìó áóäåò Cx(0) = 0, è ñëåäîâàòåëüíî,
u ∈ K ′

T . Ïîñêîëüêó "íîâàÿ" ïàðà x(t), u(t) ðàâíà íóëþ íà [T, T ′], çíà÷åíèå Ω
íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Ω íà KT ñîäåðæèòñÿ â ìíîæå-
ñòâå çíà÷åíèé Ω íà K ′

T . Åñëè ñðåäè çíà÷åíèé Ω íà KT áûëè îòðèöàòåëüíûå, òî
îíè ñîõðàíÿòñÿ ïðè ëþáîì T ′ > T, ò.å. ïðè âîçðàñòàíèè T çíàêîîïðåäåëåííîñòü
ôóíêöèîíàëà Ω íà KT íå ìîæåò óëó÷øèòüñÿ, à ìîæåò òîëüêî óõóäøèòüñÿ. Ýòà ìî-
íîòîííîñòü "çíàêà" Ω ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ôàêòîì, íà êîòîðîì áóäåò ñòðîèòüñÿ âñÿ
äàëüíåéøàÿ òåîðèÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû ó íàñ íå áûëî óñëîâèÿ x(T ) = 0, òàêèå ðàññóæäåíèÿ óæå
íå ïðîøëè áû, òàê êàê íà äîïîëíèòåëüíîì îòðåçêå [T, T ′] ïàðà x(t), u(t) íå áûëà áû
íóëåâîé, ïîýòîìó çíà÷åíèå Ω ìîãëî áû èçìåíèòüñÿ, è ìû áû íå ïîëó÷èëè ìîíîòîí-
íîñòè "çíàêà" Ω. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ íèæåñëåäóþùàÿ ñõåìà íóæäàëàñü áû â äîâîëüíî
ãðîìîçäêîé ìîäèôèêàöèè (÷òîáû âñå-òàêè âîññòàíîâèòü óòðà÷åííóþ ìîíîòîííîñòü!),
êîòîðóþ ìû çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì, ÷òîáû âòîðîñòåïåííûå òåõíè÷åñêèå êîíñòðóêöèè
íå îòâëåêàëè íàñ îò ñóùåñòâà äåëà.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà âûïîëíåíî íà ëþáîì îò-
ðåçêå [0, T ], ò.å. ÷òî ∀T > 0 ∃ a(T ) > 0, òàêîå ÷òî

R(t) > a(T )E äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ]. (22a)

Ïîëîæèì T0 = sup { T : Ω ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí íà KT }.
Ïî òåîðåìå 4 T0 > 0 (è íå èñêëþ÷åí ñëó÷àé T0 = +∞ ).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Ω > 0 íà KT0 . (Çäåñü íàäî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî⋃
T<T0

KT ïëîòíî â KT0 , êîòîðûé âûòåêàåò èç ëåììû î ïëîòíîñòè.).
Îêàçûâàåòñÿ, ïðè âûïîëíåíèè óñèëåííîãî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà ñóùåñòâóåò íåíóëå-

âîé ýëåìåíò û ∈ KT0 , äëÿ êîòîðîãî Ω(û) = 0. Ýòîò ôàêò ìû íàçîâåì ïðîõîæäåíèåì
ôóíêöèîíàëà Ω ÷åðåç íîëü. Äëÿ åãî óñòàíîâëåíèÿ óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
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Ïóñòü â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàí êâàäðàòè÷íûé ôóíê-
öèîíàë Ω(u) = (Gu, u), ãäå G : H → H − ñèììåòðè÷íûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð. Òàêîé (êàê è ëþáîé äðóãîé) ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïîëóíåïðåðûâ-
íûì ñíèçó, åñëè èç un

ñë.−→ u0 âûòåêàåò lim Ω(un) > Ω(u0).

Îïðåäåëåíèå (Õåñòåíñ). Ôóíêöèîíàë Ω íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì, åñëè îí
ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó, è èç un

ñë.−→ u0 , Ω(un) → Ω(u0) âûòåêàåò un =⇒ u0

(ñõîäèìîñòü ïî íîðìå).

Óïðàæíåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî â îáîèõ ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü u0 = 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü ëåæàíäðîâûé ôóíêöèîíàë Ω ïîëîæèòåëåí íà çàìêíóòîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå K ⊂ H (ò.å. Ω(u) > 0 äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ u ∈ K). Òîãäà îí ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåí íà K (ò.å. âûïîëíåíà îöåíêà (21) ñ íåêîòîðûì c > 0 ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íåò, ò.å. ∃un ∈ K,

äëÿ êîòîðûõ Ω(un) 6 o(||un||2). Ñ÷èòàÿ â ñèëó îäíîðîäíîñòè, ÷òî ||un|| = 1, èìååì
Ω(un) 6 o(1), è òîãäà Ω(un) → 0. Ïîñêîëüêó åäèíè÷íûé øàð â H åñòü ñëàáûé
êîìïàêò, ñ÷èòàåì, ÷òî un

ñë.−→ u0 , ãäå ||u0|| 6 1. Òàê êàê K âûïóêëî è çàìêíóòî,
òî îíî è ñëàáî çàìêíóòî, ïîýòîìó u0 ∈ K. Èç ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè Ω íà K

ïîëó÷àåì Ω(u0) 6 0, íî òàê êàê < 0 áûòü íå ìîæåò, Ω(u0) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
un

ñë.−→ 0 è Ω(un) → 0. Îòñþäà â ñèëó ëåæàíäðîâîñòè un =⇒ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ðàâåíñòâó ||un|| = 1. 2

Èòàê, äëÿ ëåæàíäðîâîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ïîëîæèòåëüíîñòü è ïîëî-
æèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü � ýòî îäíî è òî æå.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà Ω âèäà (16) (êîíöåâîé ïëþñ èíòåãðàëüíûé) èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùàÿ

Òåîðåìà 5.
à) Ω ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó íà K ⇐⇒ âûïîëíåíî óñëîâèå Ëåæàíäðà.
á) Ω ëåæàíäðîâ íà K ⇐⇒ âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèé ⇐= äîâîëüíî ïðîñòîå; çäåñü íàäî èñïîëüçîâàòü
òîò ôàêò (ñàì ïî ñåáå èíòåðåñíûé, äîêàæèòå!), ÷òî èç un

ñë.−→ u0 ñëåäóåò, ÷òî xn ⇒ x0

(ðàâíîìåðíî). Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèé =⇒ íàäî ïðîâîäèòü îò ïðîòèâíîãî àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà. Ìû îñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòå-
ëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé. 2

Óñòàíîâèì åùå îäíî ñâîéñòâî ëåæàíäðîâîãî ôóíêöèîíàëà âèäà (16). Íàïîìíèì,
÷òî ñîãëàñíî (22a) îí ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâûì íà KT ïðè ëþáîì T > 0.

Ëåììà 2. Ïóñòü ëåæàíäðîâûé ôóíêöèîíàë Ω ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí íà KT .

Òîãäà ∃T ′ > T, òàêîå ÷òî Ω ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è íà KT ′ (ò.å. ïîëîæèòåëüíàÿ
îïðåäåëåííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ íà ÷óòü á�îëüøåì îòðåçêå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáóþ ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tn → T + 0.

Äîïóñòèì, ÷òî ∀n íà ïîäïðîñòðàíñòâå KTn ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè (à çíà-
÷èò è ïîëîæèòåëüíîñòè) íåò, ò.å. ∃un ∈ KTn , ||un|| = 1, äëÿ êîòîðîé Ω(un) 6 0.
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Òàê êàê âñå un ∈ KT1 , à åäèíè÷íûé øàð â L2[0, T1] åñòü ñëàáûé êîìïàêò, ñ÷èòàåì,
÷òî un

ñë.−→ u0 ∈ L2[0, T1], ãäå ||u0|| 6 1. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî m ïðè n > m

èìååì un ∈ L2[0, Tm], ïîýòîìó u0 ∈ L2[0, Tm] (â ñèëó ñëàáîé çàìêíóòîñòè L2[0, Tm]
â L2[0, T1]), à òîãäà u0 ∈

⋂
m L2[0, Tm] = L2[0, T ]. Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâî KT1

ñëàáî çàìêíóòî, òî u0 ∈ KT1 , è ïîýòîìó u0 ∈ L2[0, T ]
⋂

KT1 = KT .

Èç ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè Ω ïîëó÷àåì Ω(u0) 6 limΩ(un) 6 0, íî òàê êàê íà
KT ïî óñëîâèþ Ω ïîëîæèòåëåí, òî u0 = 0, Ω(u0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, un
ñë.−→ 0 è Ω(un) → 0. Îòñþäà â ñèëó ëåæàíäðîâîñòè un =⇒ 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ||un|| = 1. 2

Èç ýòîé ëåììû è îïðåäåëåíèÿ T0 âûòåêàåò, ÷òî Ω íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì
íà KT0 , ò.å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ û ∈ KT0 , íà êîòîðîé Ω(û) = 0. Ïîñêîëüêó Ω > 0
íà KT0 , äàííàÿ û äîñòàâëÿåò ìèíèìóì Ω íà âñåì KT0 , è ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ìèíèìóìà � óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè T < T0 íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåíóëåâîé û ∈ KT , óäîâëåòâî-
ðÿþùåé óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ Ω íà KT . Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
ïðîñòîãî ôàêòà.

Ëåììà 3. Ïóñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H òî÷êà u0 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèî-
íàðíîé äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Ω(u) = (Qu, u) íà ïîäïðîñòðàíñòâå K, ò.å.
óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ìèíèìóìà â çàäà÷å Ω(u) → min, u ∈ K.

Òîãäà Ω(u0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèîíàë Ω äèôôåðåíöèðóåì ïî ëþáîìó íàïðàâ-
ëåíèþ, à K åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî, ñòàöèîíàðíîñòü u0 îçíà÷àåò, ÷òî ∀ ū ∈ K âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî Ω′(u0) ū = 0. Âîçüìåì ū = u0 . Òàê êàê Ω′(u0) u0 = 2Ω(u0)
(ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ îäíîðîäíûõ ôóíêöèîíàëîâ), òî Ω(u0) = 0. (Ìîæíî ïðîñòî
ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ϕ(t) = Ω(t u0) = t2 Ω(u0), äëÿ êîòîðîé òî÷êà t0 = 1 ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíîé.) 2

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè áû ïðè íåêîòîðîì T < T0 ñóùåñòâîâàëî íåíó-
ëåâîå ðåøåíèå u0 óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ Ω íà KT , òî ìû áû èìåëè
Ω(u0) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè Ω íà KT ïðè âñåõ T < T0 .

Òàêèì îáðàçîì, T0 åñòü ïåðâàÿ òî÷êà ñðåäè âñåõ T > 0, äëÿ êîòîðûõ óðàâíå-
íèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ Ω íà KT èìååò íåíóëåâîå (ò.å. íåòðèâèàëüíîå) ðåøåíèå
(òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u ≡ 0 èìååòñÿ âñåãäà). Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé
(èíîãäà ôîêàëüíîé) ñ òî÷êîé T = 0. ×òî æå ìû ïîëó÷èëè? Âñïîìíèì, ÷òî îïðå-
äåëåíèå T0 èìåëî "äåñêðèïòèâíûé" õàðàêòåð, íå äàþùèé ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà åå
íàõîæäåíèÿ, à òåïåðü ìû ïðèøëè ê òîìó, ÷òî îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïóòåì ðåøåíèÿ
êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ!

Ïðåæäå ÷åì âûïèñàòü ýòî óðàâíåíèå, ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå, ñâÿçàííîå ñ ëè-
íåéíîé ñèñòåìîé

ẋ = A(t) x + B(t) u. (23)
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Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà (23) íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìîé íà îòðåçêå [0, T ], åñëè
äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a0, aT ∈ IRn íàéäåòñÿ u ∈ L2[0, T ], äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (23) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = a0 èìååò êîíöåâîå çíà÷åíèå x(T ) = aT .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáûå äâå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà IRn ìîæíî ñîåäèíèòü ðåøåíèåì
ñèñòåìû (23) ñ íåêîòîðûì óïðàâëåíèåì u(t). (Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè
ìîæíî ïîëîæèòü ëèáî a0 = 0, ëèáî aT = 0.)

Èìååòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (23).

Ëåììà 4. Ñèñòåìà (23) íåóïðàâëÿåìà íà îòðåçêå [0, T ] ⇐⇒ ñóùåñòâóåò íåíó-
ëåâàÿ ëèïøèöåâàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(t), äëÿ êîòîðîé îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû äâà
ðàâåíñòâà (åñëè ñ÷èòàòü ψ âåêòîð-ñòðîêîé):

ψ̇ = −ψA, ψ B = 0 ï.â. íà [0, T ]. (24)

èëè (åñëè ñ÷èòàòü ψ âåêòîð-ñòîëáöîì):

ψ̇ = −A∗ψ, B∗ψ = 0 ï.â. íà [0, T ]. (24′)

(Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòà íåîäíîçíà÷íîñòü â ïðåäñòàâëåíèè ψ íå âûçîâåò íåäîðàçóìå-
íèé.)

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐=) Ïóñòü òàêîå ψ 6= 0 åñòü. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (23) (ψ x)¦ = −ψAx + ψ(Ax + Bu) = 0, ïîýòîìó ψ(0) x(0) = ψ(T ) x(T ).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè x(0) = 0, òî ψ(T ) x(T ) = 0, ò.å. êîíöåâîé âåêòîð x(T )
âñåãäà ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì íåíóëåâîìó âåêòîðó ψ(T ), à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óïðàâëÿåìîñòè íåò.

(=⇒) Ïóñòü íåò óïðàâëÿåìîñòè, ò.å. ìíîæåñòâî ïðàâûõ êîíöîâ L = {x(T )} âñå-
âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (23) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0 íå ñîâïàäàåò ñî
âñåì ïðîñòðàíñòâîì IRn. Òîãäà L − ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, è ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé âåêòîð ξ ⊥ L. Ïóñòü ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ψ(t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ψ̇ = −ψA ñ êîíå÷íûì óñëîâèåì ψ(T ) = ξ (òàêàÿ ψ çàâåäîìî ñóùåñòâóåò). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (23) (ψ x)¦ = ψBu, ïîýòîìó

ψ(T ) x(T )− ψ(0)x(0) =
∫ T

0
ψBu dt.

Åñëè x(0) = 0, òî x(T ) ∈ L, ïîýòîìó ψ(T ) = ξ ⊥ x(T ), è òîãäà
∫ T
0 ψBudt = 0.

Òàê êàê ýòî âûïîëíåíî ∀u ∈ L2[0, T ], òî ψ(t)B(t) = 0 ï.â. íà [0, T ], ò.å. ψ(t) åñòü
íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (24). 2

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âûïèñûâàíèÿ ñèñòåìû (24) íåò íàäîáíîñòè ñîñòàâëÿòü ìàòðè-
öû A, B, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå (23), ÷òî áûâàåò äîâîëüíî íåóäîáíî ïðè áîëü-
øèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Ãîðàçäî ïðîùå ñîñòàâèòü "óêîðî÷åííóþ" ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà
H = ψ(Ax+Bu) è íàïèñàòü óðàâíåíèÿ −ψ̇ = Hx , Hu = 0. Ýòî è åñòü ñèñòåìà (24).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàøà ñèñòåìà (23) óïðàâëÿåìà íà îòðåçêå [0, T ]
ïðè ëþáîì T > 0. Âûïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå

13



ìèíèìóìà) äëÿ Ω íà KT . Äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà îíî íàçûâàåòñÿ òàêæå
óðàâíåíèåì Ýéëåðà�ßêîáè.

Ïóñòü cj åñòü ñòðîêè ìàòðèöû C, ò.å. îãðàíè÷åíèå (18) â ëåâîì êîíöå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå cj x(0) = 0, j = 1, . . . ,m. Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì,
÷òî âåêòîðû cj ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè u ∈ L2[0, T ] è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî x ∈ AC[0, T ] îçíà÷àåò, ÷òî ∃α > 0, β ∈ IRm è ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ
ψ(t) (êîòîðóþ çäåñü óäîáíåå ñ÷èòàòü âåêòîð-ñòîëáöîì), òàêèå ÷òî α + |β| > 0 (íàáîð
íåòðèâèàëåí), è äëÿ ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà

H = ψ(Ax + Bu)− α

2
((Qx, x) + 2(Px, u) + (Ru, u))

è êîíöåâîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà

l(x0) =
α

2
(Sx(0), x(0)) +

∑
βj (cj , x(0))

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà:

−ψ̇ = Hx = A∗ψ − α(Qx + P ∗u), (25)

Hu = B∗ψ − α(Px + Ru) = 0, (26)

ψ(0) = lx(0) = αSx(0) +
∑

βj cj . (27)

Ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (23) çäåñü âñåãäà α > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α = 0, òî (25) è (26) ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà (24′), êîòîðûì
ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ëèøü ψ(t) ≡ 0. Òîãäà (27) äàåò

∑
βj cj = 0, îòêóäà â ñèëó

ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ cj âûòåêàåò, ÷òî âñå βj = 0, è òîãäà íàðóøåíî
óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè. (Ôàêòè÷åñêè çäåñü ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè óïðàâëÿåìîñòè
ñèñòåìû (23) è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ cj îãðàíè÷åíèÿ ðàâåíñòâà (17, 18)
íåâûðîæäåíû.)

Èòàê, α > 0, ïîýòîìó ïîëàãàåì α = 1, è òîãäà (25)�(27) ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåí-
ñòâà

−ψ̇ = A∗ψ −Qx− P ∗u, (28)

B∗ψ − Px−Ru = 0, (29)

ψ(0) = Sx(0) +
∑

βj cj . (30)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàâåíñòâî Cx(0) = 0 çàäàåò ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ IRn, òî óñëîâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè (30) ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê: ψ(0)− Sx(0) ⊥ M.

Çàìåòèì, ÷òî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà ïîçâîëÿåò âûðàçèòü èç ðàâåíñòâà (29)
óïðàâëåíèå u ÷åðåç x è ψ : u = R−1(B∗ψ − Px). Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå
â (23) è (28), ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
2n− ìåðíîãî ïåðåìåííîãî (x, ψ) âèäà

ẋ = A(t) x + B(t) ψ, ψ̇ = C(t)x +D(t) ψ, (31)
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ñ íåêîòîðûìè èçìåðèìûìè îãðàíè÷åííûìè ìàòðèöàìè A, B, C, D.

Íà ïðàâîì êîíöå èìåþòñÿ n óñëîâèé: x(T ) = 0, à ψ(T ) ñâîáîäíî; íà ëåâîì òàêæå
åñòü n óñëîâèé: x(0) ∈ M (m óñëîâèé) è ψ(0) − Sx(0) ⊥ M (n −m óñëîâèé).
Èòîãî 2n êðàåâûõ óñëîâèé.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êè T0 íàñ èíòåðåñóåò íåíóëåâîå
u ∈ L2[0, T ], óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì (17), (18), (28)�(30). Âî ÷òî ïðåâðàùà-
åòñÿ íåòðèâèàëüíîñòü u ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå (31) îòíîñèòåëüíî x, ψ ?

Ëåììà 5. Íåòðèâèàëüíîñòü ôóíêöèè u(t) ýêâèâàëåíòíà íåòðèâèàëüíîñòè ïàðû
ôóíêöèé (x(t), ψ(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u(t) ≡ 0, òî â ñèëó (17) x(t) ≡ 0, òîãäà (28), (29)
ïðåâðàùàþòñÿ â (24′), îòêóäà â ñèëó óïðàâëÿåìîñòè ψ(t) ≡ 0, ÷.ò.ä.

Îáðàòíî: åñëè x(t) ≡ ψ(t) ≡ 0, òî â ñèëó (29) u(t) ≡ 0. 2

Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ T0 íàì íàäî èñêàòü íåíóëåâóþ ïàðó ôóíêöèé (x(t), ψ(t)),
óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîðîäíîé ñèñòåìå (31), óñëîâèÿì íà ëåâîì êîíöå

x(0) ∈ M, ψ(0)− Sx(0) ⊥ M, (32)

è óñëîâèþ x(T ) = 0 íà ïðàâîì êîíöå.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü 2n− ìåðíûå âåêòîð-

ñòîëáöû (fi, gi), ãäå fi ∈ IRn, gi ∈ IRn, i = 1, . . . , n, îáðàçóþò áàçèñ â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå M × M⊥ ⊂ IR2n. Èç âåêòîð-ñòîëáöîâ fi ñîñòàâèì n × n− ìàòðèöó F,

à èç âåêòîð-ñòîëáöîâ gi ñîñòàâèì n × n− ìàòðèöó G. Äëÿ ëþáîãî i ïàðà ôóíê-
öèé (xi(t), ψi(t)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå (31) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì xi(0) = fi ,

ψi(0) − Sxi(0) = gi , áóäåò íåíóëåâîé, è ýòè ïàðû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
ðåøåíèé ñèñòåìû (31) ñ óñëîâèÿìè (32) íà ëåâîì êîíöå. Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ òàêèõ ïàð òàêæå áóäåò íåíóëåâîé, è íàì îñòàåòñÿ ëèøü íàéòè òàêóþ
êîìáèíàöèþ, ó êîòîðîé x(T ) = 0. Äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü ìàòðè÷íûå ðåøåíèÿ
X(t), Ψ(t) ñèñòåìû (31) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè X(0) = F, Ψ(0) − SX(0) = G, è
èñêàòü ïåðâóþ òî÷êó T, â êîòîðîé

det X(T ) = 0 . (33)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êè T0 . Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ
îá îïðåäåëåíèè òî÷íîé ãðàíèöû, äî êîòîðîé ïðîñòèðàåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåí-
íîñòü Ω, ïîëíîñòüþ ðàçðåøåí.

Ïóñòü òåïåðü T0 íàéäåíà. ×òî áóäåò ïðè T > T0 ? Áóäåò ëè ñðàçó Ω èìåòü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà KT , èëè êàêîå-òî âðåìÿ ïðîäåðæèòñÿ Ω > 0 ?

Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíî è òî, è äðóãîå. Äëÿ óïðîùåíèÿ ñèòóàöèè ïðèìåì çäåñü
åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó (23) âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè
îíà óïðàâëÿåìà íà ëþáîì îòðåçêå [T ′, T ], 0 6 T ′ < T (à íå òîëüêî ïðè T ′ = 0 ).

Ëåììà 6. Ïóñòü ñèñòåìà (23) âïîëíå óïðàâëÿåìà. Òîãäà ∀T > T0 íàéäåòñÿ
u ∈ KT , äëÿ êîòîðîé Ω(u) < 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü û 6= 0 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ý�Ë äëÿ Ω íà KT0 .

Êàê ìû çíàåì, Ω(û) = 0. Âîçüìåì ëþáîå T > T0 è ïðîäîëæèì û(t) è ñîîòâåò-
ñòâóþùèé x̂(t) íóëåì íà [T0, T ]. Òîãäà û ∈ KT , è ïî-ïðåæíåìó Ω(û) = 0. Ìû
óòâåðæäàåì, ÷òî íà îòðåçêå [0, T ] ôóíêöèÿ û óæå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Ý�Ë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óðàâíåíèå Ý�Ë âûïîëíåíî c íåêîòîðîé ôóíêöèåé ψ(t), òî
â ñèëó (28), (29) íà îòðåçêå [T0, T ] ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (24), èç êîòîðûõ â ñèëó
óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (23) íà ýòîì îòðåçêå ñëåäóåò, ÷òî íà íåì ψ(t) = 0, è â ÷àñò-
íîñòè, ψ(T0) = 0. Íî òàê êàê ïî óñëîâèþ x̂(T0) = 0 è ïàðà x̂, ψ óäîâëåòâîðÿåò íà
[0, T0] îäíîðîäíîé ñèñòåìå (31), òî x̂(t) = 0, ψ(t) = 0 íà âñåì îòðåçêå [0, T0], à òîãäà
è û(t) = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, û íå óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ìèíè-
ìóìà äëÿ Ω íà KT , è ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà. Ïîñêîëüêó
Ω(û) = 0, íàéäåòñÿ u ∈ KT , äëÿ êîòîðîé Ω(u) < 0. 2

Èòàê, äëÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïîëîæåíèå ñîïðÿæåííîé òî÷êè T0

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò "çíàê" ôóíêöèîíàëà Ω íà ïîäïðîñòðàíñòâå KT :

åñëè T < T0 , òî Ω ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí íà KT ,

åñëè T = T0 , òî Ω > 0 íà KT , è ∃ û ∈ KT : û 6= 0, Ω(û) = 0,
à åñëè T > T0 , òî ∃u ∈ KT : Ω(u) < 0.

Ïîêàæåì, ÷òî â çàäà÷àõ ÊÂÈ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü âñåãäà åñòü. Äëÿ ïðîñòåéøåé
çàäà÷è ÊÂÈ ñèñòåìà (23) èìååò âèä ẋ = u. Óïðàâëÿåìîñòü ýòîé ñèñòåìû (äàæå äëÿ
ñëó÷àÿ x ∈ IRn) î÷åâèäíà. Ìîæíî ïðîâåðèòü è êðèòåðèé èç ëåììû 4. Çäåñü ñèñòåìà
(24) ψ̇ = 0, ψ = 0 óæå ñàìà ñîäåðæèò ðàâåíñòâî ψ = 0.

Äëÿ çàäà÷ ÊÂÈ ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè ñèñòåìà (23) èìååò âèä

ẋ1 = x2 , ẋ2 = x3 , . . . . . ẋk−1 = xk , ẋk = u.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà óïðàâëÿåìîñòè íà ëþáîì îòðåçêå íå ñîâñåì î÷åâèäíà.
Ïðîâåðèì êðèòåðèé èç ëåììû 4. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì "óêîðî÷åííóþ" ôóíêöèþ
H = ψ1x2 + ψ2x3 + . . . + ψk−1xk + ψku, è òîãäà ñèñòåìà (24) èìååò âèä

−ψ̇1 = 0, −ψ̇2 = ψ1 , −ψ̇3 = ψ2 , . . . . , −ψ̇k = ψk−1 , Hu = ψk = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ψk = 0, äâèãàÿñü ïî öåïî÷êå âëåâî, ïîëó÷àåì ψk−1 =
0, ψk−2 = 0, . . . , ψ2 = 0, ψ1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ ïðèìåíèìà ïî êðàéíåé ìåðå êî âñåì
çàäà÷àì ÊÂÈ.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé òåìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Â ïðèìåðå 1 (ñì. âûøå) èìååì H = ψu − 1
2 u2, l = −1

2 x2(0), ïîýòîìó ψ̇ = 0,
ψ − u = 0, îòêóäà u = ψ = const , è òàê êàê ìû èùåì íåíóëåâîå ðåøåíèå, ñ÷èòàåì
u(t) = 1, x(t) = t − T (ñ ó÷åòîì êîíöåâîãî óñëîâèÿ x(T ) = 0), è òîãäà óñëîâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè ψ(0) = −x(0) äàåò 1 = T. Íàèìåíüøåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
åñòü T0 = 1.
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Ïðèìåð 2 (ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð).

Ω =
∫ T

0
(−x2 + u2) dt, ẋ = u, x(0) = x(T ) = 0.

Çäåñü óðàâíåíèå Ý�Ë åñòü ψ̇ = −x, ψ − u = 0, îòêóäà ẍ = −x. Íåíóëåâîå ðåøå-
íèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(0) = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
åñòü x(t) = sin t, è ïåðâàÿ òî÷êà T, â êîòîðîé âûïîëíåíî ïðàâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå
sinT = 0 åñòü T0 = π .

Ïðèìåð 2'. Òîò æå ïðèìåð, íî ñî ñâîáîäíûì ëåâûì êîíöîì x(0). Çäåñü ïî-
ïðåæíåìó ẍ = −x, íî íà ëåâîì êîíöå èìååòñÿ óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ψ(0) = 0,
ò.å. ẋ(0) = 0, ÷òî äàåò x(t) = cos t. Ïåðâàÿ òî÷êà T, â êîòîðîé âûïîëíåíî ïðàâîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå cosT = 0 åñòü T0 = π/2 .

Ïðèìåð 3.

Ω = s x2(0) +
∫ T

0
(−x2 + u2) dt, ẋ = u, x(T ) = 0.

Çäåñü îïÿòü ẍ = −x, è ñ ó÷åòîì ïðàâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì x(t) =
sin(t− T ). Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè (30) äàåò ẋ(0) = s x(0), ò.å. cosT = −s sinT,

èëè − ctg T = s. (Èçîáðàçèòå ýòî íà ãðàôèêå.)
Åñëè s = 0, òî íàèìåíüøåå T = π/2 (êàê è íàéäåíî ðàíåå â ïðèìåðå 2′) .

Åñëè s > 0, òî T0 > π/2 (÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî s > 0 óëó÷øàåò ïîëîæèòåëü-
íîñòü Ω), è ïðè s → +∞ ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà T0 → π − 0.

Åñëè æå s < 0, òî T0 < π/2 (÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî s < 0 óõóäøàåò ïîëîæè-
òåëüíîñòü Ω), è ïðè s → −∞ ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà T0 → 0 + .

Ïðèìåð 4.

Ω =
∫ T

0
(−x2 + u2) dt, ẍ = u, x(0) = ẋ(0) = x(T ) = ẋ(T ) = 0.

Çäåñü äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìû äîëæíû íàïèñàòü

ẋ = y, ẏ = u, x(0) = y(0) = x(T ) = y(T ) = 0.

Òîãäà H = ψx y + ψy u − 1
2 (−x2 + u2), ïîýòîìó −ψ̇x = x, −ψ̇y = ψx , ψy − u = 0,

îòêóäà x(4) = x, è çíà÷èò

x(t) = a cos t + b sin t + A ch t + B sh t,

ẋ(t) = −a sin t + b cos t + A sh t + B ch t.

Èç óñëîâèé x(0) = ẋ(0) = 0 ïîëó÷àåì a + A = 0, b + B = 0, ïîýòîìó

x(t) = a(cos t− ch t) + b(sin t− sh t),

ẋ(t) = −a(sin t + sh t) + b(cos t− ch t).
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Íåòðèâèàëüíîñòü ôóíêöèè u(t) ñ ó÷åòîì êîíöåâûõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíà íåòðèâè-
àëüíîñòè ôóíêöèè x(t), êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà íåòðèâèàëüíîñòè ïàðû (a, b).
Ïðè êàêèõ T ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ïàðà (a, b), äëÿ êîòîðîé x(T ) = 0 è ẋ(T ) = 0 ?
Ýòè äâà ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî (a, b), ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ:

(cosT − chT )2 + (sinT − shT )(sinT + sh T ) = 0,

÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ cosT chT = 1, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, cosT = 1/chT .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè T 6 π/2 è òåì áîëåå ïðè π/2 6 T 6 3π/2 ëåâàÿ ÷àñòü
çäåñü ìåíüøå ïðàâîé, ïîýòîìó áëèæàéøåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ T0 ∈ (3π/2, 2π).

Ïðèìåð 5.

Ω =
∫ T

0
(−x2 + u2) dt, ẋ = u, x(0) = x(T ) = 0,

∫ T

0
x dt = 0.

Çäåñü äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìû äîëæíû íàïèñàòü

ẋ = y, ẏ = x, x(0) = y(0) = x(T ) = y(T ) = 0.

Ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà, ïîýòîìó ïîëàãàåì α0 = 1. Òîãäà H = ψx u + ψy x −
1
2 (−x2 + u2), ïîýòîìó −ψ̇x = x + ψy , −ψ̇y = 0, îòêóäà ψy = const = β, à ψx = ψ

óäîâëåòîâîðÿåò óðàâíåíèþ ψ̇ = −(x + β), ò.å. (x + β)¦ ¦ = −(x + β). Îòñþäà

x + β = a sin t + b cos t.

Èç óñëîâèÿ x(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî β = b, ò.å. x(t) = a sin t + b(cos t− 1).

Óñëîâèå
∫ T

0
x dt = 0 îçíà÷àåò

a (cosT − 1) − b (sinT − T ) = 0, (35)

à êîíöåâîå óñëîâèå x(T ) = 0 äàåò ðàâåíñòâî

a sinT + b (cosT − 1) = 0. (36)

Ôóíêöèÿ x(t) íåíóëåâàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåíóëåâîé áóäåò ïàðà (a, b).
Ðàâåíñòâà (35)�(36) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî a, b, ïîýòîìó îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ðàâåí 0:

(cosT − 1)2 + sinT (sinT − T ) = 0.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì: T sinT = 2 (1− cosT ), è äàëåå,

sin
T

2
cos

T

2
= 2 sin2 T

2
.
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Åñëè sinT/2 = 0, òî ïîëó÷àåì T = 2π. Åñëè æå sinT/2 6= 0, òî ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó ctg T/2 = 2/T , êîòîðîå íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè T < 3π, èáî tg x > x,

ò.å. ctg x < 1/x ïðè 0 < x < 3π/2 , òàê ÷òî ìèíèìàëüíûé êîðåíü T0 = 2π.

Ïðèìåð 6. x ∈ IR2, u ∈ IR2,

Ω =
∫ T

0
(2P (x, u) + (u, u)) dt, ẋ = u, x(0) = x(T ) = 0,

ãäå P åñòü (êîñîñèììåòðè÷íàÿ) ìàòðèöà ïîâîðîòà íà 90◦.

Çäåñü H = ψu− (Px, u)− 1
2 (u, u), ïîýòîìó −ψ̇ = Pu, ψ − Px− u = 0.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ψ = −P (x + 2c), à èç âòîðîãî u = ψ − Px =
−2P (x + c). Òàêèì îáðàçîì, (x + c)¦ = −2P (x + c). Ýòî åñòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå c è óãëîâîé ñêîðîñòüþ 2, ïîýòîìó ïåðâûé ìîìåíò,
êîãäà x(0) = x(T ), åñòü T0 = π. Ýòî è áóäåò ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà.

(Ðàâåíñòâî x(0) = 0 äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì ðàäèóñà îêðóæíîñòè, ðàâíîãî |c|.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � ãîäèòñÿ
ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0.)

Ïðèìåð 7. x ∈ IR2, u ∈ IR2,

Ω =
∫ T

0
(−x2

1 + u2
1 + u2

2) dt, ẋ = u, x(T ) = 0, x1(0) + kx2(0) = 0.

Çäåñü H = ψ1 u1 + ψ2 u2 − 1
2 (−x2

1 + u2
1 + u2

2), l = β(x1(0) + kx2(0)), ïîýòîìó

−ψ̇1 = x1 , −ψ̇2 = 0 , ψ1 − u1 = 0, ψ2 − u2 = 0.

Îòñþäà ẍ1 = −x1 , ẍ2 = 0, ò.å. x1 = a cos t + b sin t, x2 = ct + d. Óñëîâèÿ òðàíñ-
âåðñàëüíîñòè ψ1(0) = β, ψ2(0) = kβ äàþò ẋ2(0) = k ẋ1(0). Îòñþäà è èç ëåâîãî
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ x1(0)+kx2(0) = 0 ïîëó÷àåì c = kb, a+kd = 0, è òàêèì îáðàçîì
(â ñëó÷àå k 6= 0 ),

x1 = a cos t + b sin t, x2 = b (kt)− a/k .

Ìû èùåì òàêîå T, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåíóëåâàÿ ïàðà (a, b), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿ-
ëèñü áû êîíöåâûå ðàâåíñòâà x1(T ) = 0, x2(T ) = 0. Ýòî îïÿòü ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ:
kT cosT + k−1 sinT = 0, ò.å.

− ctg T =
1

k2 T
.

Î÷åâèäíî, ïåðâîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ T0(k) ∈ (π/2, π). Ïðè èçìåíåíèè k îò
íóëÿ äî +∞ òî÷êà T0(k) ìîíîòîííî óáûâàåò îò π äî π/2 , ò.å. |k| ðàáîòàåò íà
óõóäøåíèå ïîëîæèòåëüíîñòè Ω. (Êàê óâèäåòü ýòî çàðàíåå?)
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