
Ëåêöèÿ 1. Ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è

ïè-òåîðåìà.

Êàê èçâåñòíî, çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû èçìåðå-
íèÿ (íàïðèìåð, çíà÷åíèå äëèíû â êèëîìåòðàõ íå ðàâíî çíà÷åíèþ äëèíû â ìåòðàõ).
Ïóñòü S1, S2 � äâå ñèñòåìû èçìåðåíèÿ, a � ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà êàæäîìó
çíà÷åíèþ a1 âåëè÷èíû a â ñèñòåìå S1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå a2 âåëè÷èíû a â ñè-
ñòåìå S2, ïðè÷åì åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðÿìîå è îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå
áûëè íåïðåðûâíû. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ áîëåå óçêèì êëàññîì ñèñòåì
èçìåðåíèÿ. À èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû è òàêèå ñèñòåìû
èçìåðåíèÿ, ÷òî ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíî (íà-
ïðèìåð, èçìåðåíèå äëèíû â êèëîìåòðàõ, ìåòðàõ èëè ñàíòèìåòðàõ). Áîëåå òî÷íî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè a � ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ
S1 è S2 íàéäåòñÿ λ = λ1→2(a) > 0 ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè a1 � çíà÷åíèå a â
ñèñòåìå S1, a2 � çíà÷åíèå a â ñèñòåìå S2, òî a2 = λa1 (λ íå çàâèñèò îò a1).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè îäíèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî íàáîðà äðóãèõ. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ïðèìåðû èç øêîëüíîé ôèçèêè. Ïóñòü
â ñèñòåìå èçìåðåíèÿ S1 ðàññòîÿíèå L èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, âðåìÿ T � â ñåêóíäàõ,
ìàññà M � â ãðàììàõ, à â ñèñòåìå S2 ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ â êèëîìåòðàõ, âðåìÿ �
â ìèíóòàõ, ìàññà � â êèëîãðàììàõ. Òîãäà λ1→2(L) = λ1→2(M) = 1

1000
, λ1→2(T ) =

1
60
.

Ñêîðîñòü v â ïåðâîé ñèñòåìå èçìåðÿåòñÿ â ì/ñ, â S2 � â êì/ìèí; ýíåðãèÿ E â S1

èçìåðÿåòñÿ â ã · ì2/ñ2, âî âòîðîé � â êã · êì2/ìèí2. Åñëè â ïåðâîé ñèñòåìå ñêîðîñòü
ðàâíà 1ì/ñ, à ýíåðãèÿ � 1 ã ·ì2/ñ2, òî âî âòîðîé ñèñòåìå ñêîðîñòü ðàâíà 60

1000
êì/ìèí,

à ýíåðãèÿ � 602

1000·10002 êã · êì
2/ìèí2. Òåì ñàìûì,

λ1→2(v) =
λ1→2(L)

λ1→2(T )
, λ1→2(E) =

λ1→2(M)λ1→2(L)
2

λ1→2(T )2
.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ñêîðîñòü è ýíåðãèÿ èìåþò ðàçìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî ðàññòî-
ÿíèÿ, âðåìåíè è ìàññû âèäà

[v] =
[L]

[T ]
, [E] =

[M ] · [L]2

[T ]2

(ýòî ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü, êîòîðàÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ó÷åáíèêàõ ôèçèêè).
Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè.
Ïóñòü p1, . . . , pn � íàáîð ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, íàçûâàåìûõ îñíîâíûìè. Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ξ1, . . . , ξn > 0 íàéäåòñÿ ñèñòåìà èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé
çíà÷åíèå pj ðàâíî ξj, j = 1, . . . , n. Ïóñòü f : (0, ∞)n → (0, ∞) � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ. Ñêàæåì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà a èìååò ðàçìåðíîñòü âèäà

[a] = f([p1], . . . , [pn]), (1)

åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ S1 è S2 (êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûìè
âåëè÷èíàìè) âûïîëíåíî

λ = f(λ1, . . . , λn), (2)
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ãäå λ = λ1→2(a), λj = λ1→2(pj), j = 1, n. (Ôîðìóëà (1) � ýòî îáîçíà÷åíèå, à íå
äåéñòâèå ôóíêöèè f íà íàáîð ÷èñåë).

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü òîëüêî ñòåïåííûì îäíî÷ëåíîì, ò.å. íàéäóò-
ñÿ òàêèå α1, . . . , αn ∈ R, ÷òî

[a] = [p1]
α1 . . . [pn]

αn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè ñèñòåìû èçìåðåíèÿ: 0, 1 è 2. Òîãäà λ0→2(a) =
λ0→1(a)λ1→2(a), λ0→2(pj) = λ0→1(pj)λ1→2(pj), j = 1, n. Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè
ñëåäóåò, ÷òî

f(λ0→1(p1)λ1→2(p1), . . . , λ0→1(pn)λ1→2(pn)) = f(λ0→2(p1), . . . , λ0→2(pn)) =

= λ0→2(a) = λ0→1(a)λ1→2(a) = f(λ0→1(p1), . . . , λ0→1(pn))f(λ1→2(p1), . . . , λ1→2(pn)).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ñèñòåì èçìåðåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ x1, . . . , xn, y1, . . . , yn âûïîëíåíî

f(x1y1, . . . , xnyn) = f(x1, . . . , xn)f(y1, . . . , yn).

Ïîëîæèì
φ(s1, . . . , sn) = ln f(es1 , . . . , esn), s1, . . . , sn ∈ R.

Òîãäà

φ(s1 + t1, . . . , sn + tn) = φ(s1, . . . , sn) + φ(t1, . . . , tn), s1, . . . , sn, t1, . . . , tn ∈ R.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ ëèíåéíà. Â ñàìîì äåëå, íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ R âûïîëíåíî φ(λs) = λφ(s), s ∈ Rn. Èç àääèòèâíîñòè
âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. φ(0) = 0,

2. φ(−s) = −φ(s),

3. φ(ms) = mφ(s), m ∈ N,

4. φ(qs) = qφ(s), q ∈ Q.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè φ ïîëó÷àåì, ÷òî φ(λs) = λφ(s) äëÿ âñåõ λ ∈ R.
Òåì ñàìûì, íàéäóòñÿ òàêèå α1, . . . , αn ∈ R, ÷òî

φ(s1, . . . , sn) = α1s1 + · · ·+ αnsn.

Çíà÷èò,

f(x1, . . . , xn) = exp

(
n∑

j=1

αj ln xj

)
= xα1

1 . . . xαn
n .

Åñëè [a] = 1, òî âåëè÷èíà a íàçûâàåòñÿ áåçðàçìåðíîé.
Ïóñòü ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû a1, . . . , an èìåþò ðàçìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî îñíîâ-

íûõ âåëè÷èí p1, . . . , pm. Ïî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå,

[aj] = [p1]
βj1 . . . [pm]

βjm , j = 1,m.
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Ñêàæåì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû âåëè÷èí a1, . . . , an çàâèñèìû (íåçàâèñèìû), åñëè
ñèñòåìà âåêòîðîâ (βj1, . . . , βjm) ∈ Rm, j = 1, n, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé (ñîîò-
âåòñòâåííî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé). Çàìåòèì, ÷òî åñëè a1, . . . , an íåçàâèñèìû, òî äëÿ
ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ c1, . . . , cn íàéäåòñÿ ñèñòåìà èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé aj ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå cj, 1 6 j 6 n. Â ñàìîì äåëå, ïðîëîãàðèôìèðîâàâ (2) äëÿ êàæäîãî aj,
ïîëó÷àåì, ÷òî

lnλ1→2(aj) =
m∑
k=1

βjk lnλ1→2(pk), 1 6 j 6 n.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ (βj1, . . . , βjm), äëÿ ëþáûõ µ1, . . . , µn ∈ R

ìîæíî ïîäîáðàòü σ1, . . . , σm ∈ R òàê, ÷òîáû µj =
m∑
k=1

βjkσk, 1 6 j 6 n. Îòñþäà

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.
Ïè-òåîðåìà.

Ïóñòü a1, . . . , an, a � íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü
îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí p1, . . . , pm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
a è a1, . . . , an ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

a = f(a1, . . . , an), (3)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî
ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ðàâåíñòâó ìåæäó áåçðàçìåðíûìè ôèçè÷åñêè-
ìè âåëè÷èíàìè, ïðè ýòîì èõ ÷èñëî ìåíüøå, ÷åì â (3).

Ïóñòü a1, . . . , ak � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäñèñòåìà âåëè÷èí ñ íåçàâèñèìûìè ðàçìåðíî-
ñòÿìè â {a, a1, . . . , an}. Òîãäà

[al] = [a1]
βl1 . . . [ak]

βlk , l = k + 1, . . . , n, [a] = [a1]
β1 . . . [ak]

βk (4)

äëÿ íåêîòîðûõ βl1, . . . , βlk, β1, . . . , βk. Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû

Πl =
al

aβl1
1 . . . aβlk

k

, l = k + 1, . . . , n, Π =
a

aβ1

1 . . . aβk

k

. (5)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî (3), (4), à âåëè÷èíû Πl è Π îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì
(5). Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ F : (0, ∞)n−k → (0, ∞) òàêàÿ, ÷òî (3) ýêâèâàëåíòíî
ðàâåíñòâó

Π = F (Πk+1, . . . , Πn) . (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (5) â (3), ïîëó÷àåì

Π = a−β1

1 . . . a−βk

k f
(
a1, . . . , ak, a

βk+1,1

1 . . . a
βk+1,k

k Πk+1, . . . , a
βn,1

1 . . . a
βn,k

k Πn

)
,

ò.å.
Π = F0(a1, . . . , ak, Πk+1, . . . , Πn).

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ F0 îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî F0 íå
çàâèñèò îò a1, . . . , ak, è òîãäà ïîëó÷èì (6). Âûáåðåì ñèñòåìó èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé
aj = 1, j = 1, . . . , k (îíà ñóùåñòâóåò, òàê êàê a1, . . . , ak íåçàâèñèìû) è ïóñòü ξj �
çíà÷åíèÿ Πj (1 6 j 6 n), ξ � çíà÷åíèå Π â ýòîé ñèñòåìå. Òîãäà

ξ = F0(1, . . . , 1, ξk+1, . . . , ξn).

Ïóñòü c1, . . . , ck � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéäåòñÿ ñèñòåìà
èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ aj ðàâíû cj. Òàê êàê Π, Πk+1, . . . , Πn ÿâëÿþòñÿ áåçðàç-
ìåðíûìè è F0 íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû èçìåðåíèÿ, òî ξ = F0(c1, . . . , ck, ξk+1, . . . , ξn).
Çíà÷èò, F0(c1, . . . , ck, ξk+1, . . . , ξn) = F0(1, . . . , 1, ξk+1, . . . , ξn).
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Ïè-òåîðåìó óäîáíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïîäáîðà ôîðìóë. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâà ïðî-
ñòûõ ïðèìåðà èç ìåõàíèêè.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü òåëî ìàññû m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íà ïðóæèíå ñ êîýôôèöè-
åíòîì æåñòêîñòè k. Êàê èçâåñòíî, ïåðèîä åãî êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû x0.
Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè. Â ñàìîì
äåëå, ïåðèîä êîëåáàíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî m, k è x0, ò.å. T = f(m, k, x0).

Âåëè÷èíû m, k è x0 íåçàâèñèìû, [k] = [m]/[T 2]. Ïîëàãàåì T
√

k
m
â ñîîòâåòñòâèè ñ (5).

Ïðèìåíÿÿ ïè-òåîðåìó, ïîëó÷àåì,÷òî T
√

k
m

= const.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê äëèíû l ñ ãðóçîì ìàññû m â ïîñòîÿííîì ãðà-
âèòàöèîííîì ïîëå ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ïóñòü x0 � àìïëèòóäà, T �
ïåðèîä êîëåáàíèé. Òîãäà T = f(l, m, g, x0). Ñèñòåìà l, m, g ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íîé íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìîé è [T ] = [l]1/2

[g]1/2
. Ïîëàãàåì Π =

T
√
g√
l
, Π4 = x0

l
. Ïðèìåíÿÿ

ïè-òåîðåìó, ïîëó÷àåì T =
√

l
g
φ
(
x0

l

)
(ò.å. T íå çàâèñèò îò ìàññû ãðóçà).

Ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè áûâàåò ïîëåçíî ïðèìåíÿòü è äëÿ ïîäáîðà ñïåöèàëüíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèìåð 3. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂a

∂t
= ν

∂2a

∂x2
, a|t=0 = δ(x). (7)

Çäåñü t ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì, x � êîîðäèíàòîé.
×òîáû ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ èìåëè îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü, íóæ-

íî, ÷òîáû [ν] = [x]2

[t]
. Èç âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìîæíî ïîíÿòü, êàêóþ ðàçìåðíîñòü

äîëæíà èìåòü âåëè÷èíà a:1 âçÿâ áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó ξ = x/L, ãäå L � ôèêñèðî-
âàííîå çíà÷åíèå äëèíû, ïîëó÷àåì, ÷òî a|t=0 = δ(Lξ) = 1

L
δ(ξ), ò.å. [a] = 1

[L]
. Ðàâåíñòâî

δ(Lξ) = 1
L
δ(ξ) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîáíîé ôóíêöèè φ èìååì∫

R

φ(ξ)δ(Lξ) dξ =
1

L

∫
R

φ(ξ)δ(Lξ) dLξ =
1

L

∫
R

φ(x/L)δ(x) dx =
1

L
φ(0) =

1

L

∫
R

φ(ξ)δ(ξ) dξ.

Èòàê, íàì íóæíî íàéòè çàâèñèìîñòü âèäà a = f(t, x, ν). Çäåñü x, t � ìàêñèìàëü-
íàÿ íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà. Ïîëàãàåì Π3 = νt

x2 , Π = ax. Ïðèìåíÿÿ ïè-òåîðåìó,
ïîëó÷àåì, ÷òî ax = F

(
νt
x2

)
. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ óäîáíåå âçÿòü ïîäñòàíîâêó

a = 1√
νt
ψ
(

x2

νt

)
(÷òîáû âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x èìåëà áîëåå ïðîñòîé âèä). Ïîä-

ñòàâëÿåì ýòî â (7), îáîçíà÷àåì z = x2

νt
è ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå

−1

2
ψ(z)− zψ′(z) = 4zψ′′(z) + 2ψ′(z),

òî åñòü
(
z d
dz

+ 1
2

) (
4 d
dz

+ 1
)
ψ(z) = 0. Îäíî èç ðåøåíèé èìååò âèä ψ(z) = Ce−z/4,

îòêóäà a(t, x) = C√
νt
e−x2/4νt. Êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ: åñëè

h ∈ C∞
0 (R), òî

h(0) = C lim
t→0

1√
νt

∫
R

h(x)e−
x2

4νt dx = C lim
t→0

∫
R

h(
√
νtz)e−z2/4 dz = Ch(0)

∫
R

e−z2/4 dz,

ò.å. C = 1
2
√
π
.

1Ýòè ðàññóæäåíèÿ èìåþò ôèçè÷åñêèé óðîâåíü ñòðîãîñòè, îäíàêî íàì ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ïîäîáðàòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.
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