
Ëåêöèÿ 5-6. Òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà.

1 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è èõ ñâîéñòâà.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îáëàñòü. Äëÿ 1 < p <∞ ïðîñòðàíñòâîì ÑîáîëåâàW 1
p (Ω) íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ôóíêöèé {
f ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣ ∂f∂xj ∈ Lp(Ω), j = 1, d

}
,

ãäå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå. Íîðìà íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

∥f∥W 1
p (Ω) = ∥f∥Lp(Ω) + ∥∇f∥Lp(Ω) = ∥f∥Lp(Ω) +

 d∑
j=1

∫
Ω

|fxj
(x)|p dx

1/p

.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ñêàæåì, ÷òî f ∈ C∞(Ω), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f̃ ∈ C∞(Rd) òàêàÿ, ÷òî f = f̃ |Ω;
f ∈ C∞(Ω), åñëè f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà (îòêðûòîì) ìíîæåñòâå Ω.

Îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂Ω
íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x) è äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò òàêèå, ÷òî U(x) ∩ ∂Ω â
ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ãðàôèêà ëèïøèöåâîé ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, òî ìíîæåñòâî C∞(Ω) ïëîòíî
â W 1

p (Ω). Åñëè Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, òî ìíîæåñòâî

C∞(Ω) ïëîòíî â W 1
p (Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé áóäåò ïðèâåäåíî â Äîïîëíåíèè (ïåðâîå èç íèõ
ïðîñòîå; âòîðîå áóäåò äîêàçàíî â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ îáëàñòåé, çâåçäíûõ îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîãî øàðà1).

Ïðîñòðàíñòâîì W̊ 1
p (Ω) íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå â W 1

p (Ω) ìíîæåñòâà C
∞
0 (Ω) áåñêî-

íå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà [1, 2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd îãðàíè÷åíà.

1. åñëè p > d, òî W̊ 1
p (Ω) ⊂ C(Ω) è ñóùåñòâóåò òàêîå M =M(p, d, Ω), ÷òî

∥f∥C(Ω) 6M∥∇f∥Lp(Ω), f ∈ W̊ 1
p (Ω).

Ïðè ýòîì, îïåðàòîð âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì;

1Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ñ ïîìîùüþ ãëàäêîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû.
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2. åñëè p 6 d, 1 6 q <∞ è 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0, òî W̊ 1

p (Ω) ⊂ Lq(Ω) è ñóùåñòâóåò òàêîå

M =M(p, q, d, Ω), ÷òî

∥f∥Lq(Ω) 6M∥∇f∥Lp(Ω), f ∈ W̊ 1
p (Ω).

Ïðè ýòîì, îïåðàòîð âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ýòà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåì âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà: åñëè îá-

ëàñòü Ω îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî M̃(p, d, Ω) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
f ∈ W̊ 1

p (Ω) âûïîëíåíî

∥f∥Lp(Ω) 6 M̃(p, d, Ω)∥∇f∥Lp(Ω). (1.1)

Ïîýòîìó íà ïðîñòðàíñòâå W̊ 1
p (Ω) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó

∥f∥W̊ 1
p (Ω) = ∥∇f∥Lp(Ω).

Ïîäðîáíåå î ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà íàïèñàíî, íàïðèìåð, â [1], [3]. Â ÷àñòíîñòè,
òàì äîêàçàíû ðàçëè÷íûå óñèëåíèÿ è îáîáùåíèÿ òåîðåì âëîæåíèÿ.

2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà.

Ëåììà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, l > 0,

Tf(x) =

∫
Ω

|x− y|l−df(y) dy, x ∈ Ω.

1. Åñëè l
d
> 1

p
, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Ω) âûïîëíåíî Tf ∈ C(Ω) è îïåðàòîð

T : Lp(Ω) → C(Ω) îãðàíè÷åí.

2. Åñëè 1 6 q < ∞, l
d
+ 1

q
− 1

p
> 0, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Ω) âûïîëíåíî

Tf ∈ Lq(Ω) è îïåðàòîð T : Lp(Ω) → Lq(Ω) îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðîäîëæåíà íóëåì âíå Ω.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R äèàìåòð ìíîæåñòâà Ω. Èç óñëîâèÿ f(y) ̸= 0 ñëåäóåò, ÷òî y ∈ Ω,
ïîýòîìó åñëè x ∈ Ω, òî |x− y| 6 R.

Ïóñòü f ∈ C∞
0 (Ω). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Tf íåïðåðûâíà. Â ñàìîì äåëå,

Tf(x) =

∫
Rd

|x− y|l−df(y) dy =

∫
Rd

|z|l−df(x− z) dz =

∫
BR(0)

|z|l−df(x− z) dz,

|Tf(x)− Tf(x0)| 6
∫

BR(0)

|z|l−d|f(x− z)− f(x0 − z)| dz 6

6 c(d) sup
|z|6R

|f(x− z)− f(x0 − z)|
R∫

0

rl−1 dr →
x→x0

0

â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f . Çäåñü c(d) � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷è-
íà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò d, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.
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Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ Ω ∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

|x− y|l−df(y) dy

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

Ω

|x− y|p′(l−d) dy

1/p′

∥f∥Lp(Ω) 6

6

 ∫
BR(0)

|z|p′(l−d) dz


1/p′

∥f∥Lp(Ω) 6 c(d)1/p
′

 R∫
0

rp
′(l−d)+d−1 dr

1/p′

∥f∥Lp(Ω).

Íåðàâåíñòâî l
d
> 1

p
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó p′(l − d) + d > 0, òàê ÷òî èíòåãðàë â

ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

p < q. Â ñàìîì äåëå, åñëè p > q, òî íàéäåòñÿ òàêîå q1 > p, ÷òî l
d
+ 1

q1
− 1

p
> 0. Òàê êàê

Lq1(Ω) ⊂ Lq(Ω) è ýòî âëîæåíèå íåïðåðûâíî, òî èç ∥T∥Lp(Ω)→Lq1 (Ω) < ∞ ñëåäóåò, ÷òî
∥T∥Lp(Ω)→Lq(Ω) <∞.

Ïóñòü l−d = a+b (÷èñëà a è b âûáåðåì ïîçæå). Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñëåäóåò,
÷òî ∫

Ω

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(y)|x− y|l−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx

1/q

6M1M2,

ãäå

M1 = sup
x∈Ω

∫
Ω

|x− y|bp′ dy

1/p′

, M2 =

∫
Ω

∫
Ω

|f(y)|p|x− y|ap dy

q/p

dx


1/q

.

Îöåíèì M1:

Mp′

1 6
∫

BR(0)

|z|bp′ dz = c(d)

R∫
0

rbp
′+d−1 dr <∞,

åñëè bp′ + d > 0, ò.å.

a < l − d

p
. (2.1)

Îöåíèì M2. Ïóñòü θ =
q
p
. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà,

M2 6

∫
Ω

∫
Ω

|f(y)|p|x− y|apθ dy


q
pθ
∫

Ω

|f(z)|p dz


q

pθ′

dx


1/q

=

= ∥f∥
1
θ′
Lp(Ω)

∫
Ω

∫
Ω

|f(y)|p|x− y|apθ dy dx

1/q

=

= ∥f∥
1
θ′
Lp(Ω)

∫
Ω

|f(y)|p
∫
Ω

|x− y|apθ dx dy

1/q

=:M3.
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Äëÿ ëþáîãî y ∈ Ω âûïîëíåíî∫
Ω

|x− y|apθ dx 6
∫

BR(0)

|z|apθ dz = c(d)

R∫
0

rapθ+d−1 dr = C(a, d, p, q, R) <∞,

åñëè apθ + d > 0, òî åñòü

a > −d
q
. (2.2)

Â ýòîì ñëó÷àå

M3 6 C
1
q (a, d, p, q, R)

∫
Ω

|f(y)|p dy

1/q

∥f∥1/θ
′

Lp(Ω) = C
1
q (a, d, p, q, R)∥f∥Lp(Ω).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà a, óäîâëåòâîðÿþùåãî (2.1) è (2.2), ñëå-
äóåò èç óñëîâèÿ l

d
+ 1

q
− 1

p
> 0.

Çàìå÷àíèå 1. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó ëåììó äëÿ l = 1.
Çàìå÷àíèå 2. Â [1] äîêàçàíî, ÷òî ïðè 1 < p < q < ∞, l

d
+ 1

q
− 1

p
= 0 îïåðàòîð

T : Lp(Rd) → Lq(Rd) îãðàíè÷åí (òåîðåìà Àäàìñà î ïîòåíöèàëàõ). Îòñþäà ñëåäóåò
âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü K = [0, 1]d, K ′ = [0, 1]d−1 ×
[
1
2
, 1
]
, 1 6 q 6 ∞, 1

d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ W 1
p (K) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà a = a(f) òàêàÿ, ÷òî

∥f − a∥Lq(K′) 6 C∥∇f∥Lp(K). (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, 1]d−1 ×{0} ïîëîæèì φz(t) = f((1− t)z + tx),
t ∈ [0, 1]. Òîãäà

f(x)− f(z) = φz(1)− φz(0) =

1∫
0

dφz(t)

dt
dt =

1∫
0

⟨∇f((1− t)z + tx), x− z⟩ dt. (2.4)

Äëÿ ζ ∈ [0, 1]d−1 îáîçíà÷èì z(ζ) = (ζ, 0). Ïðîèíòåãðèðîâàâ (2.4) ïî ζ ∈ [0, 1]d−1 è
ïîëîæèâ a =

∫
[0, 1]d−1

f(z(ζ)) dζ, ïîëó÷àåì

f(x)− a =

∫
[0, 1]d−1

1∫
0

⟨∇f((1− t)z(ζ) + tx), x− z(ζ)⟩ dt dζ,

|f(x)− a| 6
∫

[0, 1]d−1

dζ

1∫
0

|∇f((1− t)z(ζ) + tx)| · |x− z(ζ)| dt.

Ïóñòü Gx = {(1 − t)z(ζ) + tx : ζ ∈ [0, 1]d−1, t ∈ [0, 1]}. Ïåðåéäåì îò ïîâòîðíîãî
èíòåãðàëà ê êðàòíîìó ïî ìíîæåñòâóGx, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ y = (1−t)z(ζ)+tx.
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè èìååò âèä

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − ζ1 1− t 0 . . . 0
x2 − ζ2 0 1− t . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

xd−1 − ζd−1 0 0 . . . 1− t
xd 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Òàê êàê xd > 1
2
è y − x = (1− t)(z − x), òî

|J−1| = (1− t)1−d|xd|−1 6 2

(
|y − x|
|z − x|

)1−d

.

Íàêîíåö, |x− z| 6
√
d, òàê ÷òî

|f(x)− a| 6 2d
d
2

∫
Gx

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy 6 2d
d
2

∫
K

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f 7→ a(f) ëèíåéíî.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè f |[0, 1]d−1×{0} = 0 èëè f |[0, 1]d−1×{1} = 0, òî â ëåììå 2 ìîæíî

âçÿòü a = 0.

Ñëåäñòâèå 1.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, 1 6 q < ∞, 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà W̊ 1

p (Ω) ⊂
Lq(Ω) è îïåðàòîð âëîæåíèÿ íåïðåðûâåí. Åñëè p > d, òî W̊ 1

p (Ω) ⊂ C(Ω) è îïåðàòîð

âëîæåíèÿ íåïðåðûâåí.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñèëèâàåò ëåììó 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü K = [0, 1]d, 1 6 q 6 ∞, 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ W 1
p (K) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà a òàêàÿ, ÷òî

∥f − a∥Lq(K) 6 C∥∇f∥Lp(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ : R → [0, 1] � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
ψ|[0, 1

2 ]
= 0, ψ|[ 34 , 1] = 1. Ïîëîæèì φ(x1, . . . , xd) = ψ(xd). Äëÿ ôóíêöèè f âûáåðåì

êîíñòàíòó a = a(f) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2. Ïóñòü K ′ = [0, 1]d−1 ×
[
1
2
, 1
]
. Òîãäà (ñ

ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2 ïðè îöåíêå ∥(1− φ)(f − a)∥Lq(K)) ïîëó÷àåì

∥f−a∥Lq(K) 6 ∥φ(f−a)∥Lq(K)+∥(1−φ)(f−a)∥Lq(K) 6 ∥f−a∥Lq(K′)+∥(1−φ)(f−a)∥Lq(K)

(2.3)

6
6 C∥∇f∥Lp(K) + C∥∇[(1− φ)(f − a)]∥Lp(K) 6 C1∥∇f∥Lp(K) + C∥(f − a)(∇φ)∥Lp(K) 6

6 C1∥∇f∥Lp(K) + C2∥f − a∥Lp(K′)

(2.3)

6 C3∥∇f∥Lp(K)

(êîíñòàíòû C, C1, C2, C3 íå çàâèñÿò îò f).

Ïóñòü E ⊂ Rd èçìåðèìî. Îáîçíà÷èì mesE ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà E.
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè K � ïðîèçâîëüíûé êóá, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ W̊ 1
p (K) íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà a, ÷òî

∥f − a∥Lq(K) 6 C(mesK)
1
d
+ 1

q
− 1

p∥∇f∥Lp(K). (2.5)

Íàïîìíèì êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X, ε > 0. Ìíîæåñòâî {x1, . . . , xn} ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ
M , åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈M íàéäåòñÿ òàêîå i ∈ {1, . . . , n}, ÷òî ρ(x, xi) < ε.

Êðèòåðèé Õàóñäîðôà: M ⊂ X ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü äëÿ M .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî. Ïîêàçàòü, ÷òîM ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî L ⊂ X, ÷òî

sup
x∈M

dist (x, L) ≡ sup
x∈M

inf
y∈L

∥x− y∥ < ε.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, 1 6 q 6 ∞, 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà

îïåðàòîð âëîæåíèÿ W̊ 1
p (Ω) â Lq(Ω) êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî p < q. Â ýòîì ñëó÷àå
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî(

n∑
i=1

|xi|q
)1/q

6
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, x1, . . . , xn ∈ R (2.6)

(ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà; ñì., íàïðèìåð, [4], çàäà÷à
2.68).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî B = {f ∈ C∞
0 (Ω) : ∥∇f∥Lp(Ω) 6 1} ïðåäêîìïàêòíî â

Lq(Ω). Òàê êàê B îãðàíè÷åíî, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî L ⊂ Lq(Ω) òàêîå, ÷òî dist (f, L) < ε äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ B.

Ïðîäîëæèâ ôóíêöèè íóëåì âíå Ω, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = K � êóá. Ðàçîáüåì
K íà n ðàâíûõ êóáîâ Kj. Â êà÷åñòâå L âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ
íà Kj.

Äëÿ êàæäîãî j â ñèëó (2.5) íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà aj, ÷òî

∥f − aj∥Lq(Kj) 6 C(mesKj)
1
d
+ 1

q
− 1

p∥∇f∥Lp(Kj) = C

(
mesK

n

) 1
d
+ 1

q
− 1

p

∥∇f∥Lp(Kj).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pf êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ, òàêóþ, ÷òî pf |Kj
= aj. Òîãäà

∥f − pf∥Lq(K) =

(
n∑

j=1

∥f − aj∥qLq(Kj)

)1/q
(2.6)

6
(

n∑
j=1

∥f − aj∥pLq(Kj)

)1/p

6

6 C

(
n∑

j=1

(
mesK

n

) p
d
+ p

q
−1

∥∇f∥pLp(Kj)

)1/p

=

= C

(
mesK

n

) 1
d
+ 1

q
− 1

p

∥∇f∥Lp(K) 6 C

(
mesK

n

) 1
d
+ 1

q
− 1

p

.

Òàê êàê 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0, òî âåëè÷èíà ñïðàâà ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèé î òåîðåìàõ âëîæåíèÿ äëÿ îáùèõ îáëàñòåé. Ïóñòü
Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ñêàæåì, ÷òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, åñëè íàéäóòñÿ êîí-
ñòàíòà a > 0 è òî÷êà x∗ ∈ Ω òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γx : [0, T (x)] → Ω ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. γx ∈ AC[0, T (x)], |γ̇x| = 1 ï.â.,

2. γx(0) = x, γx(T (x)) = x∗,

3. äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Bat(γx(t)) ⊂ Ω.

Â [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, òî ïðè 1
d+

1
q−

1
p > 0 îïåðàòîð

âëîæåíèÿ W 1
p (Ω) â Lq(Ω) îãðàíè÷åí. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî âëîæåíèå êîìïàêòíî

è âûïîëíåíà òàêàÿ æå îöåíêà ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè, êàê è â

ñëó÷àå êóáà. Â ðàáîòàõ Î.Â. Áåñîâà áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîãî è êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ

äëÿ íåðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé, ïðè ýòîì îíè îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé âëîæåíèÿ íà �õîðîøèõ� îáëàñòÿõ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîæåñòâà K = {(x1, . . . , xd−1, xd) = (x′, xd) : |x′| 1
σ < xd < 1}, σ > 1, óñëîâèå

êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ èìååò âèä 1− [σ(d− 1) + 1]max
(

1
p − 1

q , 0
)
> 0 (ñì., íàïðèìåð, [6]).
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