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Ââåäåíèå

Ñ ìîìåíòà îáðàçîâàíèÿ ìåõ-ìàòà, ñ 1933 ãîäà,ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè áûëî ïîäåëåíî
íà íåñêîëüêî ôàêòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ îáëàñòåé. À äàëåå âñå çàêîñíåëî. Ïðîãðàììà Ãîñóäàð-
ñòâåííûõ Ýêçàìåíîâ íà ìåõ-ìàòå ñâûøå ïÿòèäåñÿòè ëåò íå ìåíÿåòñÿ, è ÷èòàÿ åå îñîáåííî
îò÷åòëèâî âèäíî ýòî ôåîäàëüíîå ðàçäåëåíèå íàøåé íàóêè. Èíîãäà ðå÷ü èäåò î ñîãëàñîâàíèè
ðàçíûõ êóðñîâ, íî ôàêòè÷åñêè òàêîãî ñîãëàñîâàíèÿ äîáèòüñÿ íåâîçìîæíî.

Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ ñòðåìèëñÿ êàê-òî íàðóøèòü ýòî ïîëîæåíèå ñîçäàíèåì
ñâîåãî ñèíòåòè÷åñêîãî êóðñà. Ñèíòåòè÷åñêèìè êóðñàìè ÿ íàçûâàþ òàêèå êóðñû, ïðè êîòîðûõ
âîåäèíî ñîåäèíÿþòñÿ íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Ïåðâûì ñèíòåòè÷åñêèì êóð-
ñîì â óíèâåðñèòåòñêîì îáðàçîâàíèè áûë êóðñ, âîøåäøèé â èñòîðèþ ïîä íàçâàíèåì ¾Àíàëèçà
III¿. Åãî ïðîãðàììà áûëà ðàçðàáîòàíà À. Í. Êîëìîãîðîâûì â ñîðîêîâûå è ïÿòèäåñÿòûå ãî-
äû ïðîøëîãî âåêà. Îí îáúåäèíÿë â ñåáå íà÷àëà òåîðèè ìíîæåñòâ, òåîðèþ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, íà÷àëà îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèþ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, òåîðèþ ìåðû,
òåîðèþ èíòåãðàëà, òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. ×óòü ïîç-
æå, óæå ïî èíèöèàòèâå Þðèÿ Èâàíîâè÷à Ìàíèíà è Ñåðãåÿ Ïåòðîâè÷à Íîâèêîâà ïîÿâèëèñü
ñèíòåòè÷åñêèå êóðñû ïî ëèíåéíîé àëãåáðå è ãåîìåòðèè è ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è
òîïîëîãèè.

Â ÷åì ìíå âèäèòñÿ ñìûñë ñîçäàíèÿ ñèíòåòè÷åñêèõ êóðñîâ?
Ïðè òîé ñèñòåìå îáðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ ñëîæèëàñü (ïðè÷åì íå òîëüêî ó íàñ, íî ôàêòè÷å-

ñêè âî âñåì ìèðå), íàøà íàóêà � ìàòåìàòèêà � ïðåäñòàâëåíà, êàê ôåîäàëüíîå öàðñòâî, êàê
ñîáðàíèå ôàêòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïðîâèíöèé, ïî÷òè íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì.

À íà ñàìîì äåëå îíà åäèíà. È â ñîâðåìåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, ðàçóìíî, êàê
ìíå êàæåòñÿ, âêëþ÷àòü îáúåäèíÿþùèå �ñèíòåòè÷åñêèå� êóðñû.

Ýòó íåîáõîäèìîñòü ìîæíî ìîòèâèðîâàòü è òåìè ðàäèêàëüíûìè ïåðåìåíàìè, ÷òî ïðîèçî-
øëè çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ â íàøåé ñòðàíå è â ìèðå.

×òî æå ýòî çà èçìåíåíèÿ? ß áû óêàçàë íà òðè: èçìåíèëñÿ ãîñóäàðñòâåííûé ñòðîé, èçìå-
íèëàñü èíòåðåñû ìîëîäåæè è ïðîèçîøåë íåñëûõàííîé ñèëû èíôîðìàöèîííûé âçðûâ.

Â íàøå âðåìÿ íåò ñèñòåìû ãîñóäàðñòâåííîãî òðóäîóñòðîéñòâà, ðàñïðåäåëåíèÿ âûïóñêíè-
êîâ, ïëàíèðîâàíèÿ ïðîôåññèîíàëüíîé çàíÿòîñòè. Íå ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî â ìàòåìàòè÷å-
ñêîì îáðàçîâàíèè íóæíî âûäåëèòü ãëàâíîå, íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå, ÷òîáû äàòü âîçìîæíîñòü
ëè÷íîñòè âêëþ÷àòüñÿ â òâîð÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ çíàíèé? Â ïðåä-
ñòàâëåííîì ÷èòàòåëþ êóðñå ÿ ñòàðàþñü ìîòèâèðîâàííî âûäåëèòü òî ñàìîå ãëàâíîå, ÷òî íûíå
ñîñòàâëÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå â òåõíè÷åñêîì è ýêîíîìè÷åñêîì âóçå è (íà íåñêîëüêî
áîëåå âûñîêîì óðîâíå) â óíèâåðñèòåòå.

Êàæäàÿ ëåêöèÿ ïðåäâàðÿåòñÿ àííîòàöèåé, êîòîðàÿ ðàññ÷èòàíà íà ÷èòàòåëÿ, âëàäåþùåãî
òåìè ïîíÿòèÿìè, êîòîðûå â íåé ôèãóðèðóþò. ×èòàòåëþ, íå âëàäåþùèé ýòèìè ïîíÿòèÿìè,
ðàçóìíî íà÷àòü ñ îñíîâíîãî òåêñòà, â íåì âñå íóæíûå ïîíÿòèÿ áóäóò ââåäåíû.
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Ëåêöèÿ 1. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Âñå åñòü ÷èñëî
Ïèôàãîð

Â ýòîé ëåêöèè ðå÷ü ïîéäåò î òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Áóäåò ðàññêàçàíî î ìåòîäå Ãàóñ-
ñà ðåøåíèÿ ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Äàëåå ðàññêàçûâàåòñÿ îá àëüòåðíàòèâå
Ôðåäãîëüìà äëÿ òàêèõ ñèñòåì è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà Êðîíåêåðà � Êàïåëëè. Â çàêëþ÷èòåëü-
íîé ÷àñòè ëåêöèè ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà â áåñêîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå. Ýòà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà â ïÿòîé ëåêöèè.

1.1. Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = y1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = y2,

. . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = yn.

(1)n

Cèñòåìó (1)n íàçûâàþò ñèñòåìîé n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíû-
ìè. ×èñëà aij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñèñòåìû óðàâíåíèé, ÷èñëà yi ñîñòàâëÿþò ïðàâóþ
÷àñòü ñèñòåìû (1)n. Åñëè âñå yi ðàâíû íóëþ, ñèñòåìà (1)n íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. Â ýòîé
ëåêöèè êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû è ïðàâûå ÷àñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.1

Ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì (1n) áûë ïðåäëîæåí Ê. Ô Ãàóññîì.
Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)n îñíîâàí íà èäåå èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ïðèìå-

íèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè n = 1, òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

a11x1 = y1. (1)1

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
1) åñëè ÷èñëî a11 íå ðàâíî íóëþ, òîãäà óðàâíåíèå (1)1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = y1

a11
;

2) åñëè è ÷èñëî a11, è ÷èñëî y1 ðàâíû íóëþ, òîãäà óðàâíåíèå (1)1 ðàçðåøèìî, íî íåîäíîçíà÷íî
(áîëåå òîãî, êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì); 3) åñëè æå ÷èñëî a11 ðàâíî íóëþ, à ÷èñëî y1

íóëþ íå ðàâíî, òîãäà ðåøåíèé âîîáùå íåò.

Ýòè òðè òðèâèàëüíûõ óòâåðæäåíèÿ ìû ïðèâåëè ïîòîìó, ÷òî è â n-ìåðíîì è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå
èìååòñÿ òî÷íî òàêàÿ æå òðèàäà. Âïðî÷åì, ïóíêò 2) ïîòðåáóåò èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î òîì, êîãäà âñå-òàêè
ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà.

Ïóñòü ñèñòåìû (1)n−1 ìû ðåøàòü íàó÷èëèñü. Îïèøåì ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì (1)n.

1Êîðîòêèé ýêñêóðñ â òåîðèþ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ñîäåðæèòñÿ â Äîïîëíåíèè
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Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû aij óðàâíåíèÿ (1)n ðàâíû íóëþ, òî ðåøåíèå âîçìîæíî ëèøü åñëè
y1 = y2 = . . . = yn = 0 è èì ÿâëÿåòñÿ ëþáûå n ÷èñåë x1, x2, . . . , xn; åñëè íå âñå yi ðàâíû íóëþ
ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (ò. å. íå èìååò ðåøåíèÿ).

Åñëè æå, â ñèñòåìå (1)n, ñêàæåì, ann 6= 0, òî âûðàçèì xn èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç
x1, x2, . . . , xn−1 è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ïåðâûå n − 1 óðàâíåíèå. Â èòîãå ìû
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå (1)n−1, êîòîðóþ óìååì ðåøàòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ðåøèâ ïî-
ëó÷åííóþ ñèñòåìó (åñëè ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå), íàéäåì x1, x2, . . . , xn−1, à çàòåì è xn. Åñëè
ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà (1)n−1 íåñîâìåñòíà, òî è èçíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà (1)n íåñîâìåñòíà.

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ ëèøü àðèôìåòèêó. Â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå ïîëåçíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòåéøèìè ïîíÿòèÿìè è îáîçíà÷åíèÿìè ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, îáîçíà-

÷àþò ñèìâîëîì R. Ñòîëáåö èç n ÷èñåë x =

 x1
...
xn

 íàçûâàþò n-ìåðíûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ íàçûâàþò n-ìåðíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàí-
ñòâîì Rn. Äàëåå äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn ìû èíîãäà
çàïèñûâàåì â ñòðîêó (x1, . . . , xn)T , ãäå ñèìâîë T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå � çàìåíó ñòîëá-
öîâ ñòðîêàìè (è íàîáîðîò).

Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì Rn âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èíîãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü

Rn∗ âåêòîðîâ-ñòðîê. Äëÿ âåêòîðà y = (y1, . . . , yn) èç Rn∗ è âåêòîðà-ñòîëáöà x =

 x1
...
xn

 èç Rn

îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå y · x = y1x1 + . . . + ynxn. Âûðàæåíèå |x| =
√
xT · x =

(x2
1 + . . .+x2

n)1/2 (|y| =
√
y · yT = (y2

1 + . . .+ y2
n)1/2) íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì (èëè äëèíîé) âåêòîðà

x ∈ Rn (y ∈ Rn∗).
Òàáëèöó èç êîýôôèöèåíòîâ (aij)1≤i,j≤n (òàêèå òàáëèöû íàçûâàþò ìàòðèöàìè) îáîçíà÷èì

áóêâîé A. Ìàòðèöó

A =

 a11 . . . a1n

... ... ...
am1 . . . amn

 ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ñòîëáåö èç n âåêòîðîâ-ñòðîê èç Rn∗ (a1 =

(a11, . . . , a1n), . . . , an = (an1, . . . , ann)).
Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöûA íà âåêòîð-ñòîëáåö x (îáîçíà÷àåìîåAx) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê âåêòîð-

ñòîëáåö (a1 ·x, . . . , an ·x)T . Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìàòðèö ñ n ñòîëáöàìè è n ñòðîêàìè îáîçíà÷èì
Mnn. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìàòðèöà A èç Mnn çàäàåò îòîáðàæåíèå èç Rn â Rn èëè, êàê
åùå ãîâîðÿò, ìàòðèöà A çàäàåò îïåðàòîð èç Rn â Rn. Ýòîò îïåðàòîð îáëàäàåò ëèíåéíûì
ñâîéñòâîì, çàêëþ÷àþùåìñÿ â òîì, ÷òî åñëè x1 è x2 âåêòîðû èç Rn, α1 è α2 äâà ÷èñëà è A
ìàòðèöà èç Mnn , òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: A(α1x

1 + α2x
2) = α1Ax1 + α2Ax2. Ïîòîìó A

íàçûâàþò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
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Òåîðåìà 1 (àëüòåðíàòèâà2 Ôðåäãîëüìà â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå). Èìååò ìåñòî
îäíî èç äâóõ: èëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)n ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, èëè îäíîðîä-
íîå óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåììà 1.1. Ñèñòåìà

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1n+1xn+1 = 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2n+1xn+1 = 0,

. . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . .+ ann+1xn+1 = 0

(10)n

èç n îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ n+ 1-ì íåèçâåñòíûì èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ñíîâà ïðèìåíÿåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè â

óðàâíåíèè a11x1 + a12x2 = 0 (óðàâíåíèè (10)1) âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, òî ëþáûå íå
ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ x1 è x2 áóäóò èñêîìûì ðåøåíèåì. Åñëè æå, ñêàæåì, a12 6= 0, òî
îäíèì èç ðåøåíèé áóäåò x2 = 1, x1 = −a11

a12
.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìû äîêàçàëè ëåììó äëÿ ñèñòåìû (10)n−1. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ñè-
ñòåìû (10)n. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû aij, 1 ≤ i ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ n ðàâíû íóëþ, òî ëþáûå íå
ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñëà xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n+1 áóäóò èñêîìûì ðåøåíèåì. À åñëè îäíî
èç ÷èñåë, ñêàæåì, ann+1 6= 0 íå ðàâíî íóëþ, òîãäà, âûðàçèâ xn+1 èç n-òîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç
îñòàëüíûå ïåðåìåííûå è ïîäñòàâèâ òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ âìåñòî xn+1, â ïåðâûå n − 1 óðàâíå-
íèå, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå (10)n−1. Îíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå
x̂1, x̂2, . . . , x̂n−1, à òîãäà ÷åðåç íèõ âûðàçèì x̂n è òåì ñàìûì ïðèäåì ê öåëè.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Â íàøåì
ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè: 1) åñëè óðàâíåíèå (1)n ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè, òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå; 2) åñëè îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî ñèñòåìà ðàçðåøèìà (1)n ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî îíî íå ñïðàâåäëèâî è ñèñòåìà (1)n ðàçðå-
øèìà äëÿ ëþáûõ ïðàâûõ ÷àñòåé, íî ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò âåêòîð b1 6= 0 òàêîé, ÷òî Ab1 = 0.
Íàéäåì òîãäà âåêòîð b2 òàêîé, ÷òî Ab2 = b1, è òàê äàëåå, è, íàêîíåö, âåêòîð bn+1 òàêîé, ÷òî
Abn+1 = bn. Ïî ëåììå 1.1 íàéäóòñÿ ÷èñëà x̂1, x̂2, . . . , x̂n+1 íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ è
òàêèå, ÷òî x̂1b

1 + x̂2b
2 + . . . + x̂n+1b

n+1 = 0. Ïîäåéñòâîâàâ íà ýòî ðàâåíñòâî ìàòðèöåé A, èñ-
ïîëüçóÿ ëèíåéíîå ñâîéñòâî ìàòðèöû A è îïðåäåëåíèÿ ñòîëáöîâ b1, b2, . . . , bn+1, ïîëó÷èì, ÷òî
x̂2b

1 + x̂3b
2 + . . . + x̂n+1b

n = 0. Ïîäåéñòâîâàâ òåïåðü íà ýòî íîâîå ðàâåíñòâî îïåðàòîðîì A, è
ïîñòóïàÿ äàëåå àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî x̂n+1b

1 = 0. Íî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî b1 6= 0, çíà-
÷èò x̂n+1 = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàæåì, ÷òî x̂n = x̂n−1 = . . . = x̂1 = 0. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ:
ìû âåäü ïðåäïîëàãàëè, ÷òî íå âñå x̂i ðàâíû íóëþ. Çíà÷èò, èç ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ñëåäóåò,
÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøå-

2Ñëîâî ¾àëüòåðíàòèâà¿ îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæåí ëèøü îäèí èç äâóõ âàðèàíòîâ, âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ äðóã
äðóãà; È. Ôðåäãîëüì (1866 � 1927) � øâåäñêèé ìàòåìàòèê.
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íèå. Ïðèìåíèì ëåììó 1.1 ê ñèñòåìå

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + y1xn+1 = 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + y2xn+1 = 0,

. . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn + ynxn+1 = 0

(1′0)n

n óðàâíåíèé ñ n + 1 íåèçâåñòíûì x1, x2, . . . , xn+1. Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ ÷èñëà
x̂1, x̂2, . . . , x̂n+1, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî è óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå. Íî ïî óñëîâèþ
÷èñëî x̂n+1 íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, èáî èíà÷å îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìåëî áû
íåíóëåâîå ðåøåíèå. Çíà÷èò, ïîëîæèâ x1 = − bx1

bxn+1
, x2 = − bx2

bxn+1
, . . . , xn = − bxn

bxn+1
, ìû ðàçðåøà-

åì ñèñòåìó (1)n. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà äîêàçàíà.
Ïåðåõîäèì ê óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ýòîãî îïðåäåëåíèå ðàíãà. Ïðèâåäåì åãî.
Ïóñòü äàíû âåêòîðû a1, . . . , ak èç Rn. Ñêàæåì, ÷òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè

íàéäóòñÿ ÷èñëà α1, . . . , αk íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî òàêèå, ÷òî α1a
1 + . . . + αka

k = 0.
Åñëè òàêèõ ÷èñåë ïîäîáðàòü íåëüçÿ, âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Åñëè äëÿ
âåêòîðà a0 ìîæíî íàéòè ÷èñëà β1, . . . , βk òàêèå, ÷òî β1a

1 + . . . + βka
k = a0, òî ãîâîðÿò, ÷òî

a0 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç {ai}1≤i≤k. Ìàòðèöó A = (aij)1≤i,j≤n íàçîâåì ðàçðåøèìîé, åñëè
óðàâíåíèå Ax = y ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî y ∈ Rn.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü C = (cij)1≤i≤m, 1≤j≤n ∈ Mmn (ìàòðèöà ñ n ñòîëáöàìè è m ñòðî-
êàìè). Ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ðàçðåøèìîé êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû C íàçûâàþò
ðàíãîì ýòîé ìàòðèöû (ðàíã ìàòðèöû C îáîçíà÷àþò rankC). Íà ëåêöèè 4 ýòî ïîíÿòèå áóäåò
äîïîëíåíî.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ñèñòåìû (1)n èìåþòñÿ òðè âîçìîæíîñòè:

1) åñëè ñòîëáöû a1 =

 a11
...
an1

 , . . . , an =

 a1n
...
ann

 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òîãäà èìååòñÿ

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1)n; 2) åñëè ñòîëáöû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû è áîëåå

òîãî, ñòîëáåö y =

 y1
...
yn

 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íèõ, òîãäà ñèñòåìà ðàçðåøèìà,

íî íåîäíîçíà÷íî; 3) åñëè ñòîëáöû a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, à ñòîëáåö y ÷åðåç íèõ íå
âûðàæàåòñÿ, òîãäà ðåøåíèé âîîáùå íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå a1) ñðàçó ñëåäóåò èç àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà: ñêàçàòü,
÷òî âåêòîðû-ñòîëáöû a1, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñè-
ñòåìà èìååò ëèøü íóëåâîå ðåøåíèå. À òîãäà â ñèëó àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà ñèñòåìà (1)n

ðàçðåøèìà. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëè äâà ðàçíûõ ðåøåíèÿ, òî èõ ðàçíîñòü áûëà áû íåòðèâè-
àëüíûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü. Äîêàæåì óòâåð-
æäåíèå 2). Èç óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îòëè÷íûé îò íóëÿ âåêòîð x̃ = (x̃1, . . . , x̃n)T �
ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû è âåêòîð x̂ = (x̂1, . . . , x̂n)T � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû,
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ò. å. x̃1a
1 + . . . + x̃na

n = 0 è x̂1a
1 + . . . + x̂na

n = y. Òîãäà âåêòîð x̂ + tx̃ áóäåò ðåøåíèåì íåîä-
íîðîäíîé ñèñòåìû ïðè ëþáîì t ∈ R, ò. å. ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîçíà÷íî. Óòâåðæäåíèå a3)�
íå ÷òî èíîå, êàê òàâòîëîãèÿ.

Òåîðåìà 2 (Êðîíåêåðà � Êàïåëëè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà
∑n

j=1 cijxj = bi, 1 ≤ i ≤
m, m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè áûëà ðàçðåøèìà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã
ìàòðèöû C = (cij)1≤i≤m, 1≤j≤n ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàë ñ ðàíãîì �ðàñøèðåííîé� ìàòðèöû C̃,
ïîëó÷àåìîé ïðèñîåäèíåíèåì ê ìàòðèöå C ñòîëáöà y ïðàâûõ ÷àñòåé.

Íàõîäèòü ðåøåíèÿ âîçìîæíî ìåòîäîì Ãàóññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ëåììû.

Ëåììà 1.2. Åñëè ìàòðèöà A ∈ Mk,k ðàçðåøèìà, òî ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, à ëþáîé âåêòîð èç Rk åäèíñòâåííûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòè ñòîëáöû.

Ýòà ëåììà ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ìàòðèöû è àëüòåðíàòèâû Ôðåä-
ãîëüìà.

Ëåììà 1.3. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ
ýòîé ìàòðèöû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàòðèöà C = (cij)1≤i≤m, 1≤j≤n èìååò ðàíã r. Íå îãðàíè÷èâ ñåáÿ â
îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçðåøèìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà r × r ðàñïîëîæåíà â âåðõíåì ëåâîì
óãëó. Îáîçíà÷èì ñòîëáöû ìàòðèöû C ÷åðåç ci, 1 ≤ i ≤ n. Òî, ÷òî ïåðâûå r ñòîëáöîâ ìàòðèöû
C ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñëåäóåò èç ëåììû 1.2. Äîïóñòèì, ÷òî ñòîëáåö ck, m + 1 ≤ k ≤ n íå
âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç ïåðâûå r ñòîëáöîâ. Èç ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé íàáîð ÷èñåë α1(k), . . . , αr(k) òàêîé, ÷òî

∑
1≤j≤r αj(k)cij = cik, 1 ≤ i ≤ r (ò. å. ïåðâûå

r êîîðäèíàò âåêòîðà α1(k)c
1 + . . .+αr(k)c

r ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè r êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ck).
À ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñòîëáåö ck íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâûå r ñòîëáöîâ, îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r < l ≤ n ÷èñëà clk è α1(j)cl1 + . . . + αr(k)lr íå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ó ìàòðèöû ðàçìåðîâ (r + 1)× (r + 1), ïîëó÷àþùåéñÿ ïðèñîåäèíå-
íèåì ñòîëáöà (c1k, . . . , crk, clk)

T è ñòðîêè, ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ cl1, . . . , clr è clk, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, è çíà÷èò, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ a1) òåîðåìû 1.1 îíà ðàçðåøèìà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ ðàíãà. Ëåììà äîêàçàíà.

Âîçâðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Êðîíåêåðà � Êàïåëëè. Åñëè ñèñòåìà ðàçðåøèìà,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû, à çíà÷èò, â
ñèëó ëåììû 1.1, îí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâûå r ñòîëáöîâ, ò. å. ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
ðàâåí r. À åñëè ñèñòåìà íå ðàçðåøèìà, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð y íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñòîëáöû ìàòðèöû C, ò. å., â ÷àñòíîñòè, ñòîëáöû c1, . . . , cr, y ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. ðàíã C̃
áîëüøå ðàíãà C.

Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèì íåèçâåñòíûì ñî-
äåðæàòñÿ â ïåðâîì òåêñòå, ãäå îáñóæäàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñþæåòû � â äðåâíååãèïåòñêîì
ïàïèðóñå, çà êîòîðûì çàêðåïèëîñü íàçâàíèå ïàïèðóñà Ðàéíäà, â ÷åñòü àíãëèéñêîãî åãèïòîëî-
ãà, ïðèîáðåòøåãî åãî â 1858 ãîäó íà áàçàðå. Íàïèñàíèå ïàïèðóñà Ðàéíäà îòíîñÿò ê 18 âåêó
äî íàøåé ýðû, ê ýïîõå Ñðåäíåãî öàðñòâà. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè áûëà ñîçäàíà Ê. Ô. Ãàóññîì (1777 � 1855), Ã. Ãðàññìàíîì (1809 �1877), Ã. Êðàìåðîì
(1704 � 1752), À. Êýëè (1821 � 1895), Ê. ßêîáè (1804 � 1851) è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè 18 è 19
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âåêîâ. Òîò ôðàãìåíò òåîðèè, êîòîðûé áûë èçëîæåí âûøå, ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé � ìåòîäà
Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåìû è òåîðåìû Êðîíåêåðà � Êàïåëëè � óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû.
Âñåãäà ñ áîëüøèì óäîâîëüñòâèåì ñîîáùàþ, ÷òî ïåðâûì îïóáëèêîâàë òåîðåìó Êðîíåêåðà �
Êàïåëëè, íå êòî èíîé, êàê ×àðëç Ëþäâèäæ Äîäæñîí (1832 �1898), ïñåâäîíèì êîòîðîãî �
Ëüþèñ Êýððîë � èçâåñòåí êàæäîìó èç íàñ. Ýòî ïðîèçîøëî â 1867 ãîäó. Êàê íàïèñàíî â îä-
íîé èñòîðè÷åñêîé ñïðàâêå, â ëåêöèÿõ Ë. Êðîíåêåðà (1823 � 1791), ÷èòàííûõ â 1864 ã. �òåîðèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èëà, ïî ñóùåñòâó, ñâîå çàâåðøåíèå�, (âêëþ÷àÿ òåîðåìó, î
êîòîðîé ìû âåäåì ðå÷ü). À. Êàïåëëè (1855 � 1910) îïóáëèêîâàë ýòó òåîðåìó â 1892 ã.

Ýòà òåìà áóäåò ïðîäîëæåíà â ïÿòîé ëåêöèè, ãäå áóäåò ðàññêàçàíî î äðóãèõ êðèòåðèÿõ
ðàçðåøèìîñòè � ïðàâèëå Êðàìåðà è �âòîðîé òåîðåìå� Ôðåäãîëüìà, è òîãäà çàâåðøèòñÿ ïóòü
îò çàäà÷ èç ïàïèðóñà Ðàéíäà äî íà÷àëà äâàäöàòîãî âåêà.

1.2. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé (ôîðìóëèðîâêà àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà)
Ñôîðìóëèðóåì çäåñü (à äîêàæåì ïîòîì â ïÿòîé ëåêöèè) îñëàáëåííûé âàðèàíò àëüòåðíà-

òèâû Ôðåäãîëüìà. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà ïðèíàäëåæèò ê îäíîé èç âåðøèí óíèâåðñèòåò-
ñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Â ýòîì êóðñå ëåêöèé îíà áóäåò äîêàçàíà íå â ñàìîì îáùåì âèäå, íå â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ëèøü â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå � â ïðîñòðàíñòâå l2. Íî èìåííî ýòîò
ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ â ó÷åáíèêå ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó Êîëìîãîðîâà è Ôîìèíà è
÷èòàåòñÿ íà òðåòüåì êóðñå ìåõ-ìàòà ÌÃÓ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ � åñëè
ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàçðåøèìà, òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ëèøü íóëåâîå ðåøåíèå
� áóäåò ëèøü íåçíà÷èòåëüíîé íàäñòðîéêîé íàä òåìè ðàññóæäåíèÿìè, êîòîðûå áûëè ïðîâå-
äåíû â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. À îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ïî ñóòè äåëà ãåîìåòðè÷åñêîå, ðàçóìíî
ïðîâîäèòü â ãåîìåòðè÷åñêîì ðàçäåëå. Ïîòîìó è ñàìà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â ýòîì ðàçäåëå.

Ïóñòü l2 � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ x = (x1, x2, . . .)
T òàêèõ, ÷òî

∑
i∈N x

2
i < ∞, A =

(aij)1≤i,j≤∞ � áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü òàêóþ ñèñòåìó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ:

a11x1 + a12x2 + . . . = b1
. . .

an1x1 + an2x2 + . . . = bn
. . .

⇔
∑
j≥1

aijxj = bi, i ≥ 1. (1)∞

Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü â (1)∞, ìàòðèöà
A = (aij)i,j∈N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó I+B åäèíè÷íîé ìàòðèöû è ìàòðèöû B = (bij)i,j∈N,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ‖B‖ = (

∑
i,j∈N b

2
ij)

1/2 < ∞. Òîãäà èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà:
èëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)∞ ðàçðåøèìa äëÿ ëþáîãî b ∈ l2, èëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò
íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðèâåäåíî â ïÿòîé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 2. Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ìíå ïðÿìî ñòûäíî ñêàçàòü, äî êàêîãî ÷èñëà çíàêîâ ÿ äîâ¼ë íà äîñóãå ýòè
âû÷èñëåíèÿ.

È. Íüþòîí

Â ýòîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé.

2.1. Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

Íàì íàäëåæèò íàó÷èòüñÿ ðåøàòü óðàâíåíèÿ âèäà F (x) = y, ãäå àðãóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ
âåêòîð x ∈ Rn, y ýòî âåêòîð èç Rm, à F = (f1, . . . , fn)T � îòîáðàæåíèå èç Rn â Rm (èëè, êàê
ïèøóò, F : Rn → Rm). Â ðàçâåðíóòîì âèäå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

f1(x1, x, . . . , xn) = y1,
f2(x1, x2, . . . , xn) = y2,

. . . . . .
fm(x1, x2, . . . , xn) = ym

(2)nm,

ãäå fi, 1 ≤ i ≤ m � ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ.
Ñðåäè îòîáðàæåíèé èç Rn â Rm âàæíóþ ðîëü èãðàþò ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ôðàãìåíò

òåîðèè êîòîðûõ áûë ïîñòðîåí â ëåêöèè 1. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè A :
Rn → Rm âåêòîðó x = (x1, . . . , xn)T ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð
Ax = (a11x1 + . . .+ a1nxn, . . . , am1x1 + . . .+ amnxn)T .

Ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè Ax = y îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé A = a11 . . . a1n

... ... ...
am1 . . . amn

 è âåêòîðîì y =

 y1
...
ym

.
Ïðè m < n, åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = y ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì y, ó óðàâíåíèÿ (2)nm

ïðè êîíêðåòíîì y ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò. å. ïðîîáðàç y íå îäíî-
çíà÷åí. Íî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.

Ëåììà 2.1 (î ïðàâîì îáðàòíîì îòîáðàæåíèè ê ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ â êî-
íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå). Ïóñòü A : Rn → Rm � ñþðúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ò. å.
òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî óðàâíåíèå Ax = y ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî y ∈ Rm). Òîãäà
ñóùåñòâóþò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R : Rm → Rn (ïðàâîå îáðàòíîå ê A) è êîíñòàíòà γ > 0
òàêèå, ÷òî AR(y) = y è |R(y)| ≤ γ|y| äëÿ ëþáîãî y ∈ Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ e1 = (1, 0, . . . 0)T , . . . , em = (0, . . . 0, 1)T â
Rm. 3 Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò âåêòîðû {fk}m

k=1, fk ∈ Rn 1 ≤ k ≤ m òàêèå, ÷òî Afk = ek. Äëÿ

3Â ëåêöèè 1 èíäåêñû âåêòîðîâ ñòàâèëèñü íàâåðõó, ÷òîáû íå ïóòàòü âåêòîðû ñ êîîðäèíàòàìè. Íà÷èíàÿ ñ
ýòîãî ìåñòà èíäåêñû âåêòîðîâ ñòàâÿòñÿ, êàê ýòî ïðèíÿòî, âíèçó (÷òîáû íå ïóòàëîñü îáîçíà÷åíèå âåêòîðà ak ñ
k-òîé ñòåïåíüþ ÷èñëà a), à êîîðäèíàòû âåêòîðà ak èìåþò äâà èíäåêñà.
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êàæäîãî âåêòîðà y =
m∑

k=1

ykfk (çäåñü yk � ÷èñëà) ïîëîæèì R(y) =
m∑

k=1

ykfk. Òîãäà ðàâåíñòâî

AR(y) = y ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A, à âòîðîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ

îöåíîê (è òîãî, ÷òî äëèíà âåêòîðà íå ìåíüøå ëþáîé åãî êîîðäèíàòû): |Ry| ≤
m∑

i=1

|yk||fk| ≤

max
1≤k≤m

|yk|
m∑

k=1

|fk| ≤ γ|y|, ãäå γ =
m∑

k=1

|fk|.

Ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2)nm m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, î êîòîðîì ñåé÷àñ áóäåò
ðàññêàçàíî, îñíîâàí íà ëèíåàðèçàöèè, � çàìåíå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ëèíåéíûì.

Ïóñòü çàäàí âåêòîð y. Âîçüìåì âåêòîð x0 = (x10, . . . , xn0)
T , äëÿ êîòîðîãî F (x0) áëèç-

êî ïî ìîäóëþ ê y è ïóñòü A � ñþðúåêòèâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç Rn â Rm. Â êà÷å-
ñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x) = y âîçüìåì ðåøåíèå x1 ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé A(x − x0) + F (x0) = y, ïîëó÷àþùååñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.1 î ïðàâîì îáðàòíîì:
x1 = x0 +R(y − F (x0)). À äàëåå áóäåì ïîñòóïàòü àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ:

xk = xk−1 +R(y − F (xk−1)), k = 1, 2, . . . (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2. Èòðàòèâíóþ ïðîöåäóðó (2.1) íàçûâàþò ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì
Íüþòîíà.

Òåîðåìà 3 (î ïðàâîì îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå). Ïóñòü
çàäàíû âåêòîð x0 ∈ Rn, ÷èñëî δ > 0, ñþðúåêòèâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A èç Rn â Rm è
îòîáðàæåíèå F : URn(x0, δ) → Rm (ãäå URn(x0, δ) = {x ∈ Rn | |x− x0| < δ} � îòêðûòûé øàð
â Rn ñ öåíòðîì â x0 ðàäèóñà δ > 0). Åñëè ñóùåñòâóþò òàêîå ÷èñëî θ, 0 < θ < 1, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ξ, x ∈ URn(x0, δ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|F (ξ)− F (x)− A(ξ − x)| ≤ θ

γ
|ξ − x|, ∀ ξ, x ∈ URn(x0, δ), (2.2)

ãäå ÷èñëî γ âçÿòî èç ëåììû 2.1 î ïðàâîì îáðàòíîì, òî äëÿ êàæäîãî y ∈ URm(F (x0), δ0), ãäå
δ0 = δ(1− θ)/γ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.1) ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà ñõîäèòñÿ ê
òàêîìó âåêòîðó x(y) ∈ URn(x0, δ), ÷òî F (x(y)) = y è ïðè ýòîì |x(y) − x0| ≤ K|y − F (x0)|,
ãäå K = γ/(1− θ).

Îòîáðàæåíèå y → x(y) èç URm(F (x0), δ0) â URn(x0, δ), ïîñòðîåííîå â ýòîé òåîðåìå, íàçûâà-
åòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì ê F .

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ, ñõîäèìîñòè âåêòîðîâ è

ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ èç Rn. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü F

îòîáðàæàåò øàð URn(ξ, r) ñ öåíòðîì â ξ ðàäèóñà r â Rm. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî â òî÷êå ξ,

åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî |F (ξ + x)− F (ξ)| < ε, åñëè òîëüêî |x| < δ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .} âåêòîðîâ èç Rn ñõî-
äèòñÿ ê âåêòîðó ξ ∈ Rn (è ïèøóò ξk → ξ ïðè k → ∞ èëè lim

k→∞
xk = ξ), åñëè äëÿ ëþáîãî

÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N , ÷òî |ξk − ξ| < ε, êàê òîëüêî k > N . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .} âåêòîðîâ èç Rn íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N , ÷òî |ξk − ξm| < ε, êàê òîëüêî k,m > N .
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×èñëîâîé ðÿä a1 + a2 + · · · + ak + · · · íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
S1 = a1, S2 = a1 + a2, . . . , Sk = a1 + · · ·+ ak, . . . ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 â äàëüíåéøåì áóäåò óòî÷íÿòüñÿ.
Â äîêàçàòåëüñòâå áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ôàêòû: 1) åñëè îòîáðàæåíèå F îòîáðàæàåò øàð URn(ξ, r)

â Rm è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå ξ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .} âåêòîðîâ èç Rn ñõîäèòñÿ ê
âåêòîðó ξ ∈ Rn, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F (ξ1), F (ξ2), . . . , F (ξk), . . .} âåêòîðîâ èç Rm ñõîäèòñÿ ê âåêòîðó F (ξ) ∈
Rm; 2) ïðåäåë ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ÷èñëî ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà íà ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (åñëè ξk → ξ, à ξ′k → ξ′,

à a � ÷èñëî, òî ξk + ξ′k → ξ + ξ′, à aξk → aξ); 3) åñëè 0 < θ < 1, òî 1 + θ + . . . + θk = 1−θk+1

1−θ (ôîðìóëà äëÿ
ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè); 4) âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Åñëè ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé, à òðåòüå âûòåêàåò èç íåïîñðåäñòâåííî ïðî-

âåðÿåìîãî òîæäåñòâà (1+θ+. . .+θk)(1−θ) = 1−θk+1, òî ÷åòâåðòîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðèè âåùåñòâåííûõ

÷èñåë, ñ èçëîæåíèÿ êîòîðîé îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îá ýòîì ðå÷ü èäåò â Äîïîë-

íåíèè â ðàçäåëå ×èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Äîêàæåì, ÷òî a) âåêòîðû xk ïîñòðîåííûå ìîäèôèöèðî-
âàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà, äëÿ âñåõ k ≥ 0 ëåæàò â URn(x0, δ) è b) ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk}k≥0 ôóíäàìåíòàëüíà. Óòâåðæäåíèå a) äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Íà÷àëüíûé ýëåìåíò x0 ïðè-
íàäëåæèò URn(x0, δ) ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü xs ∈ URn(x0, δ), 1 ≤ s ≤ k. Ïðèìåíåíèå ê ðàâåí-
ñòâó (2.1) îïåðàòîð A, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà è ðàâåíñòâà
AR(y) = y äëÿ ëþáîãî y èç Rm, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

A(xk − xk−1) = y − F (xk−1). (2.3)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (2.3), íåðàâåíñòâî |AR(y)| ≤ γ(y) è (2.2), ïîëó÷èì:
|xk+1 − xk| = |R(y − F (xk)| ≤ γ|y − F (xk)− y + F (xk−1) + A(xk − xk−1)| ≤ θ|xk − xk−1|.

Ïîâòîðèâ åùå k − 1 ðàç ýòî ðàññóæäåíèå, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|xk+1 − xk| ≤ θ|xk − xk−1| ≤ θ2|xn−1 − xn−2| ≤ . . . ≤ θn|x1 − x0|. (2.4)

Èñïîëüçóÿ â ñëåäóþùåé âûêëàäêå íåðàâåíñòâî äëÿ ìîäóëåé, íåðàâåíñòâî (2.4), ôîðìóëó
äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ñîîòíîøåíèå (2.3) äëÿ k = 1, à òàêæå âûáîð y,
ïîëó÷àåì:

|xk+1−x0| ≤ |xk+1−xk|+. . .+|x1−x0| ≤ (θk+θk−1+. . .+1)|x1−x0| <
γ

1− θ
|y−F (x0)| < δ (2.5)

ò. å. xr+1 ∈ URn(x0, δ) è çíà÷èò, âñå xk ïðèíàäëåæàò URn(x0, δ). Óòâåðæäåíèå a) äîêàçàíî.
Äîêàæåì b). Äëÿ ëþáûõ k, s ∈ N èìååì (â ñèëó íåðàâåíñòâ äëÿ ìîäóëåé): |xk+s − xs| ≤

|xk+s − xk+s−1| + . . . + |xk+1 − xk| ≤ (θk+s−1 + . . . + θk)|x1 − x0| ≤ γθk

1−θ
|y − F (x0)| < δθk,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî {xn}n∈N ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çíà÷èò îíà ñõîäèòñÿ.
Îáîçíà÷èì åå ïðåäåë x(y). Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â (2.3) (êîòîðûé ñóùåñòâóåò èç-çà íåïðåðûâ-
íîñòè F â URn(x0, δ)) (ñîâñåì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ïðåäîñòàâèì ÷èòàòåëþ)
ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó F (x(y)) = y, à ïåðåõîä ê ïðåäåëó â (2.5) îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî
|x(y)− x0| ≤ K|y − F (x0)| c K = γ

1−θ
.

2.2. Áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.
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Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå âìåñòî Rn è Rm ôèãóðèðóþò áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ (âåùåñòâåííûì) âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â íåì îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè � ñóììû âåêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî. Ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåííûì ñâîéñòâàì ÷èñåë è êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðîâ, òàêèì, êàê
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî ýëåìåíòà, ïðîòèâîïîëîæíîãî
ýëåìåíòà è ò. ï.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ‖ · ‖X : X → R+,

ñîïîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðó x íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ‖x‖X , íàçûâàåìîå íîðìîé âåêòîðà x, óäîâëåòâîðÿþùåå

àêñèîìàì: 1)‖x‖X ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ‖x‖X = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0, 2) ‖αx‖X =
|α|‖x‖X ∀x ∈ X, α ∈ R, 3) ‖x+x′‖X ≤ ‖x‖X +‖x′‖X . Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ìû îáîçíà÷àåì X = (X, ‖·‖X). ×åðåç
UX(x̂, r) = {x ∈ X | ‖x− x̂‖X < r} îáîçíà÷èì îòêðûòûé øàð â X, à ÷åðåç BX(x̂, r) = {x ∈ X | ‖x− x̂‖X ≤ r} �
çàìêíóòûé øàð âX ñ öåíòðîì â x̂ ðàäèóñà r. Ïîäìíîæåñòâî U ïðîñòðàíñòâà (X, ‖·‖X) íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì,
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U íàéäåòñÿ îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå öåëèêîì ðàñïîëîæåííîì â

U . Ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíîå ê îòêðûòîìó ìíîæåñòâó íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì. Íàëè÷èå íîðìû ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3′. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {xn}n∈N, xn ∈ X ñõîäèòñÿ ê
âåêòîðó x̂ è ïèøóò limn→∞ xn = x̂, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ ÷èñëî
N òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî ‖xn − x̂‖X < ε âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî n > N .

Ïóñòü Y = (Y, ‖ · ‖Y ) � äðóãîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è F : UX(x̂, r) → Y . Ãîâîðÿò, ÷òî ýòî
îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî â òî÷êå x̂, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî
‖F (x̂+ x)− F (x̂)‖Y < ε, åñëè ‖x‖X < δ.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà â òî÷êå
x̂, òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N, ñõîäÿùåéñÿ ê x̂ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F (xn)}n∈N ðàâåí
F (x̂).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N âåêòîðîâ èç X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N , ÷òî íåðàâåíñòâî ‖xn+k−xn‖ < ε âûïîëíåíî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ N è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N.

Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû, åñëè â íåì ëþáàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì.

Ïðîñòðàíñòâî X = Rn, n ≥ 1 ñ íîðìîé ‖x‖X = |x| = (
∑n

k=1 x
2
k)

1
2 , à òàêæå ïðîñòðàíñòâî C([a, b]) íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b] ñ íîðìîé ‖x(·)‖C([a,b]) = maxx∈[a,b] |x(t)| ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ðåøåíèè óðàâíåíèé, íî óæå â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ëåììà 2.2 (î ïðàâîì îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå).Ïóñòü

X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà A : X → Y � ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå.4 Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå R : Y → X (ïðàâîå îáðàòíîå) è êîíñòàíòà γ > 0
òàêèå, ÷òî AR(y) = y è ‖R(y)‖X ≤ γ|y|Y ∀y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà ðàâíîñèëüíà îäíîìó èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ëèíåéíîãî àíàëèçà
� ïðèíöèïó Áàíàõà îá îòêðûòîñòè.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Áàíàõà îá îòêðûòîñòè (ñì. ó÷åáíèê Êîëìîãîðîâà è Ôîìèíà ãë. IV,
ï.5 ), îáðàç åäèíè÷íîãî îòêðûòîãî øàðà â X ñ öåíòðîì â íóëå, ïðè îòîáðàæåíèè A ñîäåðæèò
îòêðûòûé øàð â Y ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà δ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ Y ,
ïî íîðìå ìåíüøåãî δ, íàéäåòñÿ ýëåìåíò x(y) ∈ X, ïî íîðìå ìåíüøèé åäèíèöû, òàêîé, ÷òî

Ax(y) = y. Ïîëîæèì R(y) = 2‖y‖Y

δ
x( δ

2‖y‖Y
y), R(0) = 0. Ïðîâåðêà ñâîéñòâ R òðèâèàëüíà.

4Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå Ax = y ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .
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Òåîðåìà 3′ î (ïðàâîì) îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.Ïóñòü
X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, F : UX(x0, δ) → Y (ãäå UX(x0, δ) = {x ∈ X | ‖x−x0‖X < δ}
� îòêðûòûé øàð â X ñ öåíòðîì â x0 ðàäèóñà δ > 0) è ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò òàêîå ëè-
íåéíîå, íåïðåðûâíîå è ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå A : X → Y , à òàêæå ÷èñëî θ, 0 < θ < 1,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

‖F (ξ)− F (x)− A(ξ − x)‖Y ≤
θ

γ
‖ξ − x‖X , ∀ ξ, x ∈ UX(x0, δ), (2.6)

ãäå ÷èñëî γ âçÿòî èç ëåììû 2.2. Òîãäà äëÿ êàæäîãî y ∈ UY (F (x0), δ0), ãäå δ0 = δ(1 − θ)/γ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà

xn = xn−1 +R(y − F (xn−1)), n ∈ N (2.7)

ñõîäèòñÿ ê òàêîìó ýëåìåíòó x(y) ∈ BX(x0, δ), ÷òî F (x(y)) = y è ïðè ýòîì ‖x(y)− x0‖X ≤
K‖y − F (x0)‖Y , ãäå K = γ/(1− θ).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 3 è ñ çàìåíîé |x| ïðè x ∈ X íà ‖x‖X è |y| ïðè y ∈ Y íà ‖y‖Y .

Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ êîðíåé îòäåëüíûõ
óðàâíåíèé ïðèìåíÿëèñü åùå â Äðåâíåé Ãðåöèè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðâûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
êîðíÿ óðàâíåíèÿ x2 = 2 áûë èçâåñòåí â ïåðâîì âåêå íàøåé ýðû. Ýòîò àëãîðèòì ïðèïèñûâàþò
Ãåðîíó. Àëãîðèòì Ãåðîíà îïèñûâàåòñÿ òàê: íàäî âûáðàòü ëþáóþ äðîáü x0 è çàòåì èñïîëü-
çîâàòü òàêóþ èòåðàòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: xk = 1

2
(xk−1 + 2

xk−1
), r = 1, 2, .... Èñòîðèÿ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáùèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîñõîäèò ê 1676 ãîäó, ê îòâåòó Íüþòîíà íà
ïèñüìî ê íåìó ñåêðåòàðÿ Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà Îëüäåíáóðãà, â êîòîðîì òîò îáðàòèëñÿ ê
Íüþòîíó çà íåêîòîðûìè ðàçúÿñíåíèÿìè. Íüþòîí íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x) = 0,
ãäå F (x) = x3 − 2x − 5, èçëîæèë ìåòîä, êîòîðûé â ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó xk = xk−1− (F ′(xk−1))

−1F (xk−1), k = 1, 2, . . ., ãäå F ′ � ýòî ïðî-
èçâîäíàÿ F , à íà÷àëüíàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ âû÷èñëèòåëåì, èñõîäÿ èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé
öåëåñîîáðàçíîñòè. Ïðèìåðíî â òå æå âðåìåíà Íüþòîí íàó÷èëñÿ ðàçëàãàòü ôóíêöèè â ðÿäû.
Êîìáèíèðóÿ ýòè äâà ìåòîäà Íüþòîí ñîñòàâèë òàáëèöû ìíîãèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Î
òî÷íîñòè ýòèõ òàáëèö ñâèäåòåëüñòâóåò ýïèãðàô â íà÷àëå ëåêöèè.

Äîêàçàííàÿ íàìè çàêëþ÷èòåëüíàÿ òåîðåìà ïðèíàäëåæèò àìåðèêàíñêîìó ìàòåìàòèêó
Ë.Ãðåéâñó (1896 � 1973). Îíà áûëà îïóáëèêîâàíà â 1950 ã. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ëåêöèè
ìû ñîâåðøèëè ýêñêóðñ â òåîðèþ îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé îò Íüþòîíà äî ñåðåäèíû ïðîøëîãî
ñòîëåòèÿ.

Äîêàçàííûå íàìè òåîðåìû îá îáðàòíûõ îòîáðàæåíèÿõ èãðàþò â ìàòåìàòèêå îãðîìíóþ
ðîëü. Ðàññêàæåì çäåñü î ïðèëîæåíèè ýòèõ òåîðåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðàâèëà ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà (1736 � 1813).
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Ëåêöèÿ 3. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè

Ìîæíî âûñêàçàòü ñëåäóþùèé îáùèé ïðèíöèï. Åñëè èùåòñÿ ìàêñèìóì èëè
ìèíèìóì íåêîòîðîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðè óñëîâèè, ÷òî ìåæäó ýòè-
ìè ïåðåìåííûìè èìååòñÿ ñâÿçü, çàäàâàåìàÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè óðàâíå-
íèÿìè, íóæíî ïðèáàâèòü ê ôóíêöèè, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü, ôóíêöèè, çàäàþ-
ùèå óðàâíåíèÿ ñâÿçè, óìíîæåííûå íà íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè, è èñêàòü
çàòåì ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì ïîñòðîåííîé ñóììû, êàê åñëè áû ïåðåìåííûå
áûëè íåçàâèñèìû. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, ïðèñîåäèíåííûå ê óðàâíåíèÿì ñâÿ-
çè, ïîñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ.

Æ.-Ë. Ëàãðàíæ
Ýòà ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà ìåòîäó Ëàãðàíæà ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì è îñíîâ-

íîìó ïðèíöèïó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ òàêèõ çàäà÷ � ïðèíöèïó êîìïàêòíîñòè.

3.1. Ïðèâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Òåðìèíû �ìàêñèìóì� è �ìèíèìóì� îáúåäèíÿ-
þòñÿ îáùèì òåðìèíîì �ýêñòðåìóì�, è çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì íàçûâàþò ýêñòðåìàëü-
íûìè çàäà÷àìè.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ñòàëè èññëåäîâàòü íà çàpå pàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè. Îíè âñòðå÷àþòñÿ â òðóäàõ ìíîãèõ
ìàòåìàòèêîâ äðåâíîñòè, íàïðèìåð, â ñî÷èíåíèÿõ Çåíîíà, Åâêëèäà, Àðõèìåäà, Àïîëëîíèÿ, Ãåðîíà. È â íîâîå
âðåìÿ (â 16 è 17 âåêàõ) áûëî ðåøåíî ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Âïëîòü äî 17 âåêà êàæäàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü �èíäèâèäóàëüíî�, ïðèåìîì ñïåöèàëüíî ïðè-
äóìàííûì èìåííî äëÿ íåå. Ïåðâûé îáùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé áûë ïðåäëîæåí Ôåðìà
(1600 � 1665).

Ôåðìà ðàññìàòðèâàë ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî (äàæå, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ïîëèíîìû
îäíîãî ïåðåìåííîãî) è äàë íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ñåé÷àñ ôîðìóëè-
ðóåòñÿ òàê: åñëè â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî åå ïðîèçâîä-
íàÿ ðàâíà íóëþ. Â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà åãî òåîðåìà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà äèôôåðåí-
öèðóåìûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå
íàçûâàþò òåîðåìîé Ôåðìà.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ è f � ôóíêöèÿ, îïðå-
äååííàÿ íà V . Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)
ôóíêöèèè f , åñëè íàéäåòñÿ òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ V â êîòîðîì âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî f(x) ≤ f(x̂) (f(x) ≥ f(x̂)) äëÿ âñÿêîãî x ∈ U . Òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì ìàêñèìó-
ìîì (ìèíèìóìîì) ôóíêöèè f íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç ýòîãî
ìíîæåñòâà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) ≤ f(x̂) (f(x) ≥ f(x̂)).

Íàïîìíèì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè
x̂ ∈ X è F : V → Y . Ãîâîðÿò, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ (è ïèøóò f ∈ D1(x̂)),
åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Λ èç X â Y òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X, äëÿ
êîòîðûõ x̂+x ∈ V ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå F (x̂+x) = F (x̂)+Λx+r(x), ãäå ‖r(x)‖Y /‖x‖X →
0 ïðè ‖x‖X → 0. Îïåðàòîð Λ (îïðåäåëÿåìûé ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì îäíîçíà÷íî) íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x̂ è îáîçíà÷àåòñÿ F ′(x̂). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â x̂
ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì â ýòîé òî÷êå. Îòîáðàæåíèå x→ F ′(x)x
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íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì F â x̂; åãî íàçûâàþò ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ îòîáðàæåíèÿ
F â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂.

Îòäåëüíî îáñóäèì âîïðîñ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé. Ïóñòü X è íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X â X è f : V → R � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
V . Ñîãëàñíî îáùåìó îïðåäåëåíèþ, ïðîèçâîäíîé f ′(x̂) ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà X. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ íà-
çûâàþò ïðîñòðàíñòâîì, ñîïðÿæåííûì ñ X è îáîçíà÷àþò X∗. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðîèçâîä-
íàÿ f ′(x̂) ýòî ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå: f ′(x̂) = lim

x→0

f(bx+x)−f(bx)
x

.

Â ïðîñòðàíñòâå Rn ïðîèçâîäíàÿ � ýòî âåêòîð-ñòðîêà f ′(x̂) = (y1, . . . , yn), ãäå yi � ýòî ïðîèç-
âîäíàÿ â íóëå ôóíêöèè t → f(x̂ + tei), 1 ≤ i ≤ n (ei � âåêòîð, ó êîòîðîãî i- òàÿ êîîðäèíàòà

ðàâíà åäèíèöå, îñòàëüíûå íóëè). ×èñëî yi = lim
t→0

f(bx+tei)−f(bx)
t

íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ ïî xi. Åå îáîçíà÷àþò
∂f(bx)

∂x
. Íàëè÷èå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå íå

ãàðàíòèðóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ýòîé òî÷êå.
Ýòî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (x1, x2), ðàâíîé íóëþ âñþäó, êðîìå ìíîæåñòâà {(x1, x2) |

x1 =
√
x1, x1 > 0}. Ýòà ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â íóëå, ò. å. íå äèôôåðåíöèðóåìà, â òî âðåìÿ, êàê åå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå ïî x1 è x2 ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ.

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà Ôåðìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-

öèè). Åñëè â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïðîèçâîäíàÿ â
ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî âûâîäèòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
Ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, íàçûâàþò

óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè.

Ïîñòàâèì ïðîáëåìó î çàäà÷å íà ýêñòðåìóì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ òèïà ðàâåíñòâ. Ïóñòü íà
îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå V íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâàX îïðåäåëåíû ôóíêöèÿ f0 : V → R,
îòîáðàæåíèå F : V → Y è òðåáóåòñÿ íàéòè (àáñîëþòíûé) ìàêñèìóì (ìèíèìóì) f0(x) ïðè
óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî F (x) = 0. Áóäåì çàïèñûâàòü ýòó ïðîáëåìó òàê:

f0(x) → max(min), F (x) = 0. (P )

Ãîâîðÿò, ÷òî x̂ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) äëÿ çàäà÷è (P ), åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé îòêðûòûé øàð UX(x̂, δ), ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç ýòîãî øàðà, äëÿ êîòîðîé F (x) = 0,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f0(x) ≤ f0(x̂) (f0(x) ≥ f0(x̂)). Òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì ìàêñè-
ìóìîì (ìèíèìóìîì) ôóíêöèè f â çàäà÷å (P ), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ V , äëÿ êîòîðîé
F (x) = 0, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f0(x) ≤ f0(x̂) (f0(x) ≥ f0(x̂)).

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ (P ) áûë îïèñàí Ëàãðàíæåì. Ñëîâà Ëàãðàíæà èç åãî êíèãè
�Òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé� (1797) áûëè ïðèâåäåíû â ýïèãðàôå ê ýòîé ëåêöèè. Ìû
ïîçâîëèì ñåáå ëèøü íåçíà÷èòåëüíî èçìåíèòü ðåöåïò Ëàãðàíæà. Âî-ïåðâûõ, ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü íå òîëüêî ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, íî äàæå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà íîð-
ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Âî-âòîðûõ, îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì è ôóíêöèþ, ýêñòðåìóì êîòîðîé
èùåòñÿ, òàêæå óìíîæèòü íà íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü è òåì ñàìûì ñîñòàâëÿòü âûðàæåíèå
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L(x, λ) = λ0f0(x) + 〈λ, F (x)〉, ãäå λ = (λ0, λ) ∈ R+ × X∗, êîòîðîå ñòàëè íàçûâàòü ôóíêöèåé
Ëàãðàíæà (à ÷èñëî λ0 è ýëåìåíò λ èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâàX

∗ � ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàí-
æà). Íàêîíåö, ìû íå áóäåì �èñêàòü ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì� ôóíêöèè Ëàãðàíæà, à ïðîñòî
áóäåì ïðèìåíÿòü ê çàäà÷å íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè Ëàãðàíæà íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà
¾êàê åñëè áû ïåðåìåííûå áûëè íåçàâèñèìû¿, ò. å. òåîðåìó Ôåðìà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó, íåîáõîäèìî äàòü îïðåäåëå-
íèå íåêîòîðîãî óñèëåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4′. Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè
x̂ ∈ X, F : V → Y .

Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è ïèøóò F ∈ SD(x̂, Y ), åñëè
F ∈ D1(x̂) è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ‖xi − x̂‖X < δ, i =
1, 2, òî ‖F (x1)− F (x2)− F ′(x̂)(x1 − x2)‖Y ≤ ε‖x1 − x2‖X .

Ïîíÿòèå ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá îáðàòíîì
îòîáðàæåíèè äëÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 3′′ îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè äëÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðà-
æåíèé: ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìîå è ðåãóëÿðíîå â òî÷êå îòîáðàæåíèå èç îäíîãî áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå ëîêàëüíî îáðàòèìî. Èëè: Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,
V � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X, F � îòîáðàæåíèå èç V â Y , ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìîå
è ðåãóëÿðíîå â òî÷êå x̂ (ò. å. îòîáðàæåíèå F ′(x̂) : X → Y ñþðúåêòèâíî). Òîãäà íàéäóòñÿ
îêðåñòíîñòü W òî÷êè F (x̂), îòîáðàæåíèå ϕ : W → V è êîíñòàíòà K > 0, òàêèå, ÷òî
F (ϕ(y)) = y è ‖ϕ(y)− x̂‖X ≤ K‖y − F (x̂)‖Y äëÿ ëþáîãî y èç W .

Ýòîò ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.2 î÷åâèäíûì îáðàçîì, åñëè âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå
ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 4 (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Ïóñòü â çàäà÷å (P ) ôóíêöèÿ f0 è

îòîáðàæåíèå F îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ è ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû
â ýòîé òî÷êå. Òîãäà, åñëè â òî÷êå x̂ äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å (P ), òî
ñóùåñòâóåò íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (λ0, λ) ∈ R+×X∗, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ,
òàêîé, ÷òî

Lx(x̂, λ) = λ0f
′
0(x̂) + 〈λ, F ′(x̂)〉 = 0. (2.8)

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó çäåñü â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà X = Rn, Y = Rm, F =
(f1, . . . , fm)T , fi îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ ∈ Rn è ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé
òî÷êå. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (2.8) ïðèîáðåòàåò âèä:

λ0f
′
0(x̂) + λ1f

′
1(x̂) + . . .+ λmf

′
m(x̂) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, òî âåêòî-
ðû f ′i(x̂), 0 ≤ i ≤ m, ëèíåéíî çàâèñèìû. Äîêàæåì òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî x̂ � ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå G(x) = (f0(x), f1(x), . . . , fm(x))T . Ïî óñëîâèþ ôóíêöèè
fi, 0 ≤ i ≤ m ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â x̂. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî è îòîáðàæåíèå G
ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂. Âåêòîðû f ′i(x̂), 0 ≤ i ≤ m îáðàçóþò ñòðîêè ìàòðèöû G′(x̂).
Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. îïðåäåëåíèå ðàíãà) ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí m+1, ò. å. ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-
ëîì ñòðîê. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà � Êàïåëëè G′(x̂) � ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð, è ìû
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ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.2′. Ïîëîæèì yν = (f0(x̂) + ν, 0, . . . , 0)T è ïóñòü xν = ϕ(yν), ãäå ϕ
� ïðàâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê G. Òîãäà G(xν) = (f0(x̂) + ν, 0, . . . , 0) è |xν − x̂| ≤ K|ν|. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî x̂ íå äîñòàâëÿåò çàäà÷å (P ) íè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, íè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Òåîðèþ ýêñòðåìóìà ïðèíÿòî îòñ÷èòûâàòü îò ïèñüìà Ôåð-
ìà Äåêàðòó (1638), ãäå îí îáúÿñíÿë ñâîé ïðèåì ðåøåíèÿ ãëàäêèõ çàäà÷ íà ýêñòðåìóì, îáîáùå-
íèÿ êîòîðîãî íàçûâàþò òåîðåìîé Ôåðìà. Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ
ïîÿâèëèñü â ïåðâûõ ðàáîòàõ ïî àíàëèçó Íüþòîíà è Ëåéáíèöà, â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ó Ýé-
ëåðà, â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ó Ôðåøå. Ïðèíöèï Ëàãðàíæà äëÿ êîíå÷íîìåðíîé ãëàäêîé
çàäà÷è ñ ðàâåíñòâàìè áûë ñôîðìóëèðîâàí Ëàãðàíæåì â 1797 ã., íî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
ýòîé òåîðåìû ñòàëî äåëîì ìàòåìàòèêîâ ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè äåâÿòíàäöàòîãî âåêà. Tåîðåìà
3.1 áûëà äîêàçàíà Ëþñòåðíèêîì â 1934ã..

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ýêñòðåìóì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è.
Îäèí èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè, ê èçëîæåíèþ
êîòîðîãî ìû ïåðåõîäèì.

ß óáåæäåí, ÷òî áóäåò âîçìîæíî äîêàçûâàòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ îáùåãî ïðèíöèïà, ÷üÿ ñóùíîñòü íàâåÿíà ïðèíöèïîì Äèðèõëå. Ýòîò îá-
ùèé ïðèíöèï, âîçìîæíî ïðèáëèçèò íàñ ê îòâåòó íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: èìååò
ëè ðåøåíèå êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîáëåìà, åñëè ñàìîìó ïîíÿ-
òèþ �ðåøåíèå"ïðè ñëó÷àå ïðèäàâàòü ðàñøèðåííîå òîëêîâàíèå.

Ä. Ãèëüáåðò.

3.2. Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè. Ñíà÷àëà íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ îáùåé òîïîëî-
ãèè. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ � âåòâü ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùàÿ ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíî-
ñòè. Îïèøåì ýòè ïîíÿòèÿ â ðàìêàõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïàðà (X, d), ãäå X � ìíî-
æåñòâî, à d = d(x, y) � âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñè-
îìàì: a) d(x1, x2) = 0 ⇔ x1 = x2, b) d(x1, x2) = d(x2, x1) ∀x1, x2 ∈ X, c) d(x1, x3) ≤
d(x1, x2)+d(x2, x3)∀x1, x2, x3 ∈ X, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn}n∈N íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ξ ∈ X, ÷òî ∀ε > 0 ∃N >
0 : d(xn, ξ) < ε ∀n ≥ N ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåòíàëüíîé, åñëè
∀ε > 0 ∃N > 0 : d(xn, xm) < ε ∀n,m ≥ N ; âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íà (X, d) íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : d(x, x0) < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε; ôóíêöèþ
f íàçûâàþò íåïðåðûâíîé íà (X, d), åñëè îíà íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå X.

Îïðåäåëåíèå 5.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàþò êîìïàêòîì, åñëè èç êàæäîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç X ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ëåììà (î êîíå÷íîìåðíûõ êîìïàêòàõ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî Rn áûëî
êîìïàêòîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî ñòðîèò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè áîëüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà. Èç íåå
íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷å-
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íà, íî íå çàìêíóòà, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé
çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà, íî íå ñàìîìó ìíîæåñòâó. Èç íåå òàêæå íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äîêàæåì â ñëó÷àå R2, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, è çíà÷èò, åãî ìîæíî ïîìåñòèòü â êâàäðàò. Ïóñòü äàíà êàêàÿ-òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü â íàøåì îãðàíè÷åííîì è çàìêíóòîì ìíîæåñòâå. Âûáåðåì òî÷êó x1 â ýòîì
ìíîæåñòâå. Ðàçäåëèì êâàäðàò íà ÷åòûðå ðàâíûõ êâàäðàòà. Â îäíîì èç íèõ îêàæåòñÿ áåñêî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Âûáåðåì èç íåãî òî÷êó x2 6= x1 è äàëåå áóäåì ïîñòóïàòü àíàëîãè÷íî.
Â èòîãå ïðèõîäèì ê ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èç êîòîðîé âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ.
Â ñèëó çàìêíóòîñòè îíà áóäåò ñõîäèòüñÿ ê òî÷êå ìíîæåñòâà.

Ëåììà (Ãåéíå) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå (X, d), áûëà íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà íåïðå-
ðûâíîé ïî Ãåéíå, ò. å. äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N, ñõîäÿùåéñÿ ê x0, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {f(xn)n∈N} ñõîäèëàñü áû ê f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ïî Ãåéíå. Ïóñòü
íåïðåðûâíîñòü ïî Ãåéíå èìååòñÿ, íî íåïðåðûâíîñòè íåò. Îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîñòè îçíà÷àåò,
÷òî èìååòñÿ òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî ∀n ∈ N ∃xn : d(xn, x0) <

1
n
, íî |f(xn) − f(x0)| > ε. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåéíå.
Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íà (X, d) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà X, åñëè ∀ε >

0 ∃δ > 0 : d(x1, x2) < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε.
Òåîðåìà 5. à) Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè Âåéåðøòðàññà. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà

êîìïàêòå, äîñòèãàåò íà íåì ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
b) Òåîðåìà Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà êîì-

ïàêòå, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò è f ∈ C(X). 1) Åñëè äîïóñòèòü,

÷òî f íåîãðàíè÷åíà, òî ∀n ∈ N ∃xn : |f(xn)| > n. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîñòè ∃{nk}k∈N :
xnk

→ x0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåéíå. 2) Ïóñòü f îãðàíè÷åíà ñâåðõó è M �
âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé f . Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè ∀n ∈ N ∃xn : f(xn) > M − 1

n
. Ïî

îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîñòè ∃{nk}k∈N : xnk
→ x0. Ïî ëåììå Ãåéíå f(x0) = M .

á) Åñëè äîïóñòèòü îáðàòíîå, òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî ∀n ∈ N ∃xn, x
′
n : d(xn, x

′
n) <

1
n
, íî |f(xn) − f(x′n)| > ε. Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîñòè ∃{nk}k∈N : xnk

→ x0, ïðè ýòîì
f(x′n) 6= f(x0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå Ãåéíå.

Ââåäåì ìåòðèêó â ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòåX: dC(f1, f2) = maxx∈X |f1(x)−
f2(x)|. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå X ñ ìåòðèêîé dC îáîçíà÷àþò C(X).

Òåîðåìà î ïîëíîòå C(X). Ïðîñòðàíñòâî (C(X), dC) ïîëíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {fn}n∈N � ôóíäàìåíòàëüíàÿ (â ñìûñëå ìåòðèêè dC) ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, ò. å. ∀ε > 0 ∃N ∈ N : dC(fn, fm) < ε (i) ∀n,m ≥ N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî x ∈ X limn→∞ fn(x) = f(x). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (i), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè n ≥ N
|f(x)− fn(x)| ≤ ε (ii). Ïóñòü x0 ∈ X. Äëÿ íåêîòîðîãî n0 ≥ N íàéäåì δ > 0 : dC(x, x0) < δ ⇒
|f(x)−f(x0)| < ε/3 (iii). Èç (ii) è (iii) ñëåäóåò, ÷òî |fn0(x)−fn0(x0)| < ε, ò.å. f íåïðåðûâíà.
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Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ è îáùåé òîïîëîãèè
áûëè ââåäåíû Ã. Êàíòîðîì. Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè ïðåòåðïåë çíà÷èòåëüíóþ ýâîëþöèþ, â
ðàçâèòèè êîòîðîé íàäî íàçâàòü èìåíà Âåéåðøòðàññà, Áîðåëÿ Ëåáåãà è Áýðà, êîòîðîìó ïðè-
íàäëåæèò âåñüìà ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Òåîðåìà Áýðà ãëàñèò: ïîëó-
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòå äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà.

Ëåêöèÿ 4. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ãåîìåòðèÿ.

Â ýòîé ëåêöèè ïðîâîäèòñÿ �âèçóàëèçàöèÿ� òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííîé â
ëåêöèè 1. Çäåñü ñíîâà, êàê è â ëåêöèè 1 èíäåêñû âåêòîðîâ áóäåì ïîìåùàòü íàâåðõó.

4.1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû è ïðàâèëî Êðàìåðà
Ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ, êîòîðîå ìû ñîáèðàåìñÿ ñåé÷àñ ââîäèòü, èãðàåò âûäàþùóþñÿ ðîëü

è â àëãåáðå, è â ãåîìåòðèè, è â àíàëèçå. ×åðåç îïðåäåëèòåëè âûðàæàþòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé (â êîòîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ ñîâïàäàþò). Ýòè âûðàæåíèÿ íàçûâà-
þòñÿ ïðàâèëîì Êðàìåðà. Íî íà ïðàêòèêå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áîëüøèõ ðàçìåðíî-
ñòÿõ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëåé íå ðåøàþò (òàêèå ðåøåíèÿ òðåáóþò ñëèøêîì áîëüøîãî ÷èñëà
îïåðàöèé).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëÿ, ïîðîæäåííîãî n âåêòîðàìè â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå � ýòî îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîðîæäåííîãî ýòèìè âåêòîðàìè. Îò-
ìåòèì ñâîéñòâà òàêîé õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêè äîêàçûâàþòñÿ íà ïðèìåðàõ
n = 2, 3. Ââåäåì ôóíêöèþ V : Rn × . . . × Rn → R, V = V (a1, . . . , an) ñèñòåìû âåêòîðîâ
{aj}n

j=1 è ïîòðåáóåì îò ýòîé ôóíêöèè âûïîëíåíèÿ òàêèõ óñëîâèé: à) óñëîâèå íîðìèðîâêè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó îáúåì åäèíè÷íîãî êóáà äîëæåí ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå: V (e1, . . . , en) = 1, ãäå
e1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , en = (0, . . . , 1)T � íàáîð åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â Rn,

b) óñëîâèå �àíòèñèììåòðè÷íîñòè�:
V (a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, ai+2, . . . , an) = −V (a1, . . . , ai−1, ai+1, ai, ai+2, . . . , an) è

ñ) óñëîâèå ëèíåéíîñòè ïî êàæäîìó âåêòîðíîìó àðãóìåíòó (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû V (αa1 + α′a1′ , a2, . . . , an) = αV (a1, a2, . . . , an) + α′V (a1′ , a2, . . . , an)).

Óñëîâèÿ a) è b) ïðåäñòàâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè, è îíè ñïðàâåäëèâû äëÿ îïðåäåëèòåëåé
ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà. Óñëîâèå ëèíåéíîñòè äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 1
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Ðèñ. 1:

Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî V (a + b.c) = V (a.c) + V (b.c). Äåéñòâèòåëüíî, V (a + b.c) =
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SACC′A′ , à V (a.c) + V (b.c) = SACC′A′ − SA′B′C′ + SABC . Íî ïîñêîëüêó SA′B′C′ = SABC , ìû è
ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Åñëè ai = ai+1, òî èç óñëîâèÿ b) ñëåäóåò, ÷òî V (a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, ai+1, . . . , an) = 0.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñîâïàäåíèè ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ (íåîáÿçàòåëüíî ñîñåäíèõ) ýòî
ðàâåíñòâî îñòàåòñÿ â ñèëå.

Âûâåäåì èç óñëîâèé a) � c) âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Çäåñü e1 = (1, 0)T , e2 =
(0, 1)T . Èìååì: V = V (a1, a2) = V (a11e

1 + a21e
2, a12e

1 + a22e
2) = (a11a22 − a12a21)V (e1, e2) = a11a22 − a12a21.

Àíàëîãè÷íî èç ïðèâåäåííûõ àêñèîì îäíîçíà÷íî âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, ïî-
ðîæäåííîãî âåêòîðàìè a1, a2 è a3 â òðåõìåðíîì ñëó÷àå: V (a1, a2, a3) = a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 −
a13a22a31 − a12a21a33 − a11a32a23.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê òàêîìó ðåçóëüòàòó: ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ V = V (a1, . . . , an), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìàìè à) - ñ). Äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî ∑

P

(−1)|P |Πn
i=1aiP (i),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì P ïåðâûõ n ÷èñåë {1, 2, . . . , n}, ãäå ÷èñëî |P | ðàâíî
÷èñëó òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ïåðåõîäà îò (P (1), P (2), . . . , P (n))
ê {1, 2, . . . , n}. Íàïðèìåð, ÷ëåí a13a21a32 èìååò çíàê +, èáî ïåðåõîä îò (312) ê (123) òðåáóåò
äâóõ òðàíñïîçèöèé:(312) → (132) → (323)).

Îïðåäåëèòåëåì (äåòåðìèíàíòîì) ìàòðèöû A, ñîñòàâëåííîé èç ñòîëáöîâ a1, a2, . . . , an, íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî detA = V (a1, a2, . . . , an). Ñôîðìóëèðóåì ñêàçàííîå åùå ðàç.

Îïðåäåëåíèå 6. Îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû âåêòîðîâ {a1, . . . , an} èç Rn íàçûâàåòñÿ çíà÷å-
íèå íà ýòîé ñèñòåìå âåêòîðîâ åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèè det : Rn × . . .×
Rn → R, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì à) - ñ) íîðìèðîâêè, àíòèñèììåòðèè è ëèíåéíîñòè ïî êàæ-
äîìó àðãóìåíòó. Åñëè ìàòðèöà A, ñîñòàâëåíà èç ñòîëáöîâ a1, a2, . . . , an, òî det(a1, a2, . . . , an)
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A.

Òåîðåìà 6 (ïðàâèëî Êðàìåðà). Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèç-
âåñòíûìè îòëè÷åí îò íóëÿ, òîãäà ñèñòåìà (1)n ëåêöèè 1 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè, è ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà:

xi =
detAi

detA
, detAi = V (a1, . . . , ai−1, y, ai+1 . . . , an), 1 ≤ i ≤ n. (i)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü detA 6= 0. Òîãäà ïî åãî ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû (èáî â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå èç ëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöàì ñëåäîâàëî áû, ÷òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ). Ïî òåîðåìå 1.1 ñèñòåìà (1)n ðàçðåøèìà. Â ñèëó ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû Ax = b, íàé-
äóòñÿ xi, 1 ≤ i ≤ n, òàêèå, ÷òî x1a

1 + . . .+ xna
n = b. Èìååì

detAi = V (a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) =
V (a1, . . . , ai−1, x1a

1 + . . .+ xna
n, ai+1, . . . , an) = xidetA

Îòñþäà âûòåêàþò äîêàçûâàåìûå ðàâåíñòâà.
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4.2. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En. Ïîäïðîñòðàíñòâà â En.
Åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì En íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ èç Rn, ñíàáæåííîå ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

×èñëî |x| =
√
〈x, y〉 =

√
x2

1 + . . .+ xn
n íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì âåêòîðà x ∈ En.

Çàìå÷àíèå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî Rn è
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà íåì, îáîçíà÷åííîå íàìè â ëåêöèè 1 ÷åðåç Rn∗. Ýòî
äàåò âîçìîæíîñòü èçîáðàæàòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â En â òîì æå ïðîñòðàí-
ñòâå En. Âåêòîð f ′(x̂) = (∂f(bx)

∂x1
, . . . , ∂f(bx)

∂xn
) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì f â x̂.

Âåêòîðû x, y ∈ En, äëÿ êîòîðûõ 〈x, y〉 = 0, íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Ïîÿñíèì ýòî
îïðåäåëåíèå â ïëîñêîì ñëó÷àå (ðèñ. 2).
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(
−x2

x1

)

Ðèñ. 2:

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ x = (x1, x2) è y = (y1, y2)
÷åðåç êîîðäèíàòû. Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ êîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè
x è y èëè, ÷òî òî æå sin(y, x⊥) � ñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè y è x⊥. Âîñïîëüçóåìñÿ
òåïåðü òåì, ÷òî ïëîùàäü V (y, x⊥) ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû y è x⊥ ðàâíà
ñ îäíîé ñòîðîíû |x||y| sin(y, x⊥) = |x||y| cos(x, y), à ñ äðóãîé � ýòî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû(
−x2 x1

y1 y2

)
= x1y1 +x2y2 = 〈x, y〉, îòêóäà 〈x, y〉 = |x||y| cos(x, y). Òåì ñàìûì, îðòîãîíàëüíîñòü

âåêòîðîâ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè ðàâåí íóëþ.
Ìíîæåñòâî L ⊂ En íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè ïðè âñåõ x, y ∈ L αx+βy ∈ L äëÿ

ëþáûõ α, β ∈ R.
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {e1, . . . , en} íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, åñëè 〈ei, ej〉 = 0

ïðè âñåõ i 6= j. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè |ei| = 1 ïðè
âñåõ 1 ≤ i ≤ k. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè èç òîãî, ÷òî 〈x, ei〉 = 0 äëÿ
âñåõ 1 ≤ i ≤ k ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

Ïîñòðîèì â ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊂ En ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Åñëè L íå
ñîñòîèò èç îäíîãî íóëÿ, â íåì èìååòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð f 1. Ïîëîæèì e1 = f1

|f1| . Åñëè íåò

âåêòîðîâ èç L, íå ïðîïîðöèîíàëüíûõ e1, òî ïîñòðîåíèå çàêîí÷åíî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò âåêòîð
f 2, íå ïðîïîðöèîíàëüíûé âåêòîðó f 1. Òîãäà âåêòîð g2 = f 2 − 〈f 2, e1〉e1 áóäåò îðòîãîíàëåí

e1. Îáîçíà÷èì âåêòîð g2

|g2| ÷åðåç e
2. È äàëåå áóäåì ïîñòóïàòü àíàëîãè÷íî. ×åðåç íåêîòîðîå

÷èñëî øàãîâ, ìåíüøåå èëè ðàâíîå n, âñå çàêîí÷èòñÿ ïîñòðîåíèåì ñèñòåìû {ei}m
i=1. Ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî m � èíâàðèàíò ïîäïðîñòðàíñòâà: ñ êàêîãî âåêòîðà ìû áû íè íà÷èíàëè è êàê
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áû íè ïðîäîëæàëè, ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ çà m øàãîâ. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ, íå ïðèíàäëåæàùåãî L, âåêòîð ξ −
∑m

i=1〈ξ, ei〉ei îðòîãîíàëåí L,

à ðàññòîÿíèå îò ξ äî L ðàâíî ìîäóëþ ýòîãî âåêòîðà, ò. å. ÷èñëó
√
|ξ|2 −

∑m
i=1〈ξ, ei〉2 (ïðî-

âåðüòå!). Îòìåòèì ýòîò âàæíûé ôàêò: äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ðàçìåðíîñòè ìåíüøåé
n, ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü
ñôîðìóëèðîâàòü îòëè÷íîå îò òåîðåìû Êðîíåêåðà � Êàïåëëè óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíå-
íèÿ Ax = y:

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå Ax = y âîçìîæíî áûëî áû ðåøèòü,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð y áûë îðòîãîíàëåí ëþáîìó ðåøåíèþ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé AT .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax = y, à η � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ATx = 0,

òî 〈y, η〉 def
= 〈Aξ, η〉 Id

= 〈ξ, ATη〉 = 0.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âåêòîð y îðòîãîíàëåí ëþáîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ATx = 0, íî

ðåøåíèÿ Ax = y íå ñóùåñòâóåò. Îáðàç En ïðè îòîáðàæåíèè A � ïîäïðîñòðàíñòâî è y /∈ AEn.
Ïóñòü y′ îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç y íà AEn. Òîãäà 〈y − y′, Ax〉 = 0 äëÿ âñåõ x è çíà÷èò,
〈AT (y − y′), AT (y − y′)〉 = 0, ò. å. AT (y − y′) = 0. Òîãäà ïî óñëîâèþ 〈y, y − y′〉 = 0, îòêóäà
(â ñèëó òîãî, ÷òî y − y′ îðòîãîíàëüíî y′) ïîëó÷àåì, ÷òî 〈y − y′, y − y′〉 = 0, ò. å. y ∈ L �
ïðîòèâîðå÷èå.

Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå äåòåðìèíàíòà áûëî ïðåä-
ëîæåíî âî âòîðîé ïîëîâèíå 19 âåêà Ê. Âåéåðøòðàññîì (1815 � 1897) è Ë. Êðîíåêåðîì; ýòî
îïðåäåëåíèå ñëåäîâàëî èç êîöåïöèè Ãðàññìàíà, èçëîæåííîé â åãî òðóäå ¾Ó÷åíèå î ëèíåéíîì
ïðîòÿæåíèè¿(1847), êîòîðûé äîëãî îñòàâàëñÿ íåâîñòðåáîâàííûì.

Ëåêöèÿ 5. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ê ãëàâíûì îñÿì. Äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.

Åñëè íè÷òî íå ñîáü¼ò íàñ ñ ïóòè, òî ìû óïîäîáèìñÿ Çèãôðèäó, ïåðåä êîòî-
ðûì îãíåííûé âàë ðàñòóïàåòñÿ ñàì ñîáîþ

Ä. Ãèëüáåðò.

Çäåñü äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû Ôðåäãîëüìà è Ãèëüáåðòà � öåíòðàëüíûå â áåñêîíå÷íîìåð-
íîé òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

5.1. Òåîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ êâàäðèê
Êâàäðèêà � ýòî ìíîæåñòâî óðîâíÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, à êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ â

En � ýòî ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ñóììå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ëèíåéíîé ôóíêöèè è êîíñòàíòû, ò. å.
f(x) = 〈Ax, x〉+2〈b, x〉+c =

∑
1≤i,j≤n aijxixj+2

∑n
i=1 bixi+c. Çäåñü A� ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà,

ò. å. AT = A èëè aij = aji äëÿ ëþáûõ i è j. Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íàçîâåì íåâûðîæäåííîé,
åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.

Ó íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Äëÿ ýòîãî
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ñäâèíåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíî íà âåêòîð a, ïåðåéäÿ ê êîîðäèíàòàì y = x + a,.
Ïîäñòàâèâ â f âìåñòî x âåêòîð y − a è îáîçíà÷èâ ϕ(y) = f(y − a), ïîëó÷èì ϕ(y) = 〈A(y −
a), (y− a)〉+ 2〈b, (y− a)〉+ c. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì èìåòü: ϕ(y) = 〈Ay, y〉+
2〈b − Aa, y〉 + c′, ãäå c′ = c + 〈Aa − 2b, a〉. Åñëè A ðàçðåøèìàÿ ìàòðèöà, òî ìîæíî ðåøèòü
óðàâíåíèå Aa = b, ÷òî ïðèâåäåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó 〈Ay, y〉+ c′.

Ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q(x) = 〈Ax, x〉 ê ãëàâíûì îñÿì èëè ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó.

Òåîðåìà 7 (òåîðåìà î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ãëàâíûì îñÿì.) Äëÿ
ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A íàéäóòñÿ m ≤ n åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåê-
òîðîâ {f i}1≤i≤m è m îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷èñåë λi, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q
ïðèîáðåòàåò âèä: Q(x) =

∑m
i=1 λi〈f i, x〉2, Ïðÿìûå, ïîðîæäàåìûå âåêòîðàìè f i, íàçûâàþòñÿ

ãëàâíûìè îñÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1 è åå îáîáùåíèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíûé
ñëó÷àé ñâÿçàí ñ ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì c ïîìîùüþ
ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ìàêñèìóì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà:
f0(x) =

∑
1≤i,j≤n aijxixj → max, f1(x) =

∑n
i=1 x

2
i = 1, èëè, â ñîêðàùåííîé ôîðìå:

〈Ax, x〉 → max, 〈x, x〉 = 1. (P1)

Åäèíè÷íàÿ ñôåðà Sn−1 = {x |
∑n

i=1 x
2
i = 1} � êîìïàêò â En, ôóíêöèÿ f0 íåïðåðûâíà âñþäó â

En, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòå ðåøåíèå ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì åãî e1. Èç ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî
íàéäåòñÿ ÷èñëî λ1 äëÿ êîòîðîãî Ae1 = λ1e

1 (âåêòîð e1 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì
ìàòðèöû A, à ÷èñëî λ1 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîé ìàòðèöû. Ìû äîêàçàëè
ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A. Äîïóñòèì, ìû äîêàçàëè ñóùåñòâî-
âàíèå k îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ {ej}1≤j≤k, k < n. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå k + 1-ãî âåêòîðà.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäà÷ó

〈Ax, x〉 → max, 〈x, x〉 = 1, 〈x, ej〉 = 0, 1 ≤ j ≤ k. (Pk)

Ñíîâà èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì åãî ek+1. Èç ïðàâèëà
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ êîíñòàíòû λk+1, µ1, . . . , µk òàêèå, ÷òî Aek+1 =
λk+1e

k+1+µ1e
1+. . .+µke

k. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî íà e1, . . . , ek, ïîëó÷àåì, ÷òî
µ1 = . . . = µk = 0. Ìû ïîñòðîèëè k+1-é ñîáñòâåííûé âåêòîð. Òàê áóäóò ïîñòðîåíà ñèñòåìà èç
n îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ {ek}1≤k≤n. Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî
íåçàâèñèìà (ïî÷åìó?). À òîãäà â ñèëó àëüòåðíàòèâû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ïðèñîåäèíåíèå
ëþáîãî âåêòîðà x åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç {ek}1≤k≤n: x =

∑n
k=1 xke

k. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåí-
ñòâî íà ek è ïîëüçóÿñü îðòîíîðìèðîâàííîñòüþ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó: x =

∑n
k=1〈x, ek〉ek, à

çíà÷èò (â ñèëó ëèíåéíîãî ñâîéñòâà A) áóäåì èìåòü Ax =
∑n

k=1 λk〈x, ek〉ek è, íàêîíåö, â ñèëó
îðòîíîðìèðîâàííîñòè ek, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî: f0(x) =

∑
1≤k≤n λk〈x, ek〉2.

Â ñâÿçè ñ äîêàçàííîé òåîðåìîé ðàçóìíî ââåñòè äâà âàæíûõ ïîíÿòèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðîâ n × n. Âåêòîð x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî Ax = λx. Åñëè ñòðîêè
ìàòðèöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â Rn, òî òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé.

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îðòîãîíàëü-
íîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó èëè ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð
îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâîäèòñÿ ê ãëàâíûì îñÿì.

Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè ýêñòðåìóìà äëÿ ñâåäåíèÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ñóììå êâàäðàòîâ áûëî îñóùåñòâëåíî Ëàãðàíæåì â 1759 ã.

5.2. Áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâî l2. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû Ôðåäãîëüìà

Ïðîñòðàíñòâî l2 îáðàçîâàíî âåêòîðàìè x = (x1, x2, . . . , xn, . . .), îáëàäàþùèìè ñâîéñòâîì∑
n∈N x

2
i <∞. Âûðàæåíèå (

∑
n∈N x

2
i )

1/2 íàçûâàþò ìîäóëåì x è îáîçíà÷àþò |x|. Ïðîñòðàíñòâî
l2 ìîæíî ñíàáäèòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn + . . ., êîòîðîå
îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ èç l2.

Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà (Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî) äëÿ äâóõ âåêòîðîâ x è y
èç l2: |〈x, y〉| ≤ |x||y|. (Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îíî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé 0 ≤ 〈x− ty, x−
ty〉 Id

= |x|2 − 2t〈x, y〉+ |y|2, à â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå íàäî ïåðåéòè ê ïðåäåëó).
Èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èç l2 íå

âûâîäèò èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïðåâðàòèòü l2 â ìåò-
ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (îïðåäåëåíèå ñì. â Äîïîëíåíèè), ïîëîæèâ ðàññòîÿíèå d(x, y) ìåæäó
âåêòîðàìè x è y ðàâíûì |x− y|. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî l2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Çàìå÷àíèå îá îïðåäåëèòåëÿõ â l2. Íåêîòîðîå âðåìÿ â 19 âåêå äåëàëàñü ïîïûòêà ïî-
ñòðîèòü òåîðèþ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ
ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëåé, íî îíà îêàçàëàñü íå âïîëíå óäà÷íîé è áûëà çàìåíåíà ãåîìåòðè÷å-
ñêîé òåîðèåé ê èçëîæåíèþ êîòîðîé ìû ïåðåõîäèì.

Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå áûëà íàìè ñôîðìóëèðîâàíà â ãëàâå 1
â ïðîñòðàíñòâå lT2 . Ïåðåôîðìóëèðóåì åå â ïðîñòðàíñòâå l2 âåêòîðîâ x, â êîòîðûõ ââåäåíî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû òàêîâà:

Òåîðåìà (Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó I+B åäèíè÷íîé
ìàòðèöû è ìàòðèöû B = (bij)1≤i,j<∞, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
‖B‖ = (

∑
i,j∈N b

2
ij)

1/2 <∞. Òîãäà:
a) Èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà: èëè óðàâíåíèå Ax = y ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî y ∈ l2, èëè

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.
b) Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå Ax = y áûëî ðàçðåøèìî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈y, x〉 âåêòîðà y íà ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ATx =
0, áûëî ðàâíî íóëþ (èíà÷å ãîâîðÿ, âåêòîð y äîëæåíí áûòü îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó
KerAT ).

Äîêàçàòåëüñòâî. A) Äîïóñòèì, ÷òî íàøó ñèñòåìó Ax = y ìîæíî ðåøèòü äëÿ ëþáîé ïðàâîé
÷àñòè, à îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, è ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äîêàçà-
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òåëüñòâî â ýòîé ÷àñòè ïðîõîäèò â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïî ñõåìå êîíå÷íîìåðíûõ òåîðåì ãëàâû
1 è îñíîâûâàåòñÿ íà òàêîì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 5.1. Íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ {f i}i∈N,
òàêîé, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Bf i è Bf j ïðè i 6= j ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü |Bf i−Bf j| ≥ α, i 6= j. Âûáåðåì N íàñòîëüêî áîëüøèì,
÷òîáû ‖B−BN‖ ≤ α

4
(i), ãäå BN = (bij)1≤i,j≤N . Òîãäà áóäåì èìåòü ((TI) � Triangle Inequality �

íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà): |BNf
i−BNf

j| Id
= |Bf i−Bf j +BNf

i−Bf i−BNf
j +Bf j|

TI

≥ |Bf i−
Bf j|−|BNf

i−Bf i|−|BNf
j−Bf j| (ii). Íî èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò, ÷òî

|BNf
i−Bf i| ≤ ‖BN −B‖ |f i|

(i)

≤ α/4, àíàëîãè÷íî |BNf
j −Bf j| ≤ α/4, îòêóäà è èç (ii) ñëåäóåò,

÷òî |BNf
i − BNf

j| ≥ α/2. Ìû ñâåëè äåëî ê êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ è äîëæíû äîêàçàòü,
÷òî â N -ìåðíîì øàðå BallN(o,R) ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà R = ‖BN‖ íåëüçÿ ðàñïîëîæèòü
ñëèøêîì ìíîãî òî÷åê xi, íàõîäÿùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè, áîëüøåì α/2. Ïóñòü íàì
óäàëîñü ðàñïîëîæèòü â øàðå BallN(o,R) k òî÷åê {x1, . . . , xk}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âíóòðåííîñòè
øàðîâ BallN(xi, α/4) äðóã ñ äðóãîì íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íî âñå ýòè øàðû ëåæàò âíóòðè øàðà
BallN(o,R′), ãäå R′ = R+α/4. Îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà kVolBallN(o, α/4) ≤ VolBallN(o,R′), ãäå
VolBallN(o, ρ) � îáúåì øàðà ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà ρ. Ìû ïðèøëè ê îöåíêå k ≤ (4R′

α
)N .

Ëåììà äîêàçàíà.
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå

e1 óðàâíåíèÿ Ax = 0, è ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |e1| = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk = KerAk.
Äîêàçàíî, ÷òî L1 íåòðèâèàëüíî. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ae

2 = e1 è äàëåå Aek+1 = ek ïîêàçûâàåò,
÷òî âñå Lk íåòðèâèàëüíû. Ïðè ýòîì èç ëåììû I âûòåêàåò, ÷òî âñå Lk � êîíå÷íîìåðíû (èíà÷å
ìû ïîñòðîèëè áû â Lk îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó èç ëþáîãî ÷èñëà âåêòîðîâ gk òàêèõ, ÷òî
|Bgi−Bgj| = |gi− gj| =

√
2. Ðàññìîòðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ben. Ïóñòü m > n. Ëåãêî ïîíÿòü,

÷òî zn = en − Aen + Aem ∈ KerAm−1. Çíà÷èò, ‖Bem − Ben‖ = ‖zn − em‖ ≥ 1/2. Ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ êîìïàêòíîñòüþ îïåðàòîðà B. Ñëåäîâàòåëüíî, KerA = 0.

B) Ïóñòü AX 6= X. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, óòâåðæäåíèÿ, ÷òî òîãäà KerA 6= 0, ïðèäåò-
ñÿ èñïîëüçîâàòü äâà ôàêòà, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû â Äîïîëíåíèè): 1) AX � çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â l2, è 2) ê çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó l2 ìîæíî ïðîâåñòè ïåðïåíäè-
êóëÿð. Èòàê, AX � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü y � ïåðïåíäèêóëÿð ê íåìó, ò. å.
〈y, Ax〉 = 〈ATy, x) = 0 ∀x ∈ X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ATy = 0, ò. å. KerAT 6= 0. Ïî äîêàçàí-
íîìó â A) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ATX 6= X. À ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
KerATT 6= 0. Íî ATT = A (äâóêðàòíàÿ ñìåíà ñòðîê è ñòîëáöîâ âñå âîçâðàùàåò íà ìåñòî). Âîò
ìû è äîêàçàëè, ÷òî õîòåëè: AX 6= X ⇒ KerA 6= 0.

5.3. Òåîðèÿ êâàäðèê â l2. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû ê ãëàâíûì îñÿì.

Cïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà Ãèëüáåðòà Ïóñòü ìàòðèöà A = (aij)1≤i,j<∞ òàêîâà, ÷òî∑
i,j a

2
ij < ∞, òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåê-

òîðîâ {f i}1≤i≤n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë λi, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà f(x) =

25



〈Ax, x〉 ïðèîáðåòàåò âèä: f(x) =
∑i

i=1 λi〈f i, x〉2.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò â òî÷íîñòè ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîìåðíîé òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ìàêñèìóì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà: f0(x) =

∑
1≤i,j<∞ aijxixj →

max, f 1(x) =
∑n

i=1 x
2
i ≤ 1, èëè, â ñîêðàùåííîé ôîðìå:

〈Ax, x〉 → max, 〈x, x〉 ≤ 1. (P2)

Ñðàçó îòìåòèì îòëè÷èå: ðàíüøå ó íàñ áûëî ðàâåíñòâî 〈x, x〉 = 1, òåïåðü îíî ñìåíèëîñü íåðà-
âåíñòâîì 〈x, x〉 ≤ 1. Èìåííî øàð Bl2(0, 1) = {x ∈ l2 | 〈x, x〉 ≤ 1 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (ñëàáîé)
êîìïàêòíîñòè, ïîçâîëÿþùåì óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (P2) ñóùåñòâóåò. È ïðàâèëî
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â ïðîñòðàíñòâå l2 ïðèìåíèìî. Ýòè ôàêòà îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
À äàëåå äîêàçàòëüñòâî â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò òî, ÷òî áûëî ïðîäåëàíî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Îñòàëèñü íå äîêàçàííûìè òðè óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿùèõñÿ, ñîáñòâåííî, ê îáùåé òîïîëî-
ãèè è îäíî ê ìàòåìàòè÷åñîìó àíàëèçó. Ýòî óòâåðæäåíèÿ î çàìêíóòîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðå â
òåîðåìå Ôðåäãîëüìà è ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìóìà â òåîðåìå Ãèëüáåðòà.

Ëåêöèÿ 6. Íà÷àëà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ è

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïîâîðîò â ìàòåìàòèêå [âûçâàííûé çàðîæäåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà]
ïðîèçîøåë â 17 âåêå îäíîâðåìåííî ñ ñîçäàíèåì îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî åñòå-
ñòâîçíàíèÿ. Çíà÷åíèå ýòîãî ïîâîðîòà íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî îáðàçîâàâøèåñÿ
â ðåçóëüòàòå íåãî ðàçäåëû îáúåäèíÿþò ïîä íàçâàíèåì âûñøåé ìàòåìàòèêè â
îòëè÷èå îò ñëîæèâøåéñÿ ðàíåå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè� .

À. Í. Êîëìîãîðîâ

Â ýòîé ëåêöèè ìû âíà÷àëå íà êîðîòêîå âðåìÿ âîçâðàùàåìñÿ ê èñòîêàì, ê íà÷àëàì äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îñíîâíàÿ æå ÷àñòü ýòîé ëåêöèé ïîñâÿùåíà òåîðåìàì ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

6.1. Îá èñòîêàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Îñíîâîïîëîæíèêàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà áûëè È. Íüþòîí è Ã. Ëåéáíèö (1646 �

1716). Íüþòîí ñîçäàâàë àíàëèç, êàê àïïàðàò åñòåñòâîçíàíèÿ, Ëåéáíèö áûë âîîäóøåâëåí øè-
ðî÷àéøåé ïðîãðàììîé ðàçâèòèÿ ÷åëîâå÷åñêîé ìûñëè, ñóùåñòâåííîé êîìïîíåíòîé êîòîðîé, ïî
åãî ìíåíèþ, áûëî ñîçäàíèå èñ÷èñëåíèé. Îí çàëîæèë íà÷àëà äèôôåðåíöèàëíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ïðèâåäåì ñëîâà Íüþòîíà, ãäå îí îáúÿñíÿåò ñóòü ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: Äëÿ ïîÿñíåíèÿ
èñêóññòâà àíàëèçà íàäî ïðèâåñòè íåêîòîðûå ïðèìåðû çàäà÷ [...]. 1) Ïóñòü äëèíà ïóòè èçâåñò-
íà. Íóæíî óçíàòü ñêîðîñòü â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. 2) Ïóñòü èçâåñòíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ.
Íàäî óçíàòü äëèíó ïðîéäåííîãî ïóòè.�

Ïðîäóìûâàíèå ïåðâîé çàäà÷è Íüþòîíà ñ íåèçáåæíîñòüþ âåäåò ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé,
êàê ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ñêîðîñòü v(τ) ïðè ìàëîì ∆t ïðèìåðíî ðàâíà ñðåäíåé ñêîðîñòè
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s(τ+∆t)−s(τ)
∆t

(ãäå s(t) � äëèíà ïóòè, ïðîéäåííîãî îáúåêòîì ê ìîìåíòó âðåìåíè t), è âåëè÷èíà

v(τ) ðàâíà ïðåäåëó òàêèõ îòíîøåíèé ïðè ∆t ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ò. å. v(τ) = lim
∆t→0

s(τ+∆t)−s(τ)
∆t

.

Ýòîò ïðåäåë ñòàëè íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé ïóòè ïî âðåìåíè è îáîçíà÷àòü ṡ(τ), s′(τ) èëè ds(τ)
dτ

.
Ïåðâîå îáîçíà÷åíèå ïðèíàäëåæèò Íüþòîíó, âòîðîå Ëàãðàíæó, òðåòüå Ëåéáíèöó.

Âåðíåìñÿ ê ýéëåðîâûì îáîçíà÷åíèÿì, êîãäà íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå îáîçíà÷àåòñÿ x, à
ôóíêöèÿ f . Ïðèâåäåì òðè èçâåñòíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x̂) ôóíêöèè f , îïðåäåëåí-
íîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂:

1) f ′(x̂) = lim
x→bx

f(x)−f(bx)
x−bx .

2) Ïðîèçâîäíàÿ f ′(x̂) ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó f , ïðîâåäåííîé
â òî÷êå x̂.

3) Ïðîèçâîäíàÿ f ′(x̂) ðàâíà ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè îòîáðàæåíèÿ x→ f(x) â òî÷êå x̂; ýòî
òàêîå ÷èñëî A, ÷òî f(x̂+ x) = f(x̂) + Ax+ o(x).

Ïåðâîå îïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæèò Êîøè, âòîðîå Ëåéáíèöó, à òðåòüå, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ,
Ôðåøå (êîòîðûé äàë îïðåäåëåíèå â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, íî ïîëàãàë, ÷òî îíî íåèç-
âåñòíî â êîíå÷íîìåðíîì: îïèñûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îí íàïèñàë
�...di�erentiele à mon sens"(�äèôôåðåíöèàë â ìîåì ñìûñëå�).

È êàê òóò íå âñïîìíèòü èçâåñòíûé ðàññêàç.
... Îäíàæäû, âîéäÿ â àóäèòîðèþ, ëîðä Êåëüâèí ñïðîñèë ñòóäåíòîâ:�×òî òàêîå dx

dt
?� Â îòâåò

îí ïîëó÷èë âñå âîçìîæíûå ëîãè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ. �Îñòàâüòå ýòî, � âîñêëèêíóë îí, � dx
dt
�

ýòî ñêîðîñòü!�
Íüþòîí, êñòàòè, î÷åíü õîðîøî îñîçíàâàë ñìûñë ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Îí ïèñàë: �Êîëè÷åñòâà [...], êîòîðûå

â ïðîäîëæåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî âðåìåíè ïîñòîÿííî ñòðåìÿòñÿ ê ðàâåíñòâó è ðàíåå êîíöà ýòîãî âðåìåíè
ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó áëèæå, íåæåëè íà ëþáóþ çàäàííóþ âåëè÷èíó, áóäóò â ïðåäåëå ðàâíû�. Ïîëíóþ
ÿñíîñòü â ýòîò âîïðîñ âíåñ Î. Êîøè (1789 � 1857). ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N
ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (èëè ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (x0 − α, x0 + α) ïðè x,
ñòðåìÿùåìñÿ ê x0), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäóòñÿ ÷èñëî N (èëè ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ), òàêèå ÷òî
|xn − a| < ε, ∀n ≥ N (|f(x)− f(x0)| < ε ∀x : |x− x0| < δ).

Èç îïðåäåëåíèé ëåãêî ñëåäóþò ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ: ïðåäåë ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ïðîèçâåäå-

íèÿ, ÷àñòíîãî äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè ôóíêöèé ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ïðîèçâåäåíèþ, ÷àñòíîìó

ïðåäåëîâ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè ôóíêöèé (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ íå ðàâåí

íóëþ).

Cîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îñìûñëåíèå âòîðîé çàäà÷è � îá îïðåäåëåíèè ïóòè ïî ñêîðîñòè.
Îíî íåèçáåæíî âåäåò ê ïîíÿòèþ ðèìàíîâîé ñóììû. Ïóñòü íàì èçâåñòíà ñêîðîñòü v(t) â ëþáîé
ìîìåíò t íà âðåìåííîì îòðåçêå [t0, t1], è ìû õîòåëè áû íàéòè äëèíó ïóòè, ïðåîäîëåííîãî çà
ýòîò ïåðèîä âðåìåíè. Åñòåñòâåííî òîãäà ðàçáèòü îòðåçîê [t0, t1] íà ìàëûå ïðîìåæóòêè òî÷êàìè
t0 = τ0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τN+1 = t1 è ñ÷èòàòü, ÷òî íà ó÷àñòêå ∆k = [τk, τk+1] ñêîðîñòü ïðèìåðíî
ïîñòîÿííà è ðàâíà v(θk), ãäå θk êàêàÿ-òî òî÷êà íà îòðåçêå ∆k. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîäîëåííûé
ïóòü, ðàâíûé s(t1)−s(t0) ïðèìåðíî ðàâåí

∑N
k=0 v(θk)|∆k| (where |∆|� ýòî äëèíà îòðåçêà∆. Ýòà

ñóììà è íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ñóììîé è îáîçíà÷àåòñÿ R(v(·), D, S), ãäå D (îò ñëîâà �division�
� ðàçáèåíèå) � ðàçáèåíèå îòðåçêà [t0, t1] íà ìàëûå îòðåçêè ∆k, à S (îò ñëîâà �selection� � âûáîð)
� âûáîð òî÷åê θk íà ∆k. Òàê ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ èíòåãðàëà, êàê ïðåäåëà ðèìàíîâûõ
ñóìì (òî÷íîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî âïîñëåäñòâèèè). Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àþò

∫ t1
t0
v(t)dt è

27



íàçûâàþò îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì èëè èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò ôóíêöèè v(·) íà îòðåçêå
[t0, t1].

Ïîäâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûé èòîã. Ìû ïðèøëè ê ôîðìóëàì: s′(t) = v(t);
∫ t1

t0
v(t)dt = s(t1)−

s(t0) è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îáîñíîâàëè ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò î ñâÿçè ïðîèçâîäíîé
è èíòåãðàëà, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ

Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà èëè îñíîâíàÿ ôîðìóëà èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ: ∫ t1

t0

s′(t)dt = s(t1)− s(t0). (1)

Èëè åùå s(t) = s(t0) +
∫ t

t0
v(s)ds, ò. å. èíòåãðèðîâàíèå â íåêîòîðîì îòíîøåíèè � îáðàòíàÿ

îïåðàöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ. Äàëåå áóäóò äàíû âñå íåîáõîäèìûå óòî÷-
íåíèÿ. Íüþòîí îáîçíà÷àë íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå áóêâîé t (îò time � âðåìÿ). Ñåé÷àñ ÷àùå
íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå îáîçíà÷àþò áóêâîé x, à ôóíêöèþ � f . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà
Íüþòîíà � Ëåéáíèöà çàïèñûâàåòñÿ òàê: f(x1)− f(x0) =

∫ x1

x0
f ′(s)ds.

6.2. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé.

Ïîâîðîò â ìàòåìàòèêå, î êîòîðîì ãîâîðèò À. Í. Êîëìîãîðîâ â ïðèâåäåííîì âûøå ýïè-
ãðàôå, íà ÿçûêå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìîæåò áûòü âûðàæåí ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàêî-
íû, âûðàæàþùèå ýâîëþöèþ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ïðèðîäå, îïèñûâàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, çàêîíû ìåõàíèêè îïèñûâàþòñÿ îáûê-
íîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïðåäîïðåäåëÿþòñÿ
íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ýòî ñîçäàëî ó ÷åëîâå÷åñòâà èëëþçèþ î òîì, ÷òî âñå â ìèðå ïðåäîïðå-
äåëåíî.

Íàèáîëåå îñòðî âûðàçèë ýòî Ïüåð Ëàïëàñ. Îí ñêàçàë: �Óì, êîòîðîìó áûëè áû èçâåñòíû
äëÿ êàêîãî-ëèáî äàííîãî ìîìåíòà âñå ñèëû, îäóøåâëÿþùèå ïðèðîäó è îòíîñèòåëüíîå ïîëî-
æåíèå âñåõ åå ñîñòàâëÿþùèõ ÷àñòåé, [...] îí îáíÿë áû â îäíîé ôîðìóëå äâèæåíèå âåëè÷àéøèõ
òåë Âñåëåííîé íàðàâíå ñ äâèæåíèÿìè ëåã÷àéøèõ àòîìîâ, è íè÷òî íå îñòàëîñü áû äëÿ íåãî
íåäîñòîâåðíûì. Áóäóùåå, ðàâíî, êàê è ïðîøåäøåå, ïðåäñòàëî áû ïåðåä åãî âçîðîì.�

Ýòî âîççðåíèå îêàçàëîñü èëëþçèåé, íî ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâà ñïðàâåäëèâà è ñîñòîèò â
òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû.

Ïóñòü D = [t0 − a, t0 + a]×BRn(x0, b) → Rn, f : D → Rn, x0 ∈ Rn. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, (2.1)

êîòîðóþ íàçûâàþò çàäà÷åé Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f(t, x).
Òåîðåìà 8 (ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè). Åñëè f

íåïðåðûâíà â D è ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L ïî x, òî íà [t0−α, t0+α] (α = min(a, 1/2L, b/2M),
ãäå M = maxt∈[t0−a,t0+a] |f(t, x0|) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå (2.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåîðåìó î (ïðàâîì) îáðàòíîì îòîáðàæåíèè â áåñ-
êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (èç âòîðîé ëåêöèè) â ñèòóàöèè, êîãäà X = Y = C([t0 − α, t0 + α],Rn),
x0(·) ≡ x0, F (x(·))(t) = x(t)− x0 −

∫ t

t0
f(s, x(s))ds, Λ = Id, θ = 1/2, γ = 1, δ = b, α = b

2
.

Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óñëîâèé ýòîé òåîðåìû. Èìååì: ‖F (x0(·))(·)‖C([t0−α,t0+α],Rn) ≤ δM ≤
b
2
(ò. å. ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ ïðèíàäëåæèò BC([t0−α,t0+α]))(F (x0(·)(·), α), è ïî-

ñêîëüêó äëÿ ëþáûõ ξ(·), x(·) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖F (ξ(·))(·)− F (x(·))(·)− (ξ(·)− x(·))‖C([t0−α,t0+α],Rn ≤ max
t∈[t0−δ,t0+δ]

|
∫ t

t0

(f(s, ξ(s))− f(s, x(s))ds| ≤

|t− t0|L‖ξ(·)− x(·)‖C([t0−α,t0+α],Rn) ≤ 1

2
‖ξ(·)− x(·)‖C([t0−α,t0+α],Rn),

óñëîâèÿ òåîðåìû î ïðàâîì îáðàòíîì îòîáðàæåíèè âûïîëíåíû. Ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû
íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ëîêàëüíîé òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ.

Òåîðåìà 8′ (ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìû). Ïóñòü ∆ = [t0, t1], ôóíêöèè A : ∆ 7→ L(Rn,Rn) è b : ∆ 7→ Rn íåïðåðûâíû
íà îòðåçêå ∆, τ ∈ ∆ è ξ ∈ Rn. Òîãäà íà ∆ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = A(t)x+ b(t), x(τ) = ξ. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåîðåìó î ïðàâîì îáðàòíîì ê cëó÷àþ, êîãäà X =
Y = C(∆,Rn), òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó Λ è F (x(·))(·) = x(·)−Gm(x(·))(·), ãäå G

G(x(·))(t) = ξ+
∫ t

t0
(A(s)x(s)+b(s))ds è Gm �m-òàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà G. Ïî èíäóêöèè äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî |F (ξ(·))(t)−F (x(·))(t)−(ξ(t)−x(t))| ≤ cm

m!
‖ξ(·)−x(·)‖C(∆,Rn), ãäå c =

∫
∆
‖A(t)‖dt.

Ïîäîáðàâ m òàêèì, ÷òîáû cm

m!
< 1 è ïðèìåíèâ òåîðåìó î ïðàâîì îáðàòíîì, ïðèõîäèì ê óòâåð-

æäåíèþ òåîðåìû 8′.

Ëåêöèÿ 7. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Çäåñü áóäåò ðàññêàçàíî îá îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëàõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî, èçìå-
ðåíèè ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð è îáúåìîâ ìíîãîìåðíûõ òåë è îá îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå
ôóíêöèé ìíîãèõ. Ïàðàëëåëüíî ðå÷ü ïîéäåò î äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ â îäíîìåðíîì,
äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ.

7.1. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïîíÿòèå áûëî
ââåäåíî â ï. 6.1. Äàäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b], −∞ < a < b,∞. Ðàçäðîáèì
îòðåçîê [a, b] íà ïðèìûêàþùèå äðóã ê äðóæêå îòðåçêè ∆k = [αk−1, αk], 1 ≤ k ≤ N (èíîãäà
âûðîæäàþùèåñÿ â òî÷êó), ïîðîæäåííóþ ñèñòåìîé òî÷åê a = α0 ≤ α1 . . . ≤ αn+1 = b. Îáîçíà-
÷èì ýòî ðàçáèåíèå áóêâîé D. Ðàññìîòðèì ñóììó

∑N
k=1 f(xk)|∆k| (ãäå |∆| � ýòî äëèíà îòðåçêà
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∆), à S = {xi}N
i=1 � íåêîòîðàÿ âûáîðêà xk ∈ ∆k. Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ñóììîé è

îáîçíà÷àåòñÿ R(f(·), D, S). Âåëè÷èíó ρ = ρ(D) = max1≤k≤N |∆k| íàçîâåì ðàçìåðîì ðàçáèåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 8. ×èñëî I íàçûâàþò îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f : [a, b] → R

íà îòðåçêå [a, b], åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáè-
åíèÿ D îòðåçêà [a, b] ðàçìåðà ìåíüøåãî δ, äëÿ ëþáîé âûáîðêè S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|R(f(·), D, S) − I| < ε. Ýòó âåëè÷èíó îáîçíà÷àþò
b∫

a

f(x)dx, à ñàìó ôóíêöèþ f íàçûâàþò èí-

òåãðèðóåìîé (ïî Ðèìàíó).
Òåîðåìà 9. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå, èíòåãðèðóåìà íà íåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ðàç-

áèåíèå D = ∪N
i=1∆k. Íèæíåé âûáîðêîé S− ïî ýòîìó ðàçáèåíèþ íàçîâåì òàêóþ âûáîðêó, ïðè

êîòîðîé â êàæäîì îòðåçêå ∆k âûáèðàåòñÿ îäíà èç òî÷åê ýòîãî îòðåçêà, ãäå f ïðèíèìàåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíÿÿ âûáîðêà S+ (ãäå áåðåòñÿ íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå). Äëÿ ëþáîé âûáîðêè S ïî ðàçáèåíèþ D âûïîëíåíû î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà
R(f,D, S−) ≤ R(f,D, S) ≤ R(f,D, S+). Èç òåîðåìû Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
ïî ëþáîìó ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0, äëÿ êîòîðîãî èç íåðàâåíñòâà ρ(D) < δ ñëåäóåò, ÷òî
R(f,D, S+) − R(f,D, S−) < ε. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî I, ðàâíîå âåðõíåé ãðàíè ïî D âñåõ
ñóìì R(f,D, S−) ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíüþ ïî D âñåõ ñóìì R(f,D, S+), è ÷òî ýòî ÷èñëî
óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 8.

7.2. Ïëîñêèå îáëàñòè è èçìåðåíèå èõ ïëîùàäåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïëîùàäü
êâàäðàòà, íàäî èçìåðèòü äëèíó åãî ñòîðîíû, âçÿâ â êà÷åñòâå ìàñøòàáà, ñêàæåì, 1 ñì, è åñëè
äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà ðàâíà a ñì, åãî ïëîùàäü ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà a2 ñì2. Ïóñòü òåïåðü
ìû õîòèì îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå ïëîùàäü êàêîé-òî ôèãóðû Φ, ðàñïîëîæåííîé íà ïëîñêîñòè
(ñêàæåì, ïîëóêðóãà, ðàäèóñà R ñì) è ïîäñ÷èòàòü ïëîùàäü S(Φ) ýòîé ôèãóðû. Äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè ïóñòü ðàäèóñ ïîëóêðóãà 1 ñì. Ðàçìåñòèì îñíîâàíèå ïîëóêðóãà íà îòðåçêå [−1, 1] íà îñè
Ox1 â ïëîñêîñòè, òàê ÷òî ïîëóêðóã îêàçûâàåòñÿ ðàñïîëîæåííûì ìåæäó ãðàôèêîì ôóíêöèè
x2 =

√
1− x2

1 è îñíîâàíèåì.
Âûðåæåì (ìûñëåííî) íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êâàäðàòèêîâ ðàçìåðà 1 ìì2 è áóäåì âûêëàäû-

âàòü èõ äðóã ê äðóæêå, ÷òîáû îíè öåëèêîì ïîìåñòèëèñü â íàøåé ôèãóðå (â íàøåì ïðèìåðå �
â ïîëóêðóãå). Ïîäñ÷èòàåì èõ îáùóþ ïëîùàäü (êîòîðóþ áóäåì âñåãäà èçìåðÿòü â ñì2), ïóñòü
îíà ðàâíà a12 ñì

2 (a12 � ïåðâàÿ îöåíêà ïëîùàäè äâóìåðíîé ôèãóðû). Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ,
îñòàíóòñÿ íåïîêðûòûå ìåñòà. Äàëüøå áóäåì ïîñòóïàòü óæå �óìñòâåííî�: âûðåæåì (óìñòâåí-
íî) íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êâàäðàòèêîâ ðàçìåðà 0.1 ìì =10−2 ñì è áóäåì èõ ïðèêëàäûâàòü ê
îáúåäèíåíèþ íà÷àëüíûõ, ìèëëèìåòðîâûõ êâàäðàòèêîâ, ñêîëüêî âîçìîæíî, è ê òîìó æå çà-
ïîëíèì ìàëåíüêèìè êâàäðàòèêàìè è ìèëëèìåòðîâûå êâàäðàòèêè. Ïåðåñ÷èòàåì ïîëó÷åííóþ
ïëîùàäü ñíîâà â ñì2, ïîëó÷èì ÷èñëî a22 ñì2. ßñíî, ÷òî a12 < a22. Äàëåå áóäåì ïîñòóïàòü
àíàëîãè÷íî, âêëàäûâàÿ êâàäðàòèêè ñî ñòîðîíàìè 10−n, n ≥ 3 ñì, è ïîëó÷àÿ ïëîùàäè an2 ñì

2,
óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì a12 < a22 < . . . < an2 < . . .. Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó
÷èñåë, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó (â íàøåì ñëó÷àå äâóìÿ êâàäðàòíûìè
ñàíòèìåòðàìè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë èìååò ïðåäåë (ýòîò ôàêò íàçûâàþò èíîãäà àêñèî-
ìîé Âåéåðøòðàññà, èíîãäà åãî òåîðåìîé). Ýòîò ïðåäåë (ïóñòü ýòî áóäåò ÷èñëî a∞2) íàçîâåì
íèæíåé ïëîùàäüþ ôèãóðû. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ ïîêðûòèåì ôèãóðû. Ñíà÷àëà ïîêðîåì åå
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öåëèêîì íàèìåíüøèì ÷èñëîì ñàíòèìåòðîâûõ, ïîòîì ìèëëèìåòðîâûõ è ò. ä. êâàäðàòèêîâ. È
áóäåì ïîëó÷àòü ÷èñëà b12 > b22 > . . . > bn2 > . . ., î÷åâèäíî, îãðàíè÷åííûå ñíèçó. Ïðåäåë ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñíîâà ïî àêñèîìå èëè òåîðåìå Âåéåðøòðàññà) îáîçíà÷èì b∞2 è íàçîâåì
âåðõíåé ïëîùàäüþ ôèãóðû. ßñíî, ÷òî a∞2 ≤ b∞2.

Åñëè ÷èñëà a∞2 è b∞2, îïðåäåëåííûå âûøå, ñîâïàäàþò, ò. å. a∞2 = b∞2 = S, ïëîñêóþ
ôèãóðó íàçûâàþò èçìåðèìîé ïî Æîðäàíó, à ÷èñëî S ñì2 íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ôèãóðû Φ:
S = S(Φ).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ôèãóðû íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ðàñïî-
ëîæåíà ôèãóðà íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàêèå ðàçìåðû
êâàäðàòèêîâ ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåì.

Åñëè îñâîèòüñÿ ñ ïîíÿòèåì ïëîùàäè ôèãóðû, òî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì ðàâíîñèëüíîñòü
îïðåäåëåíèÿ 8 è ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 81. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
∫ b

a
f(x)dx îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ,

îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [a, b], ïî îïðåäåëåíèþ � ýòî ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïðÿ-
ìûìè x1 = a, x2 = 0, x1 = b è ãðàôèêîì ôóíêöèè x2 = f(x1). Åñëè ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê, òî∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f+(x)dx+

∫ b

a
f(x)dx, ãäå f+(x) = max{f(x), 0}, à f−(x) = min{f(x), 0}.

Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé.Èçìåðÿòü ïëîùàäè, êàê ñ÷èòàåòñÿ, ëþäè íàó÷èëèñü î÷åíü
äàâíî. Ïîëàãàþò, ÷òî ñàìî íàçâàíèå íàóêè ãåîìåòðèÿ (geõmetria ïî-ãðå÷åñêè �çåìëåìåðèå�)
ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî êîãäà-òî â äðåâíåì Åãèïòå ëþäè íàó÷èëèñü ìåðèòü ïëîùàäè çå-
ìåëüíûõ ó÷àñòêîâ. Äîëãîå âðåìÿ îãðàíè÷èâàëèñü èçìåðåíèåì ìíîãîóãîëüíûõ ó÷àñòêîâ (èõ
ðàçáèâàëè íà òðåóãîëüíèêè, ïëîùàäè êîòîðûõ ðàâíÿþòñÿ ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâàíèÿ
íà âûñîòó). Âîïðîñ î òîì, ÷òî òàêîå ïëîùàäü êðóãà, ïîòðåáîâàë áîëüøèõ óìñòâåííûõ óñè-
ëèé. Â Äðåâíåé Ãðåöèè ñòàëè îïðåäåëÿòü ïëîùàäü êðóãà, êàê ÷èñëî, ðàâíîå ïðåäåëó ïëîùàäåé
âïèñàííûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, è ðàâíîãî åìó ïðåäåëó îïèñàííûõ ïðàâèëüíûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ. Èñõîäÿ èõ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ Àðõèìåä ïåðâûé ïîëó÷èë îöåíêè äëÿ ïëîùàäè
åäèíè÷íîãî êðóãà B2(0, 1) = {x̄ = (x1, x2) | x2

1 + x2
2 ≤ 1}: 310

71
< S(B2(0, 1)) < 31

7
. Ïðèâåäåííîå

îïðåäåëåíèå èçìåðèìîñòè ïðèíèäëåæèò ôðàíöóçñêîìó ó÷åíîìó Ê. Æîðäàíó (1838 � 1922).

Îäíîìåðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è èõ èñ÷èñëåíèÿ. Ôîðìóëà Íüþòîíà
� Ëåéáíèöà

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû äâóõ òèïîâ � ôóíêöèè ω0 =
f0 è âûðàæåíèÿ âèäà ω1 = f1(x)dx Ôîðìû ω0 ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü, è ìû ïðèõîäèì ê

ñïåöèàëüíîìó âèäó ôîðìû ω1: df0(x) = f ′0(x)dx, âòîðûå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü:
∫ b

a
f1(x)dx. Èç

ôîðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì:
∫ b

a
df0(x) = f0(b)− f0(a). Çà ýòèì ïðîñòûì ôàêòîì

ìîæíî óæå óñìîòðåòü çàìå÷àòåëüíóþ ôîðìóëó Ïóàíêàðå
∫

Ω
dω =

∫
∂Ω
ω.

7.2. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû åùå îñòàåìñÿ â øêîëå, òî÷íåå, â òåõ øêîëàõ, ãäå ïðåïîäàþò ñòåðåî-
ìåòðèþ. Â ñòåðåîìåòðèè ó÷àò âû÷èñëÿòü îáúåìû. Íà÷íåì ýòîò ðàçäåë ñ óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ
îáúåìà ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû. Áóäåì äâèãàòüñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåì, ÷òî ðàññêàçûâàëîñü
â ï.7.2.
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Ïðîñòðàíñòâåííûå ôèãóðû è èçìåðåíèå èõ îáúåìîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îáúåì
êóáà, íàäî èçìåðèòü äëèíó åãî ñòîðîíû, âçÿâ â êà÷åñòâå ìàñøòàáà, ñêàæåì, 1 ñì, è åñëè äëèíà
ñòîðîíû êóáà ðàâíà a ñì, åãî îáúåì ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí a3 ñì3. Ïóñòü òåïåðü ìû õîòèì
îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå îáúåì êàêîé-òî ôèãóðû Ψ, ðàñïîëîæåííîé â ïðîñòðàíñòâå (ñêàæåì,
ïîëóøàðà B3

+(O,R) = {(x ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ R2, x3 ≥ 0}, ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà R ñì)

è ïîäñ÷èòàòü îáúåì V (B3
+(0, R)) ýòîé ôèãóðû. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü îïÿòü R = 1 ñì.

Ðàñïîëîæèì ýòîò ïîëóøàð òàê, êàê îí íàðèñîâàí íà ðèñ. 5.2, òàê ÷òî ïîëóøàð B3
+ = B3

+(O, 1)

îêàçûâàåòñÿ ðàñïîëîæåííûì ìåæäó ãðàôèêîì ôóíêöèè x3 =
√

1− x2
1 − x2

2 è îñíîâàíèåì,
ÿâëÿþùèìñÿ êðóãîì x2

1 + x2
2 = 1, ðàñïîëîæåííûì â ïëîñêîñòè x3 = 0. Âñå ýòî ìîæíî êàê áû

�ìàòåðèàëèçîâàòü�, ðàçðåçàâ ïîïîëàì, ñêàæåì, ñàíòèìåòðîâûé ðåçèíîâûé ìÿ÷èê è ïîëîæèâ
ïîëîâèíó ìÿ÷èêà íà ñòîë.

Âîçüìåì íàáîð îäèíàêîâûõ êóáèêîâ ñ ìèëëèìåòðîâîé äëèíîé ñòîðîíû è áóäåì (ìûñëåííî)
óêëàäûâàòü ýòè êóáèêè â ïîëóøàð �äî óïîðà�. Â èòîãå ïîëó÷èì ïåðâóþ îöåíêó îáúåìà ïîëó-
øàðà: V (B3

+) > a13 ñì.
3. Çàòåì, çàïîëíèì ïîëóøàð �äî óïîðà� ìàëåíüêèìè êóáèêàìè ñ äëèíîé

ñòîðîíû, ðàâíîé 0.1 ìì , è ïîëó÷èòñÿ âòîðàÿ îöåíêà a23 îáúåìà V (B3
+) ïîëóøàðà. Ïðîäîëæàÿ

óìñòâåííî çàïîëíÿòü ïîëóøàð êóáèêàìè âñå ìåíüøèõ è ìåíüøèõ ðàçìåðîâ, áóäåì ïîëó÷àòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê 0 < a23 < . . . < an3 < . . .. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòà, ðàçóìååòñÿ,
îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Çíà÷èò, îíà èìååò ïðåäåë. Îáîçíà÷èì åãî a∞3 è íàçîâåì íèæíèì îáúåìîì
ôèãóðû.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ ïîêðûòèåì ôèãóðû. Ñíà÷àëà ïîêðîåì ïîëóøàð íàèìåíüøèì ÷èñ-
ëîì êóáèêîâ ðàçìåðà êóñî÷êîâ ñàõàðà, ïîòîì êóáèêèêîâ ðàçìåðà êóáèêîâ ñàõàðíîãî ïåñêó è
ò. ä. È áóäåì ïîëó÷àòü ÷èñëà b13 > b23 > . . . > bn3 > . . .. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ñíîâà ïî àêñèîìå èëè òåîðåìå Âåéåðøòðàññà) îáîçíà÷èì b∞3 è íàçîâåì âåðõíèì îáúåìîì
ôèãóðû. ßñíî, ÷òî a∞3 ≤ b∞3.

Åñëè ÷èñëà a∞3 è b∞3, îïðåäåëåííûå âûøå, äëÿ èçìåðÿåìîé ôèãóðû Ψ ñîâïàäàþò, ò. å.
a∞3 = b∞3 = V , ïðîñòðàíñòâåííóþ ôèãóðó íàçûâàþò èçìåðèìîé ïî Æîðäàíó, à ÷èñëî V ñì3

íàçûâàþò îáúåìîì ôèãóðû Ψ: V = V (Ψ).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ðàñïîëîæåíà ôèãóðà â ïðî-

ñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è îò ðàçìåðîâ òåõ êóáèêîâ, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè.

Åñëè îñâîèòüñÿ ñ ïîíÿòèåì îáúåìà ôèãóðû, òî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì åñòåñòâåííîñòü ñëå-
äóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 82. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
∫

Ω
f(x)dx îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ,

îïðåäåëåííîé íà ïëîñêîì ìíîæåñòâå, èçìåðèìîì ïî Æîðäàíó, ïî îïðåäåëåíèþ � ýòî îáúåì
ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé öèëèíäðîì íàä Ω è ãðàôèêîì ôóíêöèè x3 = f(x1, x2), ñ åñòåñòâåííûì
äîïîëíåíèåì, êàñàþùèìñÿ ôóíêöèé, ìåíÿþùèõ çíàê.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èíäóêòèâíî ââîäèòñÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ôóíêöèé â Rn.

Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Èçìåðÿòü îáúåìû ìíîãîãðàííèêîâ, êàê ñ÷èòàåòñÿ, ëþäè
íàó÷èëèñü â Äðåâíåé Ãðåöèè. Ïî ñâèäåòåëüñòâó Àðõèìåäà Åâäîêñó (∼ 408 � ∼ 355 äî í.
ý.) ïðèíàäëåæèò ïðèåì âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ïèðàìèäû èçâåñòíûé, êàê ìåòîä èñ÷åðïûâàíèÿ.
Âûäàþùóþñÿ ðîëü â ïîíèìàíèè òîãî, ÷òî òàêîå ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû è îáúåì ôèãóðû
ïðîñòðàíñòâåííîé, ñûãðàë ñàì Àðõèìåä (∼ 287 � 212 äî í. ý.). Øåäåâðîì àíòè÷íîé ìàòåìà-
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òèêè ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå èì îáúåìà øàðà.

Ëåêöèÿ 8. Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò î ôîðìóëå Ïóàíêàðå5 îá èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.
Íà ñàìîì äåëå ìû îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì, äâóìåðíûì è òðåõìåðíûì ñëó÷àÿìè, î îáùèé
ñëó÷àé ëèøü ñëåãêà íàìåòèì.

8.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è ôîðìóëà Íüþòîíà �
Ëåéáíèöà.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ íà îòðåçêåM1 = [a, b], êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôíûì îáðàçîì îòðåçêà B1 = B1(0, 1) = [−1, 1]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîå â îáå ñòîðîíû âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ϕ : B1 →M1, ïåðåâîäÿùåå B1 â [a, b].

Îòðåçîê ÿâëÿåò ñîáîé ïðîòîòèï òîãî, ÷òî äàëåå áóäåò íàçûâàòüñÿ �ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì�.
�Êðàåì� îòðåçêà M1 = [a, b] ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë (b, a), ñíàáæåííûõ çíàêàìè. Îáîçíà÷èì ýòî
òàê: M0 = ∂M1 = {+b,−a}. À âñå îñòàëüíûå òî÷êè x îòðåçêà M1 òàêîâû, ÷òî ñîäåðæàò
íåêîòîðûé èíòåðâàë (x− δ, x+ δ), ëåæàùèé â M1.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâà òèïà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Ω0 = Ω01 è Ω1 = Ω11.
Ω0 � ýòî ôóíêöèè íàM1 (ω0 = f0(x)), à Ω1 � ýòî âûðàæåíèÿ âèäà ω1 = f1(x)dx. Äèôôåðåí-
öèàëüíûå ôîðìû ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω0 è ω1 â îäíîìåðíîì ñëó÷àå òàêîâû: dω0 = df0(x) = f ′0(x)dx,
dω1 = 0. À âîò êàêîâû ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì :

∫
∂M1 ω0 =

f0(b)− f0(a),
∫
M1 ω1 =

∫ b

a
f1(x)dx.

Âñïîìèíàÿ òî, î ÷åì ãîâîðèëîñü íà ëåêöèè 6, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìå òåîðåìû
Íüþòîíà � Ëåéáíèöà:∫ b

a

f ′0(x)dx = f0(b)− f0(a) ⇔
∫
M1

dω0 =

∫
∂M1

ω0.

Äâå ôèãóðû â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàþò äèôôåîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîå âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì îòîáðàæåíèå, ïåðå-
âîäÿùåå îäíó ôèãóðó â äðóãóþ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íàìè â äâóìåðíîì ñëó÷àå, â îñíîâíîì,
íà îáëàñòÿõ M2, ÿâëÿþùèõñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè êðóãà B2 = {t = (t1, t2) ∈ R2 | t21 + t22 ≤ 1}
è íà êðèâûõ M1 � äèôôåîìîðôíûõ îáðàçàõ îòðåçêà B1 = [−1, 1] èëè îêðóæíîñòè ∂B2 =
{x ∈ R2 | x2

1 + x2
2 = 1}.

ÎáëàñòüM2 òîæå ÿâëÿåòñÿ �ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì�. Åå �êðàåì� ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ îáðàçîì îêðóæíîñòè S1 = {t = (t1, t2) ∈ R2 | t21 + t22 = 1}. Îáîçíà÷èì ýòó êðèâóþ ∂M2.
À âñå îñòàëüíûå òî÷êè x îáëàñòè M2 òàêîâû, ÷òî íåêîòîðûé îòêðûòûé êðóã ñ öåíòðîì â x

5òî÷íåå ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà � Ãðèíà � Îñòðîãðàäñêîãî � Ñòîêñà � Ïóàíêàðå
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ðàäèóñà δ, ëåæèò âM2. Ïîìèìî âñåãî ýòîãî ñóùåñòâóþò åùå ïàðû òî÷åêM0 = ∂M1, ãäåM1

� ýòî äèôôåîìîðôèçì îòðåçêà.
Èìååòñÿ òðè òèïà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì â äâóìåðíîì ñëó÷àå: Ω0 = Ω01, Ω1 = Ω11,

Ω2 = Ω21. Ýòî ôóíêöèè (ω0 = f0(x)), âûðàæåíèÿ âèäà ω2 = f2(x)dx1 ∧ dx2 íà M2, à òàê-
æå âûðàæåíèÿ âèäà ω1 = f11(x)dx1 + f12(x)dx2 íà M1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ìîæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðåâðàùàåò äèôôåðåíöèàëüíóþ
ôîðìó ωi èç Ωi â äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ωi+1 èç Ωi+1, ïðè÷åì dω2 = 0. Ïðàâèëà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω0 � ω2 òàêîâû: dω0 = df0(x) = ∂f0(x)

∂x1
dx1 + ∂f0(x)

∂x2
dx2,

dω1 = (∂f21(x)
∂x1

− ∂f11(x)
∂x2

)dx1 ∧ dx2, dω2 = 0.

À âîò êàêîâû ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì :
∫

∂M1 ω0 = f0(b)−
f0(a),

∫
M1 ω1 =

∫
B1 f1(ϕ(t))ϕ′(t)dt (çäåñü t ∈ [−1, 1]),

∫
M2 ω2 =

∫
B2 f2(ϕ(t))ϕ′(t)dt (çäåñü t =

(t1, t2)
T , t21 + t22 ≤ 1, ϕ : B2 → Ω2, ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t))

T , ϕ′(t)dt = ((∂ϕ1(t)
∂t1

dt1 + ∂ϕ1(t)
∂t2

dt2) ∧
(∂ϕ2(t)

∂t1
dt1 + ∂ϕ2(t)

∂t2
dt2)) = (∂ϕ1(t)

∂t1

∂ϕ2(t)
∂t2

− ∂ϕ1(t)
∂t2

∂ϕ1(t)
∂t1

)dt1 ∧ dt2
Â èòîãå ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôîðì ωi, i = 0, 1, 2 è èõ äèôôåðåíöèàëîâ, ïðèõîäèì ê ñëå-

äóþùìó ðåçóëüòàòó: ∫
∂Mi+1

ωi =

∫
M
dωi, i = 0, 1. (2)

Ïðè i = 0 ïîëó÷àåì �äâóìåðíóþ� ôîðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà:∫ b

a

(
∂f ′0(x)

∂x1

dx1 +
∂f ′0(x)

∂x2

dx2

)
= f(b)− f(a). (21)

Ïðè i = 1 ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëå Ãðèíà:6∫
Ω2

dω1 =

∫
Ω2

(
∂f12(x)

∂x1

− ∂f11(x)

∂x1

)
dx1 ∨ dx2 =

∫
∂Ω2

ω1 =

∫
∂Ω2

f11(x)dx1 + f12(x)dx2. (22)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû ïðîâåäåì ñðàçó â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

8.2. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë è äèôôåðíöèàëüíûå ôîðìû â ìíîãîìåðíîì ñëó-
÷àå. Ôîðìóëà Ïóàíêàðå

Òåîðåìà 10. (Ïóàíêàðå). Ïóñòü X = Rn, Bk = {x ∈ Rk |
∑n

j=1 x
2
j ≤ 1}, ωkn =∑

i1<i2<...<ik
fi1i2...ik(x)dxi1 ∧ dxi2 . . . ∧ dxik � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà k-òîãî ïîðÿäêà â Rn,

Ωn
k è ∂Ωn

k � äèôôåîìîðôû Bk = {x ∈ Rk |
∑n

j=1 x
2
j ≤ 1 è ∂Bk = Sk−1 = {x ∈ Rk |

∑n
j=1 x

2
j = 1

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
∫

∂Ωk
n
ωkn =

∫
Ωk

n
dωkn.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ìû íå ïðèâîäèì.

Ñëåäñòâèÿ èç îáùåé ôîðìóëû Ïóàíêàðå èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì â îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ

6Äæ. Ãðèí (1793 � 1841) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, îïóáëèêîâàâøèé ôîðìóëó (21) â 1828 ãîäó; îíà áûëà
èçâåñòíà åùå Ýéëåðó.
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n = 1 � ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà, n = 2, k = 1 � ôîðìóëà Ãðèíà, n = 3, k = 2 �
ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî, n = 3, k = 1 � ôîðìóëà Ñòîêñà.

Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî è åå ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ñëåäóþùèå äâà ïóíêòà
îïèðàþòñÿ íà ñëåäóþùóþ ôîðìóëó Ïóàíêàðå:

∫
Ω

dωk−1 =
∫

∂Ω

ωk−1, ãäå Ω îáëàñòü â Rk ñ ãëàäêîé

ãðàíèöåé ∂Ω.
Ïóñòü Ω� íåêîòîðàÿ îáëàñòü â R3, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ ∂Ω è F : Ω → R3 �

ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. F ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå x ∈ R3 âåêòîð (F1(x), F2(x), F3(x)). Òîãäà ãîâîðÿò,
÷òî íà Ω çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ïóàíêàðå â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå (äëÿ
ω2 = F1dx2 ∧ dx3 +F2dx3 ∧ dx1 +F3dx1 ∧ dx2), ïîëó÷àåì

∫
∂Ω

ω2 =
∫

∂Ω

F1dx2 ∧ dx3 +F2dx3 ∧ dx1 +

F3dx1∧dx2 =
∫
Ω

d(F1dx2∧dx3+F2dx3∧dx1+F3dx1∧dx2) =
∫
Ω

(∂F1(x)
∂x1

+ ∂F2(x)
∂x2

+ ∂F3(x)
∂x3

)dx1∧dx2∧dx3.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî.
×èñëî ∂F1(x)

∂x1
+ ∂F2(x)

∂x2
+ ∂F3(x)

∂x3
íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåé èëè ðàñõîäèìîñòüþ ïîëÿ F â òî÷êå

x è îáîçíà÷àåòñÿ divF (x). Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ∂Ω â êàæäîé òî÷êå x èìååò íîðìàëü n(x) �
åäèíè÷íûé âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðíûé êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå x.
Ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂Ω âáëèçè x îáîçíà÷èì dσ(x). Ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî ìîæíî
ïðèäàòü òàêóþ ôîðìó:

∫
∂Ω

〈n(x), F (x)〉dσ(x) =
∫
Ω

div(x)dx (i). Âûðàæåíèå
∫

∂Ω

〈n(x), F (x)〉dσ(x)

íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ F ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ∂Ω. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà
Îñòðîãðàäñêîãî óòâåðæäàåò, ÷òî èíòåãðàë îò äèâèðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî îáúåìó ðà-
âåí ïîòîêó ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ýòîò îáúåì. Â ýòîì
ñîñòîèò ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî.

Äîêàæåì ýòó ôîðìóëó äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü Ω âûïóêëà. Ðàññìîòðèì èíòå-
ãðàë J1 =

∫
Ω

∂F1(x)
∂x

dx1∧dx2∧dx3 =
∫ ∫ ∫

V
∂F1(x)

∂x
dx. Ïðîèçâåäÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ x2 è x3 èíòå-

ãðèðîâàíèå ïî x1 ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà, áóäåì èìåòü: J1 =
∫

Ω23

(F1(B)−

F (A))dx2 ∧ dx3, ãäå Ω23 � ïðîåêöèÿ òåëà Ω íà ïëîñêîñòü x2Ox3, à [A,B] � îòðåçîê èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Ïóñòü dσ(A) è dσ(B) � ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòè ∂Ω â òî÷êàõ A è B è n(A) è n(B) �
åäèíè÷íûå íîðìàëè â ýòèõ òî÷êàõ. Òîãäà, êàê ëåãêî ïîíÿòü, dx2 ∧ dx3(B) = dσ(B)〈n(B), e1〉,
ãäå e1 = (1, 0, 0)T � ïåðâûé îðò R3. Àíàëîãè÷íî dx2 ∧ dx3() = −dσ(B)〈n(B), e1〉. Ïðîäåëàâ
àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ äëÿ äâóõ äðóãèõ èíòåãðàëîâ, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (i).

Ôîðìóëà Ñòîêñà
Ïóñòü Ω � íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü â R3, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ∂Ω

è F : Ω → R3 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç Ω â R3. F ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå x ∈ R3 âåêòîð

(F1(x), F2(x), F3(x)). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íà Ω çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå. Âåêòîð det

 e1e2e3
∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

F1F2F3

 =

(∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3
)e1 +(∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1
)e2 +(∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2
)e3 íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì (èëè âèõðåì) âåêòîðíîãî ïîëÿ

F â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ rotF (x). Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Ω â êàæäîé òî÷êå x èìååò íîðìàëü
n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðíûé êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê ïîâåðõíîñòè â
òî÷êå x; ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂Ω âáëèçè x îáîçíà÷èì dσ(x). Ãëàäêàÿ êðèâàÿ ∂Ω
â êàæäîé òî÷êå x èìååò åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð τ(x); ýëåìåíò äëèíû êðèâîé ∂Ω
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âáëèçè x îáîçíà÷èì ds(x).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ïóàíêàðå :

∫
∂Ω

〈n(x), F (x)〉ds(x) =
∫

∂Ω

F1dx1+

F2dx2 + F3dx3 =
∫
Ω

d(F1dx1 + F2dx2 + F3dx3) =
∫
Ω

(∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3
)dx2 ∧ dx3 + (∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1
)dx3 ∧ dx1 +

(∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2
)dx1 ∧ dx2 =

∫
Ω

rotF (x)dσ(x) (ôîðìóëà Ñòîêñà).

Ëåêöèÿ 9. Ðÿäû è êîìïëåêñíûé àíàëèç

Íàïîìèíàíèå ïðîñòåéøèõ ñâåäåíèé. Ó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy, x, y ∈ R ÷èñëî x íà-
çûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ z, y � ìíèìîé åãî ÷àñòüþ. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
Rez è Imz. Ñîâîêóïíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò C. Ôóíêöèÿ f : C → C ñîïîñòàâëÿåò
êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x + iy êîìïëåêñíîå ÷èñëî f(z) = u(z) + iv(z) = u(x, y) + iv(x, y).
Íàïðèìåð, åñëè f(z) = z2, òî u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy.

Îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè âåùåñòâåííîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è èíòåãðà-
ëà. Ââåäåì ýòè ïîíÿòèÿ äëÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

9.1. Ïðîèçâîäíàÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè. Åñëè f � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂, òî åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x̂ íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî
a ∈ R (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò), ÷òî f(x̂+ x) = f(x̂) + ax+ o(|x|.

Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî: åñëè f � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ẑ, òî åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå ẑ íàçûâàåòñÿ òàêîå
÷èñëî a ∈ C (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò), ÷òî f(ẑ+z) = f(ẑ)+az+o(|z|. Ïðè ýòîì
ãîâîðÿò, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â ẑ, à ÷èñëî a îáîçíà÷àåòñÿ f ′(ẑ). Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà
â îêðåñòíîñòè òî÷êè ẑ è ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà, êàê ôóíêöèÿ z â îêðåñòíîñòè x̂, ãîâîðÿò,
÷òî f òàì àíàëèòè÷íà.

9.2. Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ẑ = (x̂, ŷ). Òîãäà äëÿ

u(x̂, ŷ) = Ref(ẑ) è v(x̂, ŷ) = Imf(ẑ) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: ∂u((bx,by)
∂x

= ∂v(bx,by)
∂y

, ∂v(bx,by)
∂x

=

−∂u(bx,by)
∂y

.

Îïðåäåëåíèå 10. Ñîîòíîøåíèÿ ∂u((bx,by)
∂x

= ∂v(bx,by)
∂y

, ∂v(bx,by)
∂x

= −∂u(bx,by)
∂y

íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè
Êîøè � Ðèìàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.

Èìååì: f(ẑ + z) = f(ẑ) + f ′(ẑ)z + o(|z|) = u(x̂ + x, ŷ + y) + iv(x̂ + x, ŷ + y) + o(|z|) Id
=

f(ẑ) + ∂u
∂x
x+ ∂v

∂y
y + i( ∂v

∂x
x+ ∂v

∂y
y) + o(|z|).

Ïîëîæèâ f ′(ẑ) = ξ + iη, ïðèðàâíÿâ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ êîìïîíåíòû ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ: ξx− ηy + i(ξy + ηx) = ∂u

∂x
x+ ∂v

∂x
y + i( ∂v

∂x
x+ ∂v

∂y
y).

Îòêóäà ïîëó÷àåì: ∂u
∂x

= ξ, ∂u
∂y

= −η, ∂v
∂x

= η, ∂v
∂y

= ξ, è ñëåäîâàòåëüíî, ∂u
∂x

= ∂v
∂y
, ∂v

∂x
= −∂u

∂y
.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè u è v íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òî ôóíêöèÿ
f = u+ iv àíàëèòè÷íà, íî ìû íà ýòîì íå îñòàíîâèìñÿ.

9.3. Òåîðåìà Êîøè. Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Êîøè, ëåæàùàÿ â îñíîâàíèè êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Ãðèíà. Ôîðìóëà Ãðèíà � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé
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ôîðìóëû Ïóàíêàðå, êàñàþùåéñÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì:
∫

∂Ω

(adx+ bdy) =∫
Ω

d(adx + bdy) =
∫
Ω

(−∂a
∂y

+ ∂b
∂x

)dxdy. Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ê ñëó÷àþ, êîãäà O � îáëàñòü

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f è Ω � îäíîñâÿçíàÿ
îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω = γ, ðàñïîëîæåííàÿ â O.

Òåîðåìà 11 (Êîøè îá èíòåãðàëå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó). Èíòåãðàë ïî ãëàäêîìó
çàìêíóòîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè,
ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,
∫
γ

f(z)dz
def
=
∫

∂Ω

(u + iv)(dx + idy)
Id
=
∫

∂Ω

(udx − vdy) + i(vdx +

udy)
Green
=

∫
Ω

(−∂u
∂y
− ∂v

∂x
)dxdy + i

∫
Ω

(∂u
∂x
− ∂v

∂y
)dxdy

Cauchy−Riemann
= 0.

9.4. Ôîðìóëà Êîøè.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó z è γ

� çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îõâàòûâàþùàÿ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, âêëþ÷àþùóþ òî÷êó z. Èìååò
ìåñòî ôîðìóëà Êîøè:

∫
γ

f(ζ)dζ
ζ−z

= 2πif(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü γε = {ζ ∈ C | |ζ − z| = ε}. Åñëè èç îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ
èñêëþ÷èòü êðóã, îãðàíè÷åííûé îêðóæíîñòüþ γε, îñòàíåòñÿ äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè γ è γε.
Ïî òåîðåìå Êîøè ñóììà èíòåãðàëîâ, ïðîõîäèìûõ ïî γ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-

êè) è ïî γε â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî ïîëó÷èòñÿ íóëü. Çíà÷èò, èíòåãðàë ïî γ ðàâåí Jε =
∫

|γ−z|=ε

f(ζ)dζ
ζ−z .

Ïîëîæèì ζ = z + εeit, 0 ≤ t ≤ 2π è ïîëó÷èì, ÷òî J =
∫ 2π

0
f(εeit)εieitdt

εeit = i
∫ 2π

0
f(εeit)dt = 2πi(f(εeit) + o(ε)).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Êîøè.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìóëó Êîøè, ïîëó÷àåì, ÷òî
f (k)(z) = k!

2πi

∫
γ

f(ζ)dζ
(ζ−z)k+1 . Ïîëó÷èëè, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèÿ áåñêîíå÷-

íî äèôôåðåíöèðóåìà â íåé.
9.5. Ðÿä Ìàêëîðåíà. Ïóñòü f àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è êðóã ñ öåíòðîì â íó-

ëå ðàäèóñà ρ ëåæèò â ýòîé îáëàñòè. Òîãäà: f(z)
1.4
= 1

2πi

∫
|z|=ρ

f(ζ)dζ
ζ−z

Id
= 1

2πi

∫
|z|=ρ

f(ζ)dζ
ζ

(
∑
k≥0

zkdζ
ζk )

1.4
=∑

k≥0

f (k)(0)
k!

zk.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
f àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó z ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà: f(z) =∑
k≥0

f (k)(bz)
k!

(z − ẑ)k.

Ïîëó÷èëè, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèÿ íå òîëüêî áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìà â íåé, íî ðàçëàãàåòñÿ â íåé â ðÿä.
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Ëåêöèÿ 10. Íà÷àëà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ïîñëå ðàáîò Íüþòîíà â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè êàçàëîñü, ÷òî ìèð äåòåðìèíèðîâàí.
Ëèøü â ïðîøëîì âåêå âîçíèêëè ñîìíåíèÿ â ýòîì, è ñòàëî ôîìèðîâàòüñÿ óáåæäåíèå, ÷òî ìèð
ñêîðåå õàîòè÷åí. Çàêîíû õàîñà èçó÷àåò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, è ïîòîìó, ëþáîé êóðñ ìàòåìà-
òèêè äîëæåí ñîäåðæàòü íà÷àëà ýòîé òåîðèè.

Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé ýêñêóðñ. Ïåðâàÿ ãëóáîêàÿ òåîðåìà â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � çàêîí áîëüøèõ

÷èñåë ßêîáà Áåðíóëëè (1654 � 1705) � áûëà îïóáëèêîâàíà â åãî òðóäå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ¾Èñêóññòâî

ïðåäïîëîæåíèé¿ , êîòîðûé óâèäåë ñâåò â 1713 ã. Â ïðèìåíåíèè ê áðîñàíèþ ìîíåòû çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå áðîñàíèé ÷èñëî ãåðáîâ áóäåò ïðèìåðíî ðàâíî ÷èñëó ðåøåê. Ñëåäóþùèé

øàã ñäåëàë Ïüåð Ëàïëàñ (1749 � 1827). Â ñâîåì òðóäå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðÿòíîñòåé¿ (1812) îí îïðå-

äåëèë âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ äîëè ÷èñëà, ñêàæåì, ãåðáîâ, îò ïîëîâèíû ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé. Ýòîò

ðåçóëüòàò ñòàë íàçûâàòüñÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé. Òðåòüå èìÿ, êîòîðîå íàäî íàçâàòü � Àíäðåé

Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ (1903 � 1987). Îí â ñâîåì êëàññè÷åñêîì òðóäå ¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé¿ (1933) ðàçðàáîòàë àêñèîìàòèêó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (è òåì âêëþ÷èë åå â ðÿä òî÷íûõ íàóê), äîêàçàë

ìíîãèå âàæíåéøèå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íà÷àë ðàçðàáîòêó òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ìíîãîå

äðóãîå.

Òåîðèÿ

10.1. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îñíîâíûì îáúåêòîì, èçó÷àåìûì â òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé, ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 10. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî(ñîãëàñíî Êîëìîãîðîâó), ýòî òðîéêà (Ω,F , P ),
ãäå Ω � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê {ω}, íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè, F =
{A} � ýòî íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ A ⊂ Ω, íàçûâàåìûõ ñîáûòèÿìè, à P � ýòî
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìíîæåñòâ, ò. å. åñëè A1 è A2 ñîáûòèÿ (èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè Ai ∈
F , i = 1, 2), òî èõ îáúåäèíåíèå A1 ∪A2, ïåðåñå÷åíèå A1 ∩A2 , ðàçíîñòü A1 \A2 è äîïîë-
íåíèÿ Ai, i = 1, 2 òîæå ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿìè (ò. å. ïðèíàäëåæàò F).

• Êàæäîìó ìíîæåñòâó A ∈ F ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî P (A). Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A.

• P (Ω) = 1.

• Åñëè äâà ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû, (ò.å. A ∩ B = ∅) òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò
îäíî èç íèõ ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé êàæäîãî: P (A ∪B) = P (A) + P (B).

Äâà ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè P (A ∩ B) = P (A)P (B), à åñëè ýòî
ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè.

Èç àêñèîì âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñðàçó ñëåäóåò
Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòü ñóììû ñîáûòèé ðàâíà ñóììå âåðî-

ÿòíîñòåé ìèíóñ âåðîÿòíîñòü èõ ñîâìåñòíîãî èñõîäà (P (A∪B) = P (A) +P (B)−P (A∩B).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îáúåäèíåíèå A∪B ïðåäñòàâèìî, êàê îáúåäèíåíèå äâóõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A ∪ (B \ A) (åñëè íåêèé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ
ìíîæåñòâ A è B, òî îí ëèáî ïðèíàäëåæèò A, ëèáî ïðèíàäëåæèò ê òåì ýëåìåíòàì èç B,
êîòîðûå A íå ïðèíàäëåæàò). Ïî ïîñëåäíåé àêñèîìå P (A ∪ B) = P (A) + P (B \ A). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû B ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (B \ A) ∪ (A ∩ B), îòêóäà
P (B) = A ∩ B + P (A ∩ B). Îòêóäà P (A ∩ B) = P (B) − P (A ∩ B). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïåðâîå
ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè, ÷òî A ïðîèçîøëî, íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ P (B/A). Èìååò ìåñòî ôîðìóëà: P (A∩B) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B).

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Èìåþòñÿ òðè íàèáîëåå âàæíûå äëÿ íàñ ìîäåëè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà:êîíå÷íîå
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñ÷åòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è ïðÿìàÿ R.

10.2. Êîíå÷íîå è ñ÷åòíîå âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà. Êîíå÷íîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî Ω, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
{ω1, . . . , ωn}, F � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω, à âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
çàäàþòñÿ ÷èñëàìè {pi}n

i=1: P (ωi) = pi (pi ≥ 0,
∑n

i=1 pi = 1), , è åñëè A = ∪k
jωij , òî P (A) =∑k

j pij . Êîíå÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì ïðåäñòàâëÿòü òàáëèöåé

(Ω,F , P ) ↔
(
ω1, . . . , ωn

p1, . . . , pn

)
.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èëëþñòðèðîâàòü òåîðèþ äâóìÿ òàêèìè ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè.
Ïðèìåð 1 (èñïûòàíèe Áåðíóëëè). Çäåñü Ω = {ω0, ω1}. Èñõîä îïûòà ω1 íàçîâåì �óñïå-

õîì�. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü óñïåõà p1 = p. Òîãäà âåðîÿòíîñòü íåóñïåõà ðàâíà p0 = q = 1−p. Âñåõ
ñîáûòèé ÷åòûðå: F = {A0, A1, A2, A3}, ãäå A0 = ∅, A1 = ω0, A2 = ω1, A3 = Ω = A1 ∪A2, è ïðè
ýòîì P (A0) = 0, P (A1) = p, P (A2) = q, P (A3) = 1.

Ñêàæåì, èñïûòàíèåì Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ áðîñàíèå ìîíåòû, êîãäà ñîáûòèå ω1 ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âûïàë ãåðá, ω0 â òîì, ÷òî âûïàëà ðåøêà è âåðîÿòíîñòè îáîèõ ñîáûòèé ðàâíû

1
2
(èëè

áðîñàíèå êîñòè, ïðè êîòîðîì â êà÷åñòâå ω1 ðàññìàòðèâàåòñÿ âûïàäåíèå åäèíèöû, à â êà÷åñòâå
ω0 � âûïàäåíèå âñåãî îñòàëüíîãî. Çäåñü P (ω1) = 1

6
, à P (ω0) = 5

6
).

Ïðèìåð 2 (áðîñàíèå êîñòè). Çäåñü Ω = {ω0, ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}, pi = 1
6
, 1 ≤ i ≤ 6.

Ñ÷åòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî Ω, ñîñòîÿùåå èç ñ÷åòíîãî ÷èñ-
ëà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé {ω1, . . . , ωn . . .}, F � ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω, à âå-

ðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé çàäàþòñÿ ÷èñëàìè {pi}i∈N: P (ωi) = pi (pi ≥ 0,
∞∑
i=1

pi = 1), ,

è åñëè A = ∪Nj ωij , ãäå N � êîíå÷íîå ÷èñëî èëè áåñêîíå÷íîñòü, òî P (A) =
∑N

j kpij . Ñ÷åòíîå
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì ïðåäñòàâëÿòü òàáëèöåé

(Ω,F , P ) ↔
(
ω1, . . . , ωn, . . .
p1, . . . , pn, . . .

)
.

Ïðèìåð 3 ñ÷åòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò òàáëèöà

39



(Ω,F , P ) ↔

(
ω1, . . . , ωn, . . .

e−λ, . . . , e−λ λn−1

(n−1)!
, . . .

)
.

Î ïðÿìîé, êàê âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò ñêàçàíî ïîçæå.

10.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè. Ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : Ω → R íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ïóñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò òàáëèöà

(
ω1, . . . , ωn

p1, . . . , pn

)
è ôóíêöèÿ f , çà-

äàþùàÿ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, òàêîâà: f(ωi) = ξi. Îáîçíà÷èì ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó áóêâîé

ξ. Åå ïðåäñòàâëÿåò òàáëèöà: ξ =

(
ξ1, . . . , ξn
p1, . . . , pn

)
(1). Åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíè-

ìàþùàÿ çíà÷åíèÿ {ξ1, . . . , ξn}, îíà ïðèâîäèò ê íàáîðó âåðîÿòíîñòåé Pξ(x) � ýòî âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå x. Ýòîò íàáîð ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, çàäàâàåìîé òàáëèöåé (1) íàçûâàåò-
ñÿ ÷èñëî Mξ = ξ1p1 + . . .+ ξnpn. Äèñïåðñèåé Dξ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî M(ξ −Mξ)2 = Mξ2 − (Mξ)2.

Ïðèìåð 4.Ïóñòü ïðîèçâåäåíî èñïûòàíèå Áåðíóëëè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êî-

òîðàÿ óñïåõó ñîïîñòàâëÿåò åäèíèöó, à íåóäà÷å íóëü. Âîò åå òàáëèöà:ξ̂ =

(
0, 1

1− p, p

)
(2). Åå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mξ̂ = p, à äèñïåðñèÿ Dξ = p− p2 = p(1− p) = pq. Ëåãêî äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé ñëàãàåìûõ.

Ïðèìåð 5. Ýòî ïðèìåð ôóíêöèè íà ñ÷åòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñàííîì â
ïðèìåðå 3. Çäåñü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ {0, 1, . . . ,m, . . .}, c âåðîÿòíîñòüþ
ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà m, ðàâíîé Pλ(m) = e−λ λm

m!
. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

Ïóàññîíà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî (êàê íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü)
λ. Ïðè áîëüøèõ n è ìàëûõ m ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà õîðîøî ïðèáëèæàåò áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå: Pn(m) ∼= Pλ(m), ãäå λ = m

n
.

10.4. Íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ (íà ïðèìåðå èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè). Ïóñòü îïûò, ïðè-

âåäøèé ê âåðîÿòíîñòíîìó ïðîñòðàíñòâó ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

(
ω0, ω1

1− p, p

)
ïîâòîðÿåòñÿ

åùå ðàç (ñêàæåì, êîñòü áðîñàåòñÿ äâàæäû). Ïîëó÷èì òîãäà ÷åòûðå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿ
{ω0ω0, ω1ω0, ω0ω1, ω1ω1} ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, (1− p)2, p(1− p), (1− p)p, p2, îòêóäà

ïîëó÷àåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó äëÿ ÷èñëà óñïåõîâ:

(
0 1 2

(1− p)2, 2(1− p)p p2

)
. Â ñëó÷àå n

èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòü m óñïåõîâ ðàâíà Cm
n p

m(1 − p)n−m, ãäå ÷èñëî Cm
n = n(n−1)...(n−m+1)

m!
=

n!
m!(n−m)!

íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì (èáî ýòî êîýôôèöèåíò ïðè pmqn−m â

ðàçëîæåíèè áèíîìà Íüþòîíà (p + q)n). Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ {0, 1, . . . , n}, c âåðîÿòíîñòÿìè {Pn(0), Pn(1), . . . , Pn(n)}, ãäå Pn(m) =
Cm

n p
m(1 − p)n−m, íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ðàâåíñòâî Pn(m) = Cm

n p
m(1 −

p)n−m íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Áåðíóëëè. Ñâîéñòâà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî np, äèñïåðñèÿ ðàâíà npq. Ýòè ôîðìóëû âûòåêàþò èç ñâîéñòâ ìà-
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òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèé (â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèé äèñïåðñèÿ ñóììû
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé).

10.5. Åùå îäíà ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà � ïðÿìàÿ
Çäåñü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî Ω = R, ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ � òî÷êè ïðÿìîé, ñîáû-

òèÿ � îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ, èíòåðâàëîâ è ïîëóèíòåðâàëîâ, à âåðîÿòíîñòü çàäàåòñÿ ìîíîòîí-
íîé ôóíêöèåé F , ïðåäåë êîòîðîé ïðè x→ −∞ ðàâåí íóëþ, à ïðè x→∞ ðàâåí åäèíèöå. Ýòà
ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ñêà÷êè, íî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ
ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Çíà÷åíèå ôóíêöèè F â òî÷êå x çàäàåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ðàâ-
íîãî îòêðûòîìó ëó÷ó (−∞, x). Òàêîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü,
êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξF . Â âàæíåéøèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ x 7→ p(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé èíòåãðàë îò êîòîðîé ïî âñåé
ïðÿìîé ðàâåí åäèíèöå. Òîãäà F (x) =

∫ x

−∞ p(t)dt.
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξF , çàäàâàåìîé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ F , ïîðîæäåííîé ïëîòíîñòüþ p, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî MξF =
∫

R xp(x)dx. Äèñïåðñèåé DξF
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî M(ξF −MξF )2 = Mξ2

F − (MξF )2.
Ïðèâåäåì òðè íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b] èìååò ïëîòíîñòü, ðàâíóþ íóëþ âñþäó,
êðîìå ýòîãî îòðåçêà, à íà îòðåçêå îíî ðàâíî êîíñòàíòå, ðàâíîé 1

b−a
.

2. Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fexp(x), ðàâíîé
íóëþ, åñëè x < 0 è 1− e−λx, åñëè x ≥ 0.

3. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. �Êàíîíè÷åñêîå� íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ

ïëîòíîñòüþ ϕ(x) = pnorm(x) = 1√
2π
e−

x2

2 . Åãî íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà (èëè èíîãäà

ðàñïðåäåëåíèåì Ëàïëàñà).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà. Ïóñòü ξ � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî: P{|ξ −Mξ| > α} ≤ Dξ

α2 .

Òåîðåìà 10 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ß. Áåðíóëëè). Â ñõåìå íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé
Áåðíóëëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äîëÿ óñïåõîâ ïî ìîäóëþ îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè
óñïåõà íà ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ÷èñëå èñïûòàíèé, ñòðå-
ìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â âèäå ôîðìóëû ýòî âûãëÿäèò òàê: P{|m

n
− p| > ε} → 0 ïðè

n→∞.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ï. Ëàïëàñà.
a) Ëîêàëüíàÿ: Åñëè ÷èñëî n âåëèêî, à m äîñòàòî÷íî áëèçêî ê n, òî

√
npqPn(m) :

1√
2π
e−

x2

2 → 1 äëÿ âñåõ m äëÿ êîòîðûõ x = m−np√
npq

íàõîäèòñÿ â êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

b) Èíòåãðëüíàÿ: Ïóñòü xi = mi−np√
npq

, i = 1, 2. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî óñïåõîâ

ïðè n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì m1 ≤ m ≤ m2 ïðèìåðíî ðàâíà
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1√
2π

∫ x2

x1
e−

x2

2 dx.
Äîêàçàòåëüñòâà
1) Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Ââîäèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξk, ðàâíóþ ÷èñëó íàñòóïëåíèé ñîáû-

òèÿ A ïðè k-òîì èñïûòàíèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ξ = ξ1 + . . .+ξn. Ïðè ýòîìMξk = p, Dξk = p(1−p),

îòêóäà P{|m
n
− p| > ε}

Cheb.ineq

≤ np(1−p)
n2 → 0, êîãäà n→∞.

2) Ëîêàëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â êíèãå Á. Â. Ãíå-
äåíêî ¾Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿.

Äîïîëíåíèÿ.
Ä1. Ìàòåìàòèêà è åñòåñòâîçíàíèå
Çàêîíû Íüþòîíà.
Â 1687 ãîäó âûøëà êíèãà Íüþòîíà �Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè�,

áûòü ìîæåò, âåëè÷àéøàÿ â èñòîðèè íàóêè. Ñðåäè ìíîãîãî äðóãîãî Íüþòîí òàì ñôîðìóëèðî-
âàë çàêîíû äèíàìèêè. Âïîñëåäñòâèè îíè áûëè èñòîëêîâàíû íà ÿçûêå òåîðèè ýêñòðåìóìîâ.

Óðàâíåíèå mẍ + kx = 0 êàê è îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïèøóòñÿ, îñíîâûâàÿñü íà íåêîåì ýêñ-
òðåìàëüíîì ïðèíöèïå, êîòîðûé èìååò äîëãóþ èñòîðèþ. Íàçîâåì íåêîòîðûõ ó÷åíûõ, êîòîðûå âëîæèëè ñâîþ
ëåïòó â ôîðìèðîâàíèå ýòîãî ïðèíöèïà. Ýòî Ìîïåðòþè, Ýéëåð, Ëàãðàíæ è Ãàìèëüòîí. Íåêîãäà îí íàçû-
âàëñÿ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.Ïðè ðàññìîòðåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, èìåþùåé êîîðäèíàòû
(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n) ðàññìàòðèâàåòñÿ åå ëàãðàíæèàí L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n), ÿâëÿþùèéñÿ ðàçíîñòüþ êèíå-
òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé L = T − U . Èíòåãðàë îò ëàãðàíæèàíà íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì. Çàêîíû,
îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ
(íåêîãäà ýòî íàçûâàëè ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ). Ýòè óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ñîñòîÿò â ñèñòåìå
óðàâíåíèé: − d

dtLq̇i
+ Lqi

= 0. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå mẍ + kx = 0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè äàãðàí-

æèàíà L = m ẋ2

2 − k x2

2 . Ñêàçàííîå äàåò âîçìîæíîñòü äàòü ýñêèç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êåïëåðà.
Ñèëà F , ïðèòÿãèâàþùàÿ äâèæóùååñÿ òåëî ìàññû m (íàõîäÿùååñÿ â òî÷êå ïëîñêîñòè, èìåþùåé äåêàðòîâû

êîîðäèíàòû (x(t), y(t)) è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r(t), ϕ(t))) ê Ñîëíöó, ðàñïîëîæåííîìó â íà÷àëå êîîðäèíàò,
ðàâíà ïî çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ −kr−2(t). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T òåëà ðàâíà m

2 (ẋ2(t) + ẏ2(t)) =
m
2 ( d

dt (r(t) cosϕ(t))2+( d
dt (r(t) sinϕ(t))2) = m

2 (ṙ2(t)+r2(t)ϕ̇2(t)), ïîòåíöèàëüíàÿ U ðàâíà mk
r(t) . Ëàãðàíæèàí T−U

íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè m
2 (ṙ2(t)+ r2(t)ϕ̇2(t))+ mk

r(t) = H.

Îí íå çàâèñèò òàêæå îò ϕ è ïîòîìó èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà mr2(t)ϕ̇(t) = mL, êîòîðûé
ïåðåïèøåì â âèäå âòîðîãî êåïëåðîâñêîãî çàêîíà ïëîùàäåé:

dϕ

dt
=
L

r2
. (i)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà) ïåðåïèøåì â âèäå m
2 (ṙ2(t)+( L

mr2(t)) )+
mk
r(t) =

H, ÷òî ðàâíîñèëüíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

dr

dt
=

√
2
m

(
H − mk

r

)
− L2

m2r2
. (ii)

Ñîîòíîøåíèÿ (i) è (ii) ïðèâîäÿò ê èíòåãðèðóåìîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

dϕ

dr
=

L

r2
√

2
m

(
H − mk

r

)
− L2

m2r2

. (iii)

(Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (iii) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîäñòàíîâêîé Ýéëåðà).
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Ïðîèçâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì:

r =
p

1 + e cosϕ
, p =

L2

|k|
, e =

√
2HL2

mk2
+ 1, L =

√
|k|p.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî íåáåñíûå òåëà ïîä âîçäåéñòâèåì Ñîëíöà, äâèæóòñÿ ïî êðèâûì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè
ýòîì, åñëè e < 1, òî äâèæåíèå ïðîõîäèò ïî ýëëèïñó (ýòèì äîêàçàí ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà). Ñîîòíîøåíèå (i),
êàê áûëî óæå ñêàçàíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðîé çàêîí Êåïëåðà. Äîêàæåì òðåòèé çàêîí. Èíòåãðèðóÿ (i) ïî
ïåðèîäó, è èñïîëüçóÿ òî, ÷òî ïëîùàäü ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b ðàâíà πab, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó: πab = LT ,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî b2

a = p, L2 = |k|p, ïîëó÷àåì: T 2 = π2a2b2

L2 = a3

|k| , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Êåïëåð çàäóìàë íàïèñàòü êíèãó îá óñòðîéñòâå Âñåëåííîé, çàâåðøåíèåì êîòîðîé äîëæåí áûë ñòàòü òðåòèé
çàêîí äâèæåíèÿ ïëàíåò. Òàì åñòü òàêèå ñëîâà:�ß ïèøó ýòó êíèãó. Ïðî÷òåòñÿ ëè îíà ìîèìè ñîâðåìåííèêàìè
èëè ïîòîìñòâîì, ìíå íåò äî ýòîãî äåëà � îíà ïîäîæäåò ñâîåãî ÷èòàòåëÿ. Ðàçâå Ãîñïîäü Áîã íå æäàë øåñòü
òûñÿ÷ ëåò ñîçåðöàòåëÿ ñâîåãî òâîðåíèÿ?�

Ìåòîä Ôóðüå â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Êîëåáàíèå ñòðóíû (Ä. Áåðíóëëè è Ýéëåð)
Ïóñòü u(t, x) � ïîëîæåíèå â ìîìåíò t êîëåáëþùåéñÿ, çàêðåïëåííîé â êîíöàõ îòðåçêà [0, 1]

ñòðóíû, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå êîòîðîé â òî÷êå x áûëî ϕ(x), à ñêîðîñòü â òî÷êå x â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè áûëà ðàâíà ψ(x). Ôóíêöèÿ (t, x) 7→ u(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñòðóíû

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
, (i)

êðàåâûì óñëîâèÿì u(t, 0) = u(t, 1) = 0 è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) =
ψ(x). Ðåøèì çàäà÷ó ìåòîäîì ðçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ T (t)X(x). Òîãäà óðàâíåíèå ∂2u
∂t2

= ∂2u
∂x2 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó T

′′
(t)

T (t)
= X

′′
(x)

X(x)
.

Çíà÷èò, è T
′′
(t)

T (t)
è X

′′
(x)

X(x)
ðàâíû êîíñòàíòå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç λ. Êðàåâûå óñëîâèÿ âåäóò

ê ðàâåíñòâàì X(0) = X(1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ X(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè X

′′
= λX, X(0) = X(1) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λk = −k2, è ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ck sin kπx, k ∈ N. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó Ãèëüáåðòà, î êîòîðîé ÿ
ðàññêàçûâàë íà ïðåäûäóùåé øêîëå. Ïîëîæèì G(x, ξ) = (1− ξ)x ïðè O ≤ ξ ≤ x è (1−x)ξ ïðè
x ≤ ξ ≤ 1. Äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x ôóíêöèþ z(x) =

∫ 1

0
G(x, ξ)y(ξ)dξ óáåæäàåìñÿ

â òîì, ÷òî z
′′
(x) = y(x) è ïðè ýòîì z(0) = z(1) = 0. Ñèñòåìà ôóíêöèé {2−1/2 sin kπx}k∈N

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â L2([0, 1]). Îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ T
′′
(t)+

n2T (t) = 0 è òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû áóäåò òàêîâî: u(t, x) =
∑

k∈N(ck sinnt +
dk cosnt) sin kπx, ãäå ck è dk îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî èç íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû (i) âûâåë Äàëàìáåð â 1747 ãîäó. Ðåøåíèå çàäà÷è íà âñåé ïðÿìîé ∂2u
∂t2 =

∂2u
∂x2 , u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x) çàäàåò ôîðìóëà: u(t, x) = ϕ(x+t)+ϕ(x−t)

2 + 1
2

∫ x+t

x−t
ψ(τ)dτ , êîòîðàÿ áûëà

ïîëó÷åíà Äàëàìáåðîì è Ýéëåðîì è ïîëó÷èëà íàçâàíèå ôîðìóëû Äàëàìáåðà.

Ïîäîáíóþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ ñìåøàíîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé áûëî îïèñàíî âûøå. Âîçíèê

èçâåñòíûé ñïîð ìåæäó Ýéëåðîì è Ä. Áåðíóëëè ïî ïîâîäó òîãî, ÷üå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì. Íåëüçÿ

ñêàçàòü, ÷òî ýòîò ñïîð ïîíûíå îêîí÷àòåëüíî ðåøåí.
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Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ìåìáðàíû (Ëàïëàñ).
Ëàïëàñ áûë îäíèì èç êðóïíåéøèõ ó÷åíûõ 18 âåêà. Îí ïîäðîáíî èññëåäîâàë óðàâíåíèå

∆u = 0, ïîëó÷èâøåå åãî èìÿ, êîòîðîå ëåæèò â îñíîâàíèè òåîðèè ïîòåíöèàëà, òåïëîïðîâîä-
íîñòè, ýëåêòðîñòàòèêè è ãèäðîäèíàìèêè.

Ïðîèíòåãðèãóåì óðàâíåíèå Ëàïëàñà â êðóãå. Ïóñòü íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà
çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ 7→ f(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå, ò.
å. íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∆u(x1, x2) =
∂2u(x1, x2)

∂x2
1

+
∂2u(x1, x2)

∂x2
2

= 0, (i)

ïðèíèìàþùåå íà ãðàíèöå êðóãà çíà÷åíèÿ, ðàâíûå f . Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ èìååò âèä: ∂2u

∂ρ2 + 1
ρ

∂u
∂ρ

+ 1
ρ2

∂2u
∂ϕ2 = 0.

Ðåøèì çàäà÷ó ñíîâà ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Êàê è â ñëó÷àå êîëåáàíèé ñòðóíû,
èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ R(ρ)Φ(ϕ). Â ðåçóëüòàòå óæå äâàæäû
ïðèìåíåííîé ïðîöåäóðû, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì Φ

′′
+ λΦ = 0 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè

è ê óðàâíåíèþ ρ2R
′′

+ ρR′ − λR = 0. Ïîëó÷àåì λk = k2 è ïîëíóþ ñèñòåìó {cos k·, sin k·}k≥0.
Óðàâíåíèå ρ2R

′′
+ ρR′ − k2R = 0 èìååò ðåøåíèå ρk, è òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëà-

ïëàñà áóäåò òàêîâî: u(t, x) = a0

2
+
∑

k∈N ρ
k(ak sin kϕ + bk cos kϕ, ãäå ak è bk îïðåäåëÿþòñÿ êàê

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f .

Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà (Ôóðüå)
Ôóðüå � âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê è ìàòåìàòè÷åñêèé ôèçèê. Îí âûâåë óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è

ïðîèíòåãðèðîâàë åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü u(t, x) � òåìïåðàòóðà â ìîìåíò t ìåòàëëè÷åñêîé íèòè, êîíöû êîòîðîé, ðàñïîëîæåííûå â òî÷êàõ 0

è 1, ñîäåðæàòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå â íîëü ãðàäóñîâ, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà â òî÷êå x ðàâíà ϕ(x). Ôóíêöèÿ
(t, x) 7→ u(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, (i)

êðàåâûì óñëîâèÿì u(t, 0) = u(t, 1) = 0 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u(0, x) = ϕ(x). Ðåøèì çàäà÷ó îïÿòü-òàêè ìåòî-
äîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Êàê è â ñëó÷àå êîëåáàíèé ñòðóíû, èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ T (t)X(x). Òîãäà óðàâíåíèå ∂u
∂t = ∂2u

∂x2 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó T ′(t)
T (t) = X

′′
(x)

X(x) . Çíà÷èò, è
T ′(t)
T (t)

è X
′′

(x)
X(x) ðàâíû êîíñòàíòå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç λ. Êðàåâûå óñëîâèÿ âåäóò ê ðàâåíñòâàì X(0) = X(1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ X(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè X
′′

= λX, X(0) = X(1) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî λk = −k2, è ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ck sin kπx, k ∈ N. Ïðèìåíèòü òåîðåìó Ãèëüáåðòà
(êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå)ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {2−1/2 sin kπx}k∈N
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â L2([0, 1]. Îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ T ′(t) + n2T (t) = 0 è

òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû áóäåò òàêîâî: u(t, x) =
∑

k∈N ake
−n2t sin kπx, ãäå ak îïðåäåëÿþòñÿ

îäíîçíà÷íî èç íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Êàê-òî âîçíèê ñïîð ìåæäó Ôóðüå è ßêîáè. Ôóðüå íàïèñàë, ÷òî öåëü ìàòåìàòèêè â îáúÿñíåíèè ïðèðîäû.

ßêîáè æå äàë îòïîâåäü Ôóðüå, ñêàçàâ, ÷òî ôèëîñîôàì ïîäîáíîãî ðàíãà íåïëîõî áû çíàòü, ÷òî öåëü ìàòåìàòèêè
â ïðîñëàâëåíèè ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà. Êàæäûé èç âàñ ìîæåò èìåòü ñîáñòâåííîå ìíåíèå íà ýòîò ñ÷åò. Ìíå
áëèæå âîççðåíèå Ôóðüå.

×èñëà. Ñîâîêóïíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {1, 2, 3 . . .} îáîçíà÷àåòñÿ N, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë �
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÷åðåç R. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ìîæíî îïðåäåëÿòü êîíñòðóêòèâíî, êàê ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ äåñÿòè÷íûõ
äðîáåé, íå îêàí÷èâàþùèõñÿ íà îäíè äåâÿòêè, è àêñèîìàòè÷åñêè, êàê ïîëíîå óïîðÿäî÷åííîå ïîëå. Äåñÿòè÷íàÿ
äðîáü x � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë âèäà: m1m2 · · ·mN .n1n2 · · · , ãäå mi, 1 ≤ i ≤ N è ni, i ∈ N � öåëûå
÷èñëà îò íóëÿ äî äåâÿòè. Íå äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû âñå ni, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, áûëè áû âñå äåâÿòêè;
äðîáü íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âñå ni íóëè; m1m2 · · ·mN íàçûâàåòñÿ öåëîé
÷àñòüþ äðîáè, îñòàëüíàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ äðîáíîé. Åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ñðàâíåíèå äðîáåé (êîãäà x = y
è x < y); ñ ïîìîùüþ äåéñòâèé íàä êîíå÷íûìè äðîáÿìè è ïîíÿòèÿ ïðåäåëà îïðåäåëÿþòñÿ ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå,
óìíîæåíèå è äåëåíèå äåñÿòè÷íûõ äðîáåé, ÷òî ïðåâðàùàåò èõ ñîâîêóïíîñòü (ò. å. R) â ïîëå (ò. å. ìíîæåñòâî,
â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñ ïðèâû÷íûìè àêñèîìàìè). Âåùåñòâåííûå
÷èñëà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè a) ïîëíîòû; ñîãëàñíî åìó ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N (ò. å.
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N, ÷òî ∀ε > 0∃N ∈ N : |xn+k − xn| < ε ∀n ≥ N, k ∈ N) èìååò ïðåäåë;
b) ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíåé äëÿ îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó (ñíèçó) ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà (äëÿ
âåðõíåé ãðàíè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè a < C äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a èç ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A, òî ∃α ∈ R : α ≥
a ∀a ∈ A&∀ε > 0∃a(ε) : a(ε) > α− ε è c) óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ ñ äëèíàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ
ê íóëþ èìåòü åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ íàìè ñîâîêóïíîñòü äåñÿòè÷íûõ äðîáåé
� ýòî ìîäåëü àêñèîìàòè÷åñêè çàäàííîãî îáúåêòà � ïîëíîãî óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ.
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