
Ëåêöèÿ 13. Âÿçêîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû: ÷èñëåííîå

ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Óçàâû.

Èç òåîðåìû Ìàçóðà ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, xn
w→

n→∞
x. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü êîíå÷íûõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ xn, ñõîäÿùàÿñÿ ê x ïî íîðìå.

Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ f : X → R ∪ {+∞} íàçûâàåòñÿ ñåêâåí-

öèàëüíî ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn
τ→

n→∞
x âûïîëíåíî f(x) 6

limn→∞ f(xn).
Åñëè (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ýêâèâàëåíòíà ñåêâåíöè-

àëüíîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó. Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
íå ìåòðèçóåìà, îäíàêî èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, f : X → R∪{+∞} âûïóêëà è ïîëóíåïðåðûâíà

ñíèçó, òî îíà ñåêâåíöèàëüíî ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè.

Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn} ⊂ M ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå èç M . Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíîñòü ýêâèâàëåíòíà ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ñëàáîé

òîïîëîãèè âûïîëíåíî òî æå ñàìîå: ìíîæåñòâî ñëàáî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî êîìïàêòíî (òåîðåìà Ýáåðëåéíà � Øìóëüÿíà).

1 Ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè.

Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, L ⊂ X, M ⊂ Y , L : L × M → R. Òî÷êà
(x, y) ∈ L × M íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè L, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ L,
y ∈ M âûïîëíåíî L(x, y) 6 L(x, y) 6 L(x, y).

Ìû äîêàæåì òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ñåäëîâîé òî÷êè â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå:

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü X, Y � ðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,M ⊂ Y âûïóêëî,

çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, L : X × M → R, äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y ∈ M ôóíêöèè

L(·, y) : X → R è −L(x, ·) : M → R ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè è ïîëóíåïðåðûâíûìè

ñíèçó è

L(x, y) →
∥x∥→+∞

+∞ ðàâíîìåðíî ïî y ∈ M. (1.1)

Ïóñòü, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî y ∈ M ôóíêöèÿ L(·, y) ñòðîãî âûïóêëà.1 Òîãäà L
èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ L(·, y) âûïóêëà, êîýðöèòèâíà è ïîëóíåïðåðûâíà
ñíèçó, òî îíà èìååò òî÷êó ìèíèìóìà ey. Êðîìå òîãî, èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè ñëåäóåò,
÷òî ey åäèíñòâåííà äëÿ ëþáîãî y ∈ M . Ïîëîæèì f(y) = L(ey, y). Òîãäà −f(y) =

1Îò ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî èçáàâèòüñÿ (ñì. [2]), íî äëÿ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèè ñðåäû
Áèíãàìà äîñòàòî÷íî òàêîé ôîðìóëèðîâêè.
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maxx∈X(−L(x, y)) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó íà M (ïîñêîëüêó
çàäàåòñÿ êàê ìàêñèìóì ñåìåéñòâà ôóíêöèé ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè). Çíà÷èò, f äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå y.

Ïîëîæèì x = ey. Ìû ïîêàæåì, ÷òî (x, y) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé. Ïóñòü y ∈ M ,
λn ∈ (0, 1), λn → 0 ïðè n → ∞, yn = (1− λn)y + λny, xn = eyn . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ
y, ey è âîãíóòîñòè L ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ïîëó÷àåì

f(y) > f(yn) = L(xn, (1− λn)y + λny) >

> (1− λn)L(xn, y) + λnL(xn, y) > (1− λn)f(y) + λnL(xn, y).

Çíà÷èò,

f(y) > L(xn, y). (1.2)

Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî {xn} îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, xn

w→ x̂.
Äîêàæåì, ÷òî x̂ = x. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî L(x̂, y) 6 L(x, y) äëÿ

ëþáîãî x ∈ X. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ey, x̂ = x.
Ïóñòü x ∈ X. Òàê êàê L(·, y) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, òî

L(x̂, y) 6 lim
n→∞

L(xn, y).

Òàê êàê L(xn, ·) âîãíóòà, òî

L(xn, y) 6 L(xn, y) + L(xn, yn)− (1− λn)L(xn, y)− λnL(xn, y) 6

6 λnL(xn, y)− λnL(xn, y) + L(x, yn) 6 λnL(xn, y)− λnL(ey, y) + L(x, yn),

òàê ÷òî

L(xn, y) 6 − λn

1− λn

L(ey, y) +
1

1− λn

L(x, yn).

Òàê êàê −L ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, òî îòñþäà è èç ïðåäëîæå-
íèÿ 2 ïîëó÷àåì

lim
n→∞

L(xn, y) 6 L(x, y).

Ñëåäîâàòåëüíî, L(x̂, y) 6 L(x, y).
Ïðîâåðèì, ÷òî L(x, y) 6 L(x, y). Â ñàìîì äåëå, â ñèëó (1.2) è ñåêâåíöèàëüíîé

ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó L(·, y) îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè

L(x, y) = f(y) > lim
n→∞

L(xn, y) > L(x, y).

2 Àëãîðèòì Óçàâû.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, a(u, v) � áèëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôîðìà, íà
H, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

a(v, v) > α⟨v, v⟩, ãäå α > 0. (2.1)

Ïóñòü v 7→ (f, v) � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,

J0(v) =
1

2
a(v, v)− (f, v),
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L � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨·, ·⟩L, Φ : H → L, Λ ⊂ L
� âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ L âûïîëíåíî
óñëîâèå:

v 7→ ⟨q, Φ(v)⟩L âûïóêëà è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà H. (2.2)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

inf
v∈H

[
J0(v) + sup

q∈Λ
⟨q, Φ(v)⟩L

]
. (2.3)

Ïðèìåð. H = W̊ 1
2 (Ω), ãäå Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, a(v, v) = ∥v∥2H , f ∈

Lr(Ω), r > 1, (f, v) =
∫
Ω

fv dx (èç òåîðåìû âëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë

íåïðåðûâåí), L = L2(Ω, R2), Φv = ∇v,

Λ = {q ∈ L : |q(x)| 6 τ ï.â. â Ω}.

Òîãäà

sup
q∈Λ

⟨q, Φ(v)⟩L = τ

∫
Ω

|∇v| dx.

Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(v, q) = J0(v) + ⟨q, Φ(v)⟩L.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ôóíêöèÿ L èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå u ∈ H, p ∈ L
òàêèå, ÷òî

L(u, q) 6 L(u, p) 6 L(v, p), v ∈ H, q ∈ Λ;

2. ôóíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé C1.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Λ îãðàíè÷åíî, òî ñåäëîâàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 1.1.
Ïóñòü PΛ � îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî Λ (êàæäîé

òî÷êå èç X ñîïîñòàâëÿåòñÿ áëèæàéøàÿ ê íåé èç Λ). Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî L ãèëüáåð-
òîâî, à Λ âûïóêëî è çàìêíóòî, òî ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåí, è, êðîìå òîãî, PΛ ëèïøèöåâ ñ êîíñòàíòîé 1 (óïðàæíåíèå).

Ïóñòü (u, p) ∈ H × L � ñåäëîâàÿ òî÷êà. Òîãäà

J0(u) + ⟨p, Φ(u)⟩L 6 J0(v) + ⟨p, Φ(v)⟩L, v ∈ H, (2.4)

⟨q − p, Φ(u)⟩ 6 0, q ∈ Λ. (2.5)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

p = PΛ(p+ ρΦ(u)) äëÿ ëþáîãî ρ > 0. (2.6)

Â ñàìîì äåëå, â ñëó÷àå Φ(u) = 0 îáà óñëîâèÿ âûïîëíåíû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Φ(u) ̸=
0. Ïóñòü âûïîëíåíî (2.5), òî åñòü ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå

E = {q ∈ L : ⟨q, Φ(u)⟩ 6 ⟨p, Φ(u)⟩}.
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Âåêòîð Φ(u) îðòîãîíàëåí ãèïåðïëîñêîñòè

S := {q ∈ L : ⟨q, Φ(u)⟩ = ⟨p, Φ(u)⟩}.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ρ > 0 òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê p+ρΦ(u) â ïîëóïðîñòðàíñòâå
E. Òåì áîëåå, p = PΛ(p+ ρΦ(u)).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî (2.6). Òîãäà âíóòðåííîñòü øàðà B ñ öåíòðîì â òî÷êå
p + Φ(u) è ðàäèóñîì ∥Φ(u)∥L íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ, ïîýòîìó B è Λ ìîæíî ðàçäåëèòü
ãèïåðïëîñêîñòüþ. Îíà ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê B â òî÷êå p è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò
ñ S. Ïðè ýòîì, ⟨p+ Φ(u), Φ(u)⟩ > ⟨p, Φ(u)⟩, îòêóäà Λ ⊂ E.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ
ñåäëîâîé òî÷êè (àëãîðèòì Óçàâû).2 Íà÷èíàåì ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p0 ∈ Λ, ïî íåé
íàõîäèì u0, çàòåì íàõîäèì p1, è ò.ä. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1. åñëè íàéäåí ýëåìåíò pn ∈ Λ, íàõîäèì un ∈ H êàê òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà
J0(v) + ⟨pn, Φ(v)⟩L (ñì. (2.4)).

2. ïîëàãàåì pn+1 = PΛ(p
n + ρnΦ(u

n)) (ñì. (2.6)), ãäå ρn > 0 � ïàðàìåòð, êîòîðûé
ïîçæå áóäåò ïîäáèðàòüñÿ.

Òåîðåìà 2.1. (î ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà Óçàâû). Ñóùåñòâóþò òàêèå 0 < α0 < α1 <
∞, ÷òî ïðè ρn ∈ (α0, α1) âûïîëíåíî

un →
n→∞

u ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (2.4) ýêâèâàëåíòíî

J ′
0(u)[v − u] + ⟨p, Φ(v)− Φ(u)⟩L > 0, v ∈ H, (2.8)

à óñëîâèå íà un �

J ′
0(u

n)[v − un] + ⟨pn, Φ(v)− Φ(un)⟩L > 0, v ∈ H. (2.9)

Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ñóáäèôôåðåíöèàëà è òåîðåìå Ìîðî � Ðîêàôåëëàðà
(2.4) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 0 ∈ J ′

0(u)+∂⟨p, Φ(·)⟩(u), ò.å. −J ′
0(u) ∈ ∂⟨p, Φ(·)⟩(u). Ñíîâà

ïî îïðåäåëåíèþ ñóáäèôôåðåíöèàëà, ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî (2.8). Ýêâèâàëåíòíîñòü
(2.9) è óñëîâèÿ íà un äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîäñòàâëÿåì v = un â (2.8), v = u â (2.9), ñêëàäûâàåì ýòè íåðàâåíñòâà è ïîëó÷àåì

(J ′
0(u

n)− J ′
0(u))[u

n − u] + ⟨pn − p, Φ(un)− Φ(u)⟩L 6 0.

Òàê êàê a(u, v) áèëèíåéíà, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a(un − u, un − u) + ⟨pn − p, Φ(un)− Φ(u)⟩L 6 0. (2.10)

Îáîçíà÷èì rn = pn − p. Èç (2.6) è îïðåäåëåíèÿ pn+1 ñëåäóåò, ÷òî

rn+1 = PΛ(p
n + ρnΦ(u

n))− PΛ(p+ ρnΦ(u)).

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå PΛ ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé 1, ïîëó÷àåì

∥rn+1∥2L 6 ∥rn+ρn(Φ(u
n)−Φ(u))∥2L = ∥rn∥2L+2ρn⟨rn, Φ(un)−Φ(u)⟩L+ρ2n∥Φ(un)−Φ(u)∥2L.

2Ñì. [1].
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Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè (2.10), (2.1) è òåì, ÷òî Φ ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé C1,
è ïîëó÷èì

∥rn+1∥2L 6 ∥rn∥2L − 2ρna(u
n − u, un − u) + C2

1ρ
2
n∥un − u∥2L 6

6 ∥rn∥2L − (2αρn − C2
1ρ

2
n)∥un − u∥2L.

Âûáåðåì α1 > α0 > 0 òàê, ÷òîáû 2αρn − C2
1ρ

2
n > β > 0. Òîãäà

∥rn+1∥2L 6 ∥rn∥2L − β∥un − u∥2L.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∥rn∥L} óáûâàåò è ïîýòîìó ñõîäèòñÿ. Îòñþäà

∥un − u∥2L 6 β−1
(
∥rn∥2L − ∥rn+1∥2L

)
→ 0
n→∞

.
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