
Ëåêöèÿ 11. Âÿçêîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû:

êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ðåøåíèé.

Ïóñòü D ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó

J(u) := JD(u) := µ

∫
D

|∇u|2 dx+ τ

∫
D

|∇u| dx− c

∫
D

u dx→ inf, u ∈ W̊ 1
2 (D). (1)

Èç òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ñëåäóåò, ÷òî u ∈ Lq(D) ïðè 1
2
+ 1

q
− 1

2
> 0, òî åñòü

äëÿ q < ∞. Ï.Ï. Ìîñîëîâ è Â.Ï. Ìÿñíèêîâ [1] ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)
íåïðåðûâíî (èõ äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî â ýòîé ëåêöèè). Ïîçæå èõ ðåçóëüòàò
áûë óñèëåí Õ. Áðåçèñîì [2], êîòîðûé äîêàçàë, ÷òî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó W 2

2 (D).1

Â ðàáîòå [1] òàêæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ÿäåð òå÷åíèÿ, òî åñòü çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ñêîðîñòè u ïîñòîÿííî è
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì. Âíóòðè ÿäåð òå÷åíèÿ ñðåäà äâèæåòñÿ, êàê òâåðäîå
òåëî.

Ïóñòü v ∈ C(D), E � íåïóñòîå çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, E ⊂ D. Íàçîâåì E
ìíîæåñòâîì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèè v, åñëè v|E ≡ cE
è íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊃ E òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U\E âûïîëíåíî
v(x) > cE (ñîîòâåòñòâåííî v(x) < cE).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü µ, τ , c � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, D ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ
p-ñâÿçíàÿ îáëàñòü. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì, û íå èìååò ìíîæåñòâ ñòðîãèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.
Åñëè E ⊂ D � ìíîæåñòâî ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè û, òî îíî
ñîäåðæèò êðóã ðàäèóñà τ

8pc
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàæåì, ÷òî v ∈ Ŵ , åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî D̃ ⊂
D òàêîå, ÷òî ∂D̃ ⊂ D � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ëîìàíûõ, v|D\D̃ = 0 è ñóùåñòâóåò

ðàçáèåíèå D̃ íà òðåóãîëüíèêè ∆i (1 6 i 6 i0) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , i0}
ôóíêöèÿ v|∆i

ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé.2 Ýòî ìíîæåñòâî ïëîòíî â W̊ 1
2 (D).

Ïóñòü û � ðåøåíèå çàäà÷è (1), {vn} ⊂ W̊ 1
2 (D). Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë J ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì è ñèëüíî âûïóêëûì, òî vn →
n→∞

û â ïðîñòðàíñòâå W̊ 1
2 (D) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà J(vn) →
n→∞

J(û) (ñì. ëåêöèþ ïðî áëèçîñòü ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé,

ïðåäëîæåíèå 2).
Äîêàæåì, ÷òî û > 0 ï.â. Ïóñòü vn →

n→∞
û, ṽn(x) = max{vn(x), 0}. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî J(ṽn) 6 J(vn), ïîýòîìó ṽn →
n→∞

û. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê û ï.â.

1Ò.å. ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé, ó êîòîðûõ âñå îáîáùåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà

ïðèíàäëåæàò L2(D).
2Ýòî ïî÷òè òî æå, ÷òî è W̃ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïðåäåëüíîé íàãðóçêå, òîëüêî ôóíêöèÿ

v ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé â íåêîòîðûõ òðåóãîëüíèêàõ, ñîäåðæàùèõñÿ â D̃.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåïðåðûâíîñòè û.
Øàã 1. Ïóñòü v ∈ Ŵ , D̃ = supp v, r > 0. Ïîëîæèì

Dr,v = {x ∈ D̃ : v(x) < r}

è îáîçíà÷èì Di
r,v, 1 6 i 6 m(r), ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Dr,v, D

i

r,v � èõ çàìûêàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè D
i

r,v ∩ ∂D̃ ̸= ∅ äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , m(r), òî ñóùåñòâóåò

òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî r̃ ∈ (r − δ, r) âûïîëíåíî m(r̃) = m(r) è D
i

r̃,v ∩ ∂D̃ ̸= ∅,
i = 1, . . . , m(r).

Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó Dr̃,v ⊂ Dr,v ïðè r̃ < r, òî m(r) 6 m(r̃). Ïîýòîìó íàéäóòñÿ
òàêèå m > m(r) è δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî r̃ ∈ (r − δ, r) âûïîëíåíî m(r̃) = m. Ïóñòü
m > m(r). Òîãäà íàéäåòñÿ i = 1, . . . , m(r) òàêîå, ÷òî A := Di

r,v ñîäåðæèò íå ìåíåå
äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Dr̃,v (îáîçíà÷èì èõ A1

r̃, . . . , A
k
r̃). Òîãäà

A = ∪kj=1

(
∪r̃<rAjr̃

)
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì k > 2 îòêðûòûõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ �
ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü δ > 0 òàêîâî, ÷òî m(r̃) = m(r) ïðè r̃ ∈ (r − δ, r), Di

r̃,v ⊂ Di
r,v.

Ïóñòü x̂ ∈ D
i

r,v ∩ ∂D̃, xn →
n→∞

x̂, xn ∈ Di
r,v. Òàê êàê v(x̂) = 0, òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n âûïîëíåíî v(xn) < r− δ è xn ∈ Di
r̃,v. Çíà÷èò, x̂ ∈ D

i

r̃,v ∩ ∂D̃. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : Ŵ → Ŵ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì Rv ìíî-
æåñòâî r > 0 òàêèõ, ÷òî Dr,v ñîäåðæèò ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, çàìûêàíèå êîòîðîé
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ∂D̃. Åñëè Rv = ∅, òî ïîëîæèì φ(v) = v. Ïóñòü Rv ̸= ∅. Â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ, Rv ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò r̂(v). Ïóñòü G1, . . . , Gl � ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû Dr̂(v),v, ãðàíèöà êîòîðûõ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ D̃. Ïîëîæèì

φ(v)(x) =

{
v(x), åñëè x /∈ ∪lj=1Gj,
r̂(v), åñëè x ∈ ∪lj=1Gj.

Òîãäà φ(v) ∈ Ŵ , J(φ(v)) 6 J(v) è r̂(φ(v)) < r̂(v) (â ñèëó óòâåðæäåíèÿ). Äàëåå, äëÿ
ëþáîãî j = 1, l íàéäåòñÿ òàêîå i, ÷òî ∂Gj ñîäåðæèò âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ∆i (ñì.

îïðåäåëåíèå êëàññà Ŵ ). Â ñàìîì äåëå, èíà÷å r̂(v) � íå ìàêñèìóìRv. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî íàéäåòñÿ òàêîå n(v) ∈ N, ÷òî φn(v)+1(v) = φn(v)(v).

Ïîëîæèì ψ(v) = φn(v)(v). Òîãäà Rψ(v) = ∅.
Øàã 2 (�çàòÿãèâàíèå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ�). Ïóñòü un →

n→∞
û. Ïîëîæèì ũn =

ψ(un). Òîãäà ũn ∈ Ŵ , J(ũn) 6 J(un) è Rũn = ∅. Â ÷àñòíîñòè, ũn íå èìååò ìíîæåñòâ
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Øàã 3. Îáîçíà÷èì

Fτ,p,c = {E ⊂ D : E íå ñîäåðæèò êðóãîâ ðàäèóñà τ/8pc}.

Ïóñòü v ∈ Ŵ , Rv = ∅. Äëÿ êàæäîãî s > 0 ïîëîæèì

Evs = {E ⊂ D : E � ìíîæåñòâî ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà v, v|E = s}

(íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà íåïóñ-
òûå, çàìêíóòûå è ñâÿçíûå),

Sv = {s > 0 : Evs ∩ Fτ,p,c ̸= ∅}.
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Òàê êàê v ∈ Ŵ , òî card {s > 0 : Evs ̸= ∅} <∞, òàê ÷òî Sv êîíå÷íî. Ïóñòü ŝv = maxSv,
Evŝv = {E1, . . . , Ek}.

Ïóñòü s > 0, Us,v = {x ∈ D : v(x) > s}. Äëÿ s ∈ (0, ŝv), j = 1, . . . , k îáîçíà÷èì
Uj,s,v ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó Us,v, ñîäåðæàùóþ Ej. Çàìåòèì, ÷òî åñëè s äîñòàòî÷íî
áëèçêî ê ŝv, òî â Uj,s,v íåëüçÿ âïèñàòü êðóã ðàäèóñà τ

8pc
(èíà÷å áåðåì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òàêèõ êðóãîâ, ó êîòîðûõ öåíòðû ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå, è ïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî Ej = ∩s∈(0, ŝv)Uj,s,v). Ïîëîæèì

sj = inf{s < ŝv : Uj,s,v íå ñîäåðæèò êðóã ðàäèóñà τ/8pc},

φ̃(v)(x) =

{
v(x), x /∈ ∪kj=1Uj,sj ,v,
sj, x ∈ Uj,sj ,v.

Çàìåòèì, ÷òî φ̃(v) ∈ Ŵ ,Rφ̃(v) = ∅, ŝφ̃(v) < ŝv. Êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà
∪kj=1U j,s,v ñîäåðæèò êðóã ðàäèóñà τ

8pc
èëè íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñòðîãîãî ëîêàëü-

íîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè φ̃(v). Ïîýòîìó

cardSφ̃(v) < cardSv. (2)

Ïîêàæåì, ÷òî J(φ̃(v)) 6 J(v). Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè

w ∈ Ŵ , Rw = ∅, U � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Us,w, íå ñîäåðæàùàÿ êðóã ðàäèóñà τ
8pc
,

w̃(x) =

{
w(x), x /∈ U,
s, x ∈ U,

òî J(w̃) 6 J(w). Â ñàìîì äåëå, ïîëîæèì h(x) = w(x)− s, x ∈ U , è ïîêàæåì, ÷òî

µ

∫
U

|∇h|2 dx+ τ

∫
U

|∇h| dx− c

∫
U

h dx > 0.

Ýòî âåðíî, åñëè c 6 τ infŨ⊂U
|∂Ũ |
|Ũ | . Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

infŨ⊂U
|∂Ũ |
|Ũ | > 1

8pd̃
, ãäå d̃ � ðàäèóñ êðóãà, âïèñàííîãî â U . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âûïîë-

íåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ c 6 τ
8pd̃

, òî åñòü d̃ 6 τ
8pc
.

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N, ÷òî φ̃n(v) = φ̃n+1(v). Ïîëîæèì ψ̃(v) =
φ̃n(v). Òîãäà J(ψ̃(v)) 6 J(v).

Øàã 4 (�ñðåçêà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ�). Ïóñòü ũn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó-
÷åííàÿ íà øàãå 2. Ïîëîæèì ûn = ψ̃(ũn). Òîãäà J(ûn) 6 J(ũn) è ïîýòîìó ûn →

n→∞
û

â W̊ 1
2 (D). Ïðè ýòîì, ûn íå èìååò ìíîæåñòâ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à ëþáîå

ìíîæåñòâî ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ñîäåðæèò êðóã ðàäèóñà τ
8pc
.

Øàã 5. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî {ûn}n∈N ïðåäêîìïàêòíî â C(D). Äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî (ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü òîãäà
ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ûn|∂D = 0). Ïðîäîëæèì ûn íóëåì íà R2\D.

Ôèêñèðóåì n ∈ N. Ïóñòü ρ < τ
32pc

, Bρ, B2ρ � çàìêíóòûå êîíöåíòðè÷åñêèå êðóãè

ðàäèóñà ρ è 2ρ ñîîòâåòñòâåííî, x1, x2 ∈ Bρ, ûn(x1) = maxBρ ûn, ûn(x2) = minBρ ûn.
Îöåíèì ûn(x1)− ûn(x2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aj ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà {x ∈ D : ûn(x) = ûn(xj)},
ñîäåðæàùóþ xj. Ïîêàæåì, ÷òî Aj ∩ (∂B2ρ) ̸= ∅. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü
K1, . . . , Km � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà B2ρ\Aj, ïðè ýòîì K1 ⊃ ∂B2ρ. Åñëè
m > 2, òî îáîçíà÷èì

K+
2 = {x ∈ K2 : ûn(x) > ûn(xj)}, K−

2 = {x ∈ K2 : ûn(x) < ûn(xj)}.
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Õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ íåïóñòî. Åñëè K+
2 ̸= ∅, òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-

òà ìíîæåñòâà {x ∈ K+
2 : u(x) = maxK+

2
u} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà, íå ñîäåðæàùèì êðóã ðàäèóñà τ
8pc
. Åñëè K−

2 ̸= ∅, òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà {x ∈ K−
2 : u(x) = minK−

2
u} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñòðîãîãî

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, m = 1. Íî
òîãäà A1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, â êîòîðîå íåëüçÿ
âïèñàòü øàð ðàäèóñà τ

8pc
, à A2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, Aj ∩ (∂B2ρ) ̸= ∅. Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå øàðà Bρ è ââåäåì

ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, θ), x = x(r, θ). Òàê êàê ûn ∈ Ŵ , òî ìîæíî âûáðàòü êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè θj : [ρ, 2ρ] → [0, 2π), j = 1, 2, òàêèå, ÷òî ûn(x(r, θj(r))) =
ûn(xj). Òîãäà äëÿ r ∈ [ρ, 2ρ]

ûn(x1)− ûn(x2) = ±
θ1(r)∫
θ2(r)

(ûn)
′
θ dθ,

îòêóäà

0 6 ûn(x1)− ûn(x2) 6
1

ρ

2ρ∫
ρ

dr

2π∫
0

|(ûn)′θ| dθ 6
1

ρ

2ρ∫
ρ

r dr

2π∫
0

|∇ûn| dθ 6

6 1

ρ

∫
B2ρ

|∇ûn| dx 6 1

ρ
|B2ρ|1/2

∫
B2ρ

|∇ûn|2 dx


1/2

= 2
√
π

∫
B2ρ

|∇ûn|2 dx


1/2

.

Òàê êàê∇ûn →
n→∞

∇û â L2(D), òî â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà

äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå ρ ∈ (0, τ/32pc) è N ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N

è ëþáîãî øàðà B2ρ âûïîëíåíî 2
√
π

( ∫
B2ρ

|∇ûn|2 dx

)1/2

< ε. Âçÿâ ρ > 0 äîñòàòî÷íî

ìàëûì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî æå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî è äëÿ n < N .
Èòàê, ïðåäêîìïàêòíîñòü {ûn} äîêàçàíà. Âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü. Åå ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ û (ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ, ûn ñõîäèòñÿ ê û â L2(D)).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî û íåïðåðûâíà, íå èìååò ìíîæåñòâ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà è ëþáîå ìíîæåñòâî ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ñîäåðæèò êðóã ðàäèóñà
τ/8pc.

Â [1] òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè îáëàñòè çíà÷åíèÿ û(x) íå óâåëè÷èâà-
þòñÿ.

Òåîðåìà 2. (ïðèíöèï ìàæîðèçàöèè). Ïóñòü D1 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøè-
öåâîé ãðàíèöåé, ψ : ∂D1 → R+ � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, D2 ⊂ D1 � îáëàñòü. Ïóñòü
û1 � ðåøåíèå çàäà÷è

JD1(u) → min, u ∈ W 1
2 (D1), u|∂D1 = ψ,

û2 � ðåøåíèå çàäà÷è
JD2(u) → min, u ∈ W̊ 1

2 (D2).

Òîãäà u1(x) > u2(x), x ∈ D2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: D̃ = {x ∈ D2 : û2(x) > û1(x)} ≠ ∅.
Ïðîäîëæèì û2 íóëåì âíå D2. Ïóñòü JD̃(û2) > JD̃(û1). Ïîëîæèì ũ = max{û1, û2}.
Òîãäà

JD1(ũ) = JD1\D̃(û1) + JD̃(û2) > JD1\D̃(û1) + JD̃(û1) = JD1(û1).

Çíà÷èò, ũ ̸= û1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà JD1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî
ñòðîãîé âûïóêëîñòè. Åñëè JD̃(û2) 6 JD̃(û1), òî ïîëîæèì ũ = min{û1, û2}. Òîãäà

JD2(ũ) = JD2\D̃(û2) + JD̃(û1) > JD2\D̃(û2) + JD̃(û2) = JD2(û2).

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñòðîãîé âûïóêëîñòüþ ôóíêöèîíàëà JD2 .

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàæîðèçàöèè áóäåò äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çàñòîéíûõ çîí
äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà îáëàñòåé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé, èìåþùèõ
óãëîâóþ òî÷êó ñ îñòðûì óãëîì).
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