
Ëåêöèÿ 10. Ñóùåñòâîâàíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà

ðåøåíèÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

Â ïðîøëûé ðàç áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû ïðåäåëü-

íîé íàãðóçêè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ infD̃⊂D
|∂D̃|
|D̃| . Ïðè ýòîì, åñëè îáëàñòü

p-ñâÿçíà, òî èíôèíóì äîñòàòî÷íî áðàòü ïî ìíîæåñòâó k-ñâÿçíûõ îáëàñòåé, k 6 p.

Ëåììà 1. Ïóñòü D � p-ñâÿçíàÿ îáëàñòü, K = supD̃⊂D
|D̃|
|∂D̃| , d � ðàäèóñ êðóãà,

âïèñàííîãî â îáëàñòü D. Òîãäà

d

2
6 K 6 8pd.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè áåðåì â êà÷åñòâå D̃ âïèñàí-
íûé êðóã.

Äîêàæåì âåðõíþþ îöåíêó. Ïóñòü q ∈ 1, p, D̃ ⊂ D � q-ñâÿçíàÿ îáëàñòü ñî ñïðÿì-
ëÿåìîé ãðàíèöåé. Òîãäà D̃ = D0\

(
∪q−1

i=1Ei

)
, ãäå D0 � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, Ei �

çàìêíóòûå ñâÿçíûå ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî ∂Ei � îáðàçû ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ.
Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà çàìêíóòûå êâàäðàòû Qj (j ∈ N) ñî ñòîðîíîé 4d, èõ öåíòðû

îáîçíà÷èì aj. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê Π, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì êâàäðàòîâ Qj, îäíà
ñòîðîíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 8qd, òàêîé, ÷òî D̃+x0 ⊂ Π äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈
R2. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ D̃+x0 äðóãóþ ñòîðîíó Π. Ýòî ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî
îòðåçêà, òî åñòü ïðîìåæóòîê. Ïóñòü t � åãî äëèíà. Òîãäà |D̃| 6 8qd · t, |∂D̃| > 2t

è |D̃|
|∂D̃| 6 4qd.

2. Ïóñòü óñëîâèå ïóíêòà 1 íå âûïîëíåíî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äëèíà ïðîåêöèè D̃ íà îñü àáñöèññ áîëüøå 8qd. Ïîëîæèì

J = {j ∈ N : D̃ ∩Qj ̸= ∅}.

Òîãäà J = J0 ⊔ J1 ⊔ J2, ãäå

J0 = {j ∈ J : ∃i ∈ 1, q − 1 : Ei ⊂ Qj},

J1 = {j ∈ J\J0 : aj ∈ D̃}, J2 = {j ∈ J\J0 : aj /∈ D̃}.

Îáîçíà÷èì ki = card Ji, i = 0, 1, 2. Òîãäà k0 6 q− 1. Äîêàæåì, ÷òî ñäåëàâ ñäâèã
îáëàñòè ïî îñè îðäèíàò, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî k1 > 1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

I1 = {i ∈ 1, q − 1 : ∃x ∈ R2 : Ei + x ⊂ Q1},

I2 = {1, . . . , q−1}\I1 (òî åñòü i ∈ I1, åñëè ñäâèã Ei ìîæíî ïîìåñòèòü â êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé 4d). Ïóñòü Π ⊃ D̃ � ïðÿìîóãîëüíèê, Π = ∪m

l=1Πl, Πl � ïðÿìîóãîëüíèêè
ñ ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþùèìèñÿ ïðîåêöèÿìè íà îñü àáñöèññ, èìåþùèìè äëèíó
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4d, è ïóñòü Πl ∩ D̃ ̸= ∅, 1 6 l 6 m. Òîãäà m > 2q. Åñëè i ∈ I1, òî intEi

ïåðåñåêàåòñÿ ñ íå áîëåå, ÷åì äâóìÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè Πl. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ l
òàêîå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêΠl (è ëþáîé åãî ñäâèã ïî îñè îðäèíàò) íå ïåðåêðûâàåòñÿ
ñ Ei, i ∈ I1. Ñäåëàâ ñäâèã îáëàñòè D̃ ïî îñè îðäèíàò, ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî
aj ∈ D̃ äëÿ íåêîòîðîãî j. Åñëè (intEi) ∩ Qj ̸= ∅, òî i ∈ I2 è ïîýòîìó Ei ̸⊂ Qj.
Çíà÷èò, j ∈ J1 è k1 > 1.

Äëÿ j ∈ J0 ∪ J1 ïëîùàäü D̃ ∩ Qj îöåíèì âåëè÷èíîé 16d2. Ïóñòü j ∈ J2, rj �
ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà Q̃j ñ öåíòðîì â òî÷êå aj, íå ïåðåñåêàþ-
ùåãîñÿ ñ D̃. Òîãäà |D̃ ∩Qj| 6 16d2 − r2j .

Äëÿ j ∈ J1∪J2 îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó |(∂D̃)∩Qj|. Òàê êàê Ei ̸⊂ Qj, 0 6 i 6 q−1,
òî ëþáàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà (∂D̃) ∩Qj èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé Qj (ýòè òî÷êè ìîãóò ñîâïàäàòü, íî ñîîòâåòñòâóþò
ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà êðèâîé).

Ïóñòü j ∈ J1. Ïîñêîëüêó â îáëàñòü D̃ íåëüçÿ âïèñàòü êðóã ñ ðàäèóñîì, áîëüøèì
d, òî íàéäåòñÿ òî÷êà b ∈ ∂D̃ òàêàÿ, ÷òî |aj − b| 6 d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó ∂D̃, ñîäåðæàùóþ b, c1, c2 � òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé Qj.
Òîãäà

|(∂D̃) ∩Qj| > |b− c1|+ |b− c2| >
> |aj − c1| − |aj − b|+ |aj − c2| − |aj − b| > 2d− d+ 2d− d = 2d.

Ïóñòü j ∈ J2. Ðàññìîòðèì òî÷êó b ∈ (∂D̃)∩(∂Q̃j). Ïóñòü Γ� ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
∂D̃, ñîäåðæàùàÿ b, c1, c2 � òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé Qj. Òîãäà

|(∂D̃) ∩Qj| > |b− c1|+ |b− c2| > 2d− rj
2
+ 2d− rj

2
= 4d− rj.

Òåì ñàìûì,

|D̃|
|∂D̃|

6
16(q − 1)d2 + 16k1d

2 +
k2∑
j=1

(16d2 − r2j )

2k1d+
k2∑
j=1

(4d− rj)

.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íå ïðåâîñõîäèò 8qd. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó q > 1,
k1 > 1, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà

16(q − 1)d2 + 16k1d
2 +

k2∑
j=1

(16d2 − r2j ) 6 16k1qd
2 + 8qd

k2∑
j=1

(4d− rj)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

k2∑
j=1

(16d2 − r2j ) 6 8d

k2∑
j=1

(4d− rj).

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî
k2∑
j=1

(16d2 − 8drj + r2j ) > 0. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî

âåðíî, òàê êàê ñëåâà ñòîèò ñóììà ïîëíûõ êâàäðàòîâ.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îáëàñòè D̂ ⊂ D, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì |∂D̃|
|D̃|

(ìû ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü p ∈ N, D ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ p-ñâÿçíàÿ îáëàñòü. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò îáëàñòü D̂ ⊂ D òàêàÿ, ÷òî

|∂D̂|
|D̂|

= inf
D̃⊂D

|∂D̃|
|D̃|

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, èíôèíóì äîñòàòî÷íî áðàòü ïî k-ñâÿçíûì
ïîäîáëàñòÿì, ãäå k 6 p. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî p-ñâÿçíûå
ïîäîáëàñòè (åñëè D̃ ⊂ D ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíîé ñ k < p, òî èç D̃ óäàëÿåì p − k òî÷åê,
÷òî íå èçìåíèò íè ïëîùàäü, íè äëèíó ãðàíèöû).

Øàã 1. Ïóñòü C = infD̃⊂D
|∂D̃|
|D̃| . Åñëè D̃ ⊂ D è |∂D̃|

|D̃| 6 C + 1, òî |∂D̃| 6 (C + 1)|D|.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî áðàòü èíôèíóì òîëüêî ïî òåì ïîäîáëàñòÿì, äëÿ êîòîðûõ |∂D̃| 6
(C + 1)|D|.

Øàã 2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Γ = ΓD, ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ p çàìêíóòûõ
êðèâûõ, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â çàìûêàíèè D îáëàñòè D.1 Ââåäåì íà íåì ìåòðèêó
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü γ = (γ0, . . . , γp−1), γj � êðèâûå. Îáîçíà÷èì Cγ ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé r : [0, 1] → D

p
, r(t) = (r0(t), . . . , rp−1(t)), òàêèõ, ÷òî

rj ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ýêâèâàëåíòíûõ ïàðàìåòðèçàöèé êðèâîé γj. Ïóñòü γ, g ∈ Γ.
Ïîëîæèì

d(γ, g) = inf
rγ∈Cγ ,rg∈Cg

∥rγ − rg∥C[0, 1].

Çàìåòèì, ÷òî åñëè τ : [0, 1] → [0, 1]� ñòðîãî âîçðàñòàþùåå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
òî

∥rγ − rg∥C[0, 1] = ∥rγ ◦ τ − rg ◦ τ∥C[0, 1]. (1)

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ d. Äàëåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
d � ìåòðèêà.2

Ïîêàæåì, ÷òî (Γ, d) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïóñòü {γn} �
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî d(γn, γn−1) 6 2−n. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ïàðàìåòðèçàöèè rnγn , rnγn−1 òàêèå,

÷òî ∥rnγn − rnγn−1∥C[0, 1] 6 2−n+1. Ïîëüçóÿñü (1) è ïðîâîäÿ èíäóêöèþ ïî n, íàõîäèì

ïàðàìåòðèçàöèè r̃n êðèâûõ γn òàêèå, ÷òî ∥r̃n − r̃n−1∥C[0, 1] 6 2−n+1. Èç ïîëíîòû
ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è çàìêíóòîñòè D ñëåäóåò, ÷òî {rn} ñõîäèòñÿ
ê ïàðàìåòðèçàöèè íåêîòîðîãî íàáîðà p êðèâûõ ñ îáðàçàìè â D.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

Γl = {γ = (γ0, . . . , γp−1) ∈ Γ : |γ| :=
p−1∑
j=0

|γj| 6 l}

çàìêíóòî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü γn → γ ïî ìåòðèêå d, |γn| 6 l. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ïàðàìåòðèçàöèè rγ = (rj)

p−1
j=0, rγn = (rnj )

p−1
j=0 íàáîðîâ êðèâûõ γ è γn ñîîòâåòñòâåííî,

òàêèå, ÷òî

∥rγ − rγn∥C[0, 1] →
n→∞

0. (2)

1Íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðàìåòðèçàöèé, à îáðàç êðèâîé � ýòî

îáðàç îòîáðàæåíèÿ, çàäàþùåãî ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé.
2Òî, ÷òî d � ïîëóìåòðèêà, ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ; äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè

d(γ, g) = 0 ⇒ γ = g ïðîâîäÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå òåõíè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ñ

ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè.
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ëîìàíûõ r̃j, 0 6 j 6 p−1, ñ óçëàìè â òî÷êàõ ti ∈ [0, 1],
0 6 i 6 m, òàêîé, ÷òî r̃j(ti) = rj(ti), è ïîêàæåì, ÷òî

p−1∑
j=0

m∑
i=1

|rj(ti)− rj(ti−1)| 6 l. (3)

Â ñàìîì äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ äëèíû êðèâîé ñëåäóåò, ÷òî
p−1∑
j=0

m∑
i=1

|rnj (ti)− rnj (ti−1)| 6 l;

â ñèëó (2), äëÿ ëþáîãî i ∈ 0, m

|rnj (ti)− rnj (ti−1)| →
n→∞

|rj(ti)− rj(ti−1)|.

Èç (3) è îïðåäåëåíèÿ äëèíû êðèâîé ïîëó÷àåì, ÷òî |γ| 6 l.
Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Γl ïðåäêîìïàêòíî. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïîñòðîèì êîíå÷-

íóþ ε-ñåòü.3 Ïóñòü δ ∈ (0, ε/4) � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, N =
[
l
δ

]
+1. Âîçüìåì ïðî-

èçâîëüíûé íàáîð p êðèâûõ γ ∈ Γl, äëÿ êàæäîé êðèâîé γj âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ
rγj , ïðîïîðöèîíàëüíóþ íàòóðàëüíîé. Ïóñòü 0 6 j 6 p − 1, rgj � ïàðàìåòðèçàöèÿ

ëîìàíîé gj, r
g
j

(
i
N

)
= rγj

(
i
N

)
, 0 6 i 6 N , rgj |[ i−1

N
, i
N ]

� àôôèííûå âåêòîð-ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì g = (gj)
p−1
j=0. Òîãäà d(γ, g) 6 2δ. Ïðè ýòîì, |g| 6 l. Èòàê, îñòàëîñü ïîêàçàòü,

÷òî ìíîæåñòâî íàáîðîâ p ëîìàíûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò íå áîëåå N çâåíüåâ,
èìååò êîíå÷íóþ ε

2
-ñåòü. Äëÿ ýòîãî áåðåì êîíå÷íóþ δ-ñåòü âD (îáîçíà÷èì åå ÷åðåçMδ)

è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íàáîðîâ ëîìàíûõ, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ â óçëàõ ïðèíàäëåæàò
Mδ è ÷èñëî çâåíüåâ íå ïðåâîñõîäèò N . Ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî è ïðè ìàëûõ δ îíî
ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ε

2
-ñåòüþ.

Øàã 3. Ïóñòü {Dn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p-ñâÿçíûõ ïîäîáëàñòåé â D òàêàÿ,

÷òî |∂Dn|
|Dn| → C ïðè n → ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γn = (γnj )

p−1
j=0 íàáîðû èç p êðèâûõ,

ïàðàìåòðèçóþùèõ ãðàíèöó Dn. Ïîëüçóÿñü êîìïàêòíîñòüþ Γ(C+1)|D| ïåðåõîäÿ ê ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γn → γ ∈ Γ(C+1)|D| â ìåòðèêå d è ÷òî
|γn| →

n→∞
l0 äëÿ íåêîòîðîãî l0 ∈ [0, (C + 1)|D|]. Â ñèëó ëåììû 1, Dn ñîäåðæèò êðóã

ðàäèóñà 1
8p(C+1)

, ïîýòîìó |Dn| îòäåëåíû îò íóëÿ. Òàê êàê îáëàñòü D îãðàíè÷åíà, òî

ñíîâà èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ |γn| îòäåëåíû îò íóëÿ è ïîýòîìó l0 > 0.
Äëÿ êàæäîãî n, k ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç En,k îáúåäèíåíèå êâàäðàòîâ

Qij =

[
i− 1

2k
,
i

2k

]
×

[
j − 1

2k
,
j

2k

]
,

ñîäåðæàùèõñÿ â Dn è òàêèõ, ÷òî

inf
x∈Qij

dist (x, ∂Dn) >
1

2k−1
.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì k ñåìåéñòâî òàêèõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî. Ïóñòü Gn,k = intEn,k.
Âûáåðåì áåñêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà Λk ⊂ N òàêèå, ÷òî Λk ⊃ Λk+1 è äëÿ ëþáûõ n′,
n′′ ∈ Λk âûïîëíåíî En′,k = En′′,k. Îáîçíà÷èì Gk = Gn,k, n ∈ Λk.

Ïóñòü l = (C+1)|D|. Òîãäà ∂Dn èìååò
1
2k
-ñåòüNk,n, ìîùíîñòü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò[

2kl
]
+ 2p. Òàê êàê ïðè n ∈ Λk

Dn ⊂ Gk ∪
(
∪ξ∈Nk,n

B2−k+3(ξ)
)
, (4)

3Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ε-ñåòü, ñîäåðæàùóþñÿ â ΓR2 ⊃ ΓD.

4



òî

|Gk| > |Dn| −
c

2k
, (5)

ãäå c íå çàâèñèò îò k. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêîå A0 > 0, ÷òî |Gk| > A0 ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ k. Äàëåå, Gk íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáðàçîì γ (îáîçíà÷èì åãî [γ]).

ÏîëîæèìG = ∪n∈NGk. ÒîãäàG� íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ
ñ [γ] è òàêîå, ÷òî ∂G ⊂ [γ]. Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ G, òî x ∈ Gk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.
Åñëè x ∈ [γ], òî dist (x, ∂Dn) →

n→∞
0. Çíà÷èò, dist (x, ∂Dn) <

1
2k−1 ïðè áîëüøèõ n ∈ Λk

� ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì Gk. Ïóñòü x ∈ ∂G. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0.
Òîãäà íàéäóòñÿ k∗ ∈ N è y ∈ Gk∗ ∩Bε(x). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > k∗ âûïîëíåíî
Gk∗ ⊂ Gk. Òàê êàê x /∈ Gk, òî íàéäåòñÿ yk ∈ (∂Gk)∩Bε(x). Âûáåðåì n ∈ Λk òàê, ÷òîáû
d(γn, γ) < 1

2k
. Òîãäà íàéäóòñÿ zk ∈ ∂Dn è xk ∈ [γ] òàêèå, ÷òî |yk − zk| 6 2−k+3 (ñì.

(4)), |xk − zk| 6 2−k. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ïîëó÷àåì, ÷òî |x− xk| < 2ε. Çíà÷èò,
dist (x, [γ]) 6 2ε, è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ [γ].

Òàê êàê |γ| 6 l0, |Dn| →
n→∞

l0
C
, òî èç (5) ïîëó÷àåì, ÷òî |γ|

|G| 6 C.

Óòâåðæäàåòñÿ,4 ÷òî äëÿ êàæäîé èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Um ìíîæåñòâàG åå ãðàíèöà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå îáðàçîâ íàáîðîâ p êðèâûõ gm, ïðè÷åì

∑
m

|gm| 6 |γ|.

Òàê êàê

C > |γ|
|G|

>

∑
m

|gm|∑
m

|Um|
> inf

m

|gm|
|Um|

> C,

òî äëÿ ëþáîãî m âûïîëíåíî |gm|
|Um| = C. Âûáðàâ îäíî èç ìíîæåñòâ Um, ïîëó÷àåì

èñêîìóþ îáëàñòü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü D̂ ⊂ D,

|∂D̂|
|D̂|

= inf
D̃⊂D

|∂D̃|
|D̃|

. (6)

Òîãäà êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà g ìíîæåñòâà (∂D̂) ∩D ÿâëÿåòñÿ äóãîé îêðóæ-

íîñòè. Åñëè x0 ∈ ∂D ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îäíîé èç òàêèõ äóã g è ∂D ãëàäêàÿ â

îêðåñòíîñòè x0, òî g êàñàåòñÿ ∂D â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ∂D̂ ïàðàìåòðèçóåòñÿ îòî-
áðàæåíèåì t 7→ (x̂(t), ŷ(t)), t ∈ [0, 1]. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíà íàòóðàëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè x̂ è ŷ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.

Äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé, ïàðàìåòðèçóåìîé îòîáðàæåíèåì t 7→ (x(t), y(t)), x(·),
y(·) ∈ AC[0, 1], åå äëèíà ðàâíà

lx,y =

1∫
0

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) =:

1∫
0

φ(ẋ(t), ẏ(t)) dt,

à ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé êðèâîé, ðàâíà

Sx,y =
1

2

1∫
0

(y(t)ẋ(t)− x(t)ẏ(t)) dt =:

1∫
0

ψ(x(t), y(t), ẋ(t), ẏ(t)) dt.

4Äîêàçàòåëüñòâî çäåñü íå ïðèâîäèì.
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Ïóñòü t∗ ∈ (0, 1), (x̂(t∗), ŷ(t∗)) ∈ D. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî (x̂(t), ŷ(t)) ∈ D
äëÿ t ∈ (t∗ − δ, t∗ + δ). Ïóñòü h(t) = (ξ(t), η(t)) ∈ AC[0, 1], supph ⊂ (t∗ − δ, t∗ + δ).
Åñëè α ∈ R äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ìîäóëþ, òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [t∗ − δ, t∗ + δ] âûïîëíåíî

(x̂(t)+αξ(t), ŷ(t)+αη(t)) ∈ D. Ïîëîæèì f(α) =
lx̂+αξ,ŷ+αη

Sx̂+αξ,ŷ+αη
. Òîãäà f ′(α) = 0. Âû÷èñëèâ

ýòó ïðîèçâîäíóþ,5 ïîëó÷àåì, ÷òî

Sx̂, ŷ

t∗+δ∫
t∗−δ

(
φẋ( ˙̂x(t), ˙̂y(t))ξ̇(t) + φẏ( ˙̂x(t), ˙̂y(t))η̇(t)

)
dt−

−lx̂, ŷ

t∗+δ∫
t∗−δ

(
ψẋ(x̂(t), ŷ(t), ˙̂x(t), ˙̂y(t))ξ̇(t) + φẏ(x̂(t), ŷ(t), ˙̂x(t), ˙̂y(t))η̇(t) +

+ ψx(x̂(t), ŷ(t), ˙̂x(t), ˙̂y(t))ξ(t) + φy(x̂(t), ŷ(t), ˙̂x(t), ˙̂y(t))η(t)
)
dt = 0.

Ïðèìåíèâ àíàëîã òåîðåìû Äþáóà-Ðåéìîíà äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà:

− d

dt
fẋ+fx = 0, − d

dt
fẏ+fy = 0, f(x, y, ẋ, ẏ) = φ(ẋ, ẏ)−λψ(x, y, ẋ, ẏ), λ =

lx̂, ŷ
Sx̂, ŷ

> 0,

òî åñòü

− d

dt

 ˙̂x√
˙̂x2 + ˙̂y2

− λ

2
ŷ

+
λ

2
˙̂y = 0, − d

dt

 ˙̂y√
˙̂x2 + ˙̂y2

+
λ

2
x̂

− λ

2
˙̂x = 0.

Òàê êàê ïàðàìåòðèçàöèÿ âûáðàíà ïðîïîðöèîíàëüíîé íàòóðàëüíîé, òî

−¨̂x+
λ̃

2
˙̂y +

λ̃

2
˙̂y = 0, −¨̂y − λ̃

2
˙̂x− λ̃

2
˙̂x = 0,

ãäå λ̃ > 0� êîíñòàíòà. Ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû óðàâíåíèé çàäàþò ïàðàìåòðèçàöèþ
îêðóæíîñòè.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü g1 ⊂ ∂D̂, g2 ⊂ ∂D̂ � äâå ðàçëè÷íûå äóãè,
ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ∂D â òî÷êå x0, è âåëè÷èíà óãëà ìåæäó îäíîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè
ê g1 è g2 â òî÷êå x0 ðàâíà α ∈ [0, π]. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α < π îáëàñòü D̂ íå áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü (6). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x1 ∈ g1, x2 ∈ g2, |x0 − x1| = δ, |x0 − x2| = εδ.
Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ,

|x0 − x1|+ |x0 − x2| − |x1 − x2| = δ + εδ −
√
δ2 + ε2δ2 − 2δ2ε cosα =

= δ (ε(1 + cosα) + o(ε)) , ε→ 0.

Âûáåðåì ε = εα > 0 òàê, ÷òîáû

δ + εαδ −
√
δ2 + ε2αδ

2 − 2δ2εα cosα > 1

4
δεα cos

2 α

2
. (7)

Ïóñòü Γδ � êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç îòðåçêà [x1, x2] è ó÷àñòêà ∂D̂, ïðîõîäÿùåãî ïîñëå-
äîâàòåëüíî ÷åðåç òî÷êè x1, x0 è x2 (åãî îáîçíà÷èì ∂D̂x1x0x2 ; ïðè ýòîì, |∂D̂x1x0x2 | =

5Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âîçìîæåí â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà.
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|x0 − x1| + |x0 − x2| + o(δ)). Ïðè ìàëûõ δ ýòî æîðäàíîâ êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé
îáëàñòü, êîòîðóþ îáîçíà÷èì Dδ. Òîãäà |D̂\Dδ| = |D̂| −O(δ2),

|∂(D̂\Dδ)| = |∂D̂| − |∂D̂x1x0x2 |+ |x1 − x2|
(7)

6 |∂D̂| − δεα cos
2 α

2
+ o(δ).

Çíà÷èò,

|∂(D̂\Dδ)|
|D̂\Dδ|

6
|∂D̂| − 1

4
δεα cos

2 α
2
+ o(δ)

|D̂| −O(δ2)
<

|∂D̂|
|D̂|

ïðè ìàëûõ δ > 0.
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