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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà
div � îïåðàòîð äèâåðãåíöèè
rot � îïåðàòîð ðîòîðà
∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà
mes � ìåðà Ëåáåãà
Br(x) � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x
AC[a, b] � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b]
supp f � íîñèòåëü ôóíêöèè f
⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
[·, ·] � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
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1 Ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïè-òåîðåìà.

Êàê èçâåñòíî, çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû èçìåðåíèÿ
(íàïðèìåð, çíà÷åíèå äëèíû â êèëîìåòðàõ íå ðàâíî çíà÷åíèþ äëèíû â ìåòðàõ). Ïóñòü
S1, S2 � äâå ñèñòåìû èçìåðåíèÿ, a � ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà êàæäîìó çíà÷å-
íèþ a1 âåëè÷èíû a â ñèñòåìå S1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå a2 âåëè÷èíû a â ñèñòåìå S2,
ïðè÷åì åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðÿìîå è îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå áûëè íåïðå-
ðûâíû. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ áîëåå óçêèì êëàññîì ñèñòåì èçìåðåíèÿ.
À èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû è òàêèå ñèñòåìû èçìåðåíèÿ,
÷òî ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíî (íàïðèìåð, èçìåðå-
íèå äëèíû â êèëîìåòðàõ, ìåòðàõ èëè ñàíòèìåòðàõ). Áîëåå òî÷íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè a � ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ S1 è S2 íàé-
äåòñÿ λ = λ1→2(a) > 0 ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè a1 � çíà÷åíèå a â ñèñòåìå S1,
a2 � çíà÷åíèå a â ñèñòåìå S2, òî a2 = λa1 (λ íå çàâèñèò îò a1).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè îäíèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî íàáîðà äðóãèõ. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ïðèìåðû èç øêîëüíîé ôèçèêè. Ïóñòü
â ñèñòåìå èçìåðåíèÿ S1 ðàññòîÿíèå L èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, âðåìÿ T � â ñåêóíäàõ,
ìàññà M � â ãðàììàõ, à â ñèñòåìå S2 ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ â êèëîìåòðàõ, âðåìÿ �
â ìèíóòàõ, ìàññà � â êèëîãðàììàõ. Òîãäà λ1→2(L) = λ1→2(M) = 1

1000
, λ1→2(T ) =

1
60
.

Ñêîðîñòü v â ïåðâîé ñèñòåìå èçìåðÿåòñÿ â ì/ñ, â S2 � â êì/ìèí; ýíåðãèÿ E â S1

èçìåðÿåòñÿ â ã · ì2/ñ2, âî âòîðîé � â êã · êì2/ìèí2. Åñëè â ïåðâîé ñèñòåìå ñêîðîñòü
ðàâíà 1ì/ñ, à ýíåðãèÿ � 1 ã ·ì2/ñ2, òî âî âòîðîé ñèñòåìå ñêîðîñòü ðàâíà 60

1000
êì/ìèí,

à ýíåðãèÿ � 602

1000·10002 êã · êì
2/ìèí2. Òåì ñàìûì,

λ1→2(v) =
λ1→2(L)

λ1→2(T )
, λ1→2(E) =

λ1→2(M)λ1→2(L)
2

λ1→2(T )2
.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ñêîðîñòü è ýíåðãèÿ èìåþò ðàçìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî ðàññòî-
ÿíèÿ, âðåìåíè è ìàññû âèäà

[v] =
[L]

[T ]
, [E] =

[M ] · [L]2

[T ]2

(ýòî ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü, êîòîðàÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ó÷åáíèêàõ ôèçèêè).
Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè.
Ïóñòü p1, . . . , pn � íàáîð ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, íàçûâàåìûõ îñíîâíûìè. Ýòîò íà-

áîð îïðåäåëÿåò êëàññ ñèñòåì èçìåðåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíî,

• äëÿ ëþáûõ ξ1, . . . , ξn > 0 íàéäåòñÿ ñèñòåìà èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé çíà÷åíèå pj
ðàâíî ξj, j = 1, . . . , n.

Ïóñòü f : (0, ∞)n → (0, ∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ñêàæåì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ âå-
ëè÷èíà a èìååò ðàçìåðíîñòü âèäà

[a] = f([p1], . . . , [pn]), (1.1)

åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ S1 è S2 (êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûìè
âåëè÷èíàìè) âûïîëíåíî

λ = f(λ1, . . . , λn), (1.2)

ãäå λ = λ1→2(a), λj = λ1→2(pj), j = 1, n. (Ôîðìóëà (1.1) � ýòî îáîçíà÷åíèå, à íå
äåéñòâèå ôóíêöèè f íà íàáîð ÷èñåë).
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Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü òîëüêî ñòåïåííûì îäíî÷ëåíîì, ò.å. íàéäóò-
ñÿ òàêèå α1, . . . , αn ∈ R, ÷òî

[a] = [p1]
α1 . . . [pn]

αn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè ñèñòåìû èçìåðåíèÿ: 0, 1 è 2. Òîãäà λ0→2(a) =
λ0→1(a)λ1→2(a), λ0→2(pj) = λ0→1(pj)λ1→2(pj), j = 1, n. Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè
ñëåäóåò, ÷òî

f(λ0→1(p1)λ1→2(p1), . . . , λ0→1(pn)λ1→2(pn)) = f(λ0→2(p1), . . . , λ0→2(pn)) =

= λ0→2(a) = λ0→1(a)λ1→2(a) = f(λ0→1(p1), . . . , λ0→1(pn))f(λ1→2(p1), . . . , λ1→2(pn)).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ñèñòåì èçìåðåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ x1, . . . , xn, y1, . . . , yn âûïîëíåíî

f(x1y1, . . . , xnyn) = f(x1, . . . , xn)f(y1, . . . , yn).

Ïîëîæèì
φ(s1, . . . , sn) = ln f(es1 , . . . , esn), s1, . . . , sn ∈ R.

Òîãäà

φ(s1 + t1, . . . , sn + tn) = φ(s1, . . . , sn) + φ(t1, . . . , tn), s1, . . . , sn, t1, . . . , tn ∈ R.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ ëèíåéíà. Â ñàìîì äåëå, íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ R âûïîëíåíî φ(λs) = λφ(s), s ∈ Rn. Èç àääèòèâíîñòè
âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. φ(0) = 0,

2. φ(−s) = −φ(s),

3. φ(ms) = mφ(s), m ∈ N,

4. φ(qs) = qφ(s), q ∈ Q.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè φ ïîëó÷àåì, ÷òî φ(λs) = λφ(s) äëÿ âñåõ λ ∈ R.
Òåì ñàìûì, íàéäóòñÿ òàêèå α1, . . . , αn ∈ R, ÷òî

φ(s1, . . . , sn) = α1s1 + · · ·+ αnsn.

Çíà÷èò,

f(x1, . . . , xn) = exp

(
n∑
j=1

αj lnxj

)
= xα1

1 . . . xαn
n .

Åñëè [a] = 1, òî âåëè÷èíà a íàçûâàåòñÿ áåçðàçìåðíîé.
Ïóñòü ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû a1, . . . , an èìåþò ðàçìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî îñíîâ-

íûõ âåëè÷èí p1, . . . , pm. Ïî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå,

[aj] = [p1]
βj1 . . . [pm]

βjm , j = 1,m.

Ñêàæåì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû âåëè÷èí a1, . . . , an çàâèñèìû (íåçàâèñèìû), åñëè
ñèñòåìà âåêòîðîâ (βj1, . . . , βjm) ∈ Rm, j = 1, n, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé (ñîîò-
âåòñòâåííî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé). Çàìåòèì, ÷òî åñëè a1, . . . , an íåçàâèñèìû, òî äëÿ
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ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ c1, . . . , cn íàéäåòñÿ ñèñòåìà èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé aj ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå cj, 1 6 j 6 n. Â ñàìîì äåëå, ïðîëîãàðèôìèðîâàâ (1.2) äëÿ êàæäîãî
aj, ïîëó÷àåì, ÷òî

lnλ1→2(aj) =
m∑
k=1

βjk lnλ1→2(pk), 1 6 j 6 n.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ (βj1, . . . , βjm), äëÿ ëþáûõ µ1, . . . , µn ∈ R

ìîæíî ïîäîáðàòü σ1, . . . , σm ∈ R òàê, ÷òîáû µj =
m∑
k=1

βjkσk, 1 6 j 6 n. Îòñþäà

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.
Ïè-òåîðåìà.
Ïóñòü a1, . . . , an, a � íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü

îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí p1, . . . , pm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
a è a1, . . . , an ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

a = f(a1, . . . , an), (1.3)

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî
ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó ðàâåíñòâó ìåæäó áåçðàçìåðíûìè ôèçè÷åñêè-
ìè âåëè÷èíàìè, ïðè ýòîì èõ ÷èñëî ìåíüøå, ÷åì â (1.3).

Ïóñòü a1, . . . , ak � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäñèñòåìà âåëè÷èí ñ íåçàâèñèìûìè ðàçìåðíî-
ñòÿìè â {a, a1, . . . , an}. Òîãäà

[al] = [a1]
βl,1 . . . [ak]

βl,k , l = k + 1, . . . , n, [a] = [a1]
β1 . . . [ak]

βk (1.4)

äëÿ íåêîòîðûõ βl,1, . . . , βl,k, β1, . . . , βk. Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû

Πl =
al

a
βl,1
1 . . . a

βl,k
k

, l = k + 1, . . . , n, Π =
a

aβ11 . . . aβkk
. (1.5)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî (1.3), (1.4), à âåëè÷èíû Πl è Π îïðåäåëåíû ñîîòíî-
øåíèåì (1.5). Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ F : (0, ∞)n−k → (0, ∞) òàêàÿ, ÷òî (1.3)
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

Π = F (Πk+1, . . . , Πn) . (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (1.5) â (1.3), ïîëó÷àåì

Π = a−β11 . . . a−βkk f
(
a1, . . . , ak, a

βk+1,1

1 . . . a
βk+1,k

k Πk+1, . . . , a
βn,1

1 . . . a
βn,k

k Πn

)
,

ò.å.
Π = F0(a1, . . . , ak, Πk+1, . . . , Πn).

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ F0 îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ñèñòåì èçìåðåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî F0 íå
çàâèñèò îò a1, . . . , ak, è òîãäà ïîëó÷èì (1.6). Âûáåðåì ñèñòåìó èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé
aj = 1, j = 1, . . . , k (îíà ñóùåñòâóåò, òàê êàê a1, . . . , ak íåçàâèñèìû) è ïóñòü ξj �
çíà÷åíèÿ Πj (1 6 j 6 n), ξ � çíà÷åíèå Π â ýòîé ñèñòåìå. Òîãäà

ξ = F0(1, . . . , 1, ξk+1, . . . , ξn).

Ïóñòü c1, . . . , ck � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéäåòñÿ ñèñòåìà
èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé çíà÷åíèÿ aj ðàâíû cj. Òàê êàê Π, Πk+1, . . . , Πn ÿâëÿþòñÿ áåçðàç-
ìåðíûìè è F0 íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû èçìåðåíèÿ, òî ξ = F0(c1, . . . , ck, ξk+1, . . . , ξn).
Çíà÷èò, F0(c1, . . . , ck, ξk+1, . . . , ξn) = F0(1, . . . , 1, ξk+1, . . . , ξn).
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Ïè-òåîðåìó óäîáíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïîäáîðà ôîðìóë. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâà ïðî-
ñòûõ ïðèìåðà èç ìåõàíèêè.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü òåëî ìàññû m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íà ïðóæèíå ñ êîýôôèöè-
åíòîì æåñòêîñòè k. Êàê èçâåñòíî, ïåðèîä åãî êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû x0.
Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè. Â ñàìîì
äåëå, ïåðèîä êîëåáàíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî m, k è x0, ò.å. T = f(m, k, x0).

Âåëè÷èíû m, k è x0 íåçàâèñèìû, [k] = [m]/[T ]2. Ïîëàãàåì Π = T
√

k
m
â ñîîòâåòñòâèè

ñ (1.5). Ïðèìåíÿÿ ïè-òåîðåìó, ïîëó÷àåì,÷òî T
√

k
m

= const.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê äëèíû l ñ ãðóçîì ìàññû m â ïîñòîÿííîì ãðà-
âèòàöèîííîì ïîëå ñ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ïóñòü x0 � àìïëèòóäà, T �
ïåðèîä êîëåáàíèé. Òîãäà T = f(l, m, g, x0). Ñèñòåìà l, m, g ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íîé íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìîé è [T ] = [l]1/2

[g]1/2
. Ïîëàãàåì Π =

T
√
g√
l
, Π4 = x0

l
. Ïðèìåíÿÿ

ïè-òåîðåìó, ïîëó÷àåì T =
√

l
g
φ
(
x0
l

)
(ò.å. T íå çàâèñèò îò ìàññû ãðóçà).

Ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè áûâàåò ïîëåçíî ïðèìåíÿòü è äëÿ ïîäáîðà ñïåöèàëüíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèìåð 3. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂a

∂t
= ν

∂2a

∂x2
, a|t=0 = δ(x). (1.7)

Çäåñü t ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì, x � êîîðäèíàòîé.
×òîáû ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ èìåëè îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü, íóæ-

íî, ÷òîáû [ν] = [x]2

[t]
. Èç âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìîæíî ïîíÿòü, êàêóþ ðàçìåðíîñòü

äîëæíà èìåòü âåëè÷èíà a:1 âçÿâ áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó ξ = x/L, ãäå L � ôèêñèðî-
âàííîå çíà÷åíèå äëèíû, ïîëó÷àåì, ÷òî a|t=0 = δ(Lξ) = 1

L
δ(ξ), ò.å. [a] = 1

[L]
. Ðàâåíñòâî

δ(Lξ) = 1
L
δ(ξ) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ïðîáíîé ôóíêöèè φ èìååì∫

R

φ(ξ)δ(Lξ) dξ =
1

L

∫
R

φ(ξ)δ(Lξ) dLξ =
1

L

∫
R

φ(x/L)δ(x) dx =
1

L
φ(0) =

1

L

∫
R

φ(ξ)δ(ξ) dξ.

Èòàê, íàì íóæíî íàéòè çàâèñèìîñòü âèäà a = f(t, x, ν). Çäåñü x, t � ìàêñèìàëü-
íàÿ íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà. Ïîëàãàåì Π3 = νt

x2
, Π = ax. Ïðèìåíÿÿ ïè-òåîðåìó,

ïîëó÷àåì, ÷òî ax = F
(
νt
x2

)
. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ óäîáíåå âçÿòü ïîäñòàíîâêó

a = 1√
νt
ψ
(
x2

νt

)
(÷òîáû âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x èìåëà áîëåå ïðîñòîé âèä). Ïîäñòàâ-

ëÿåì ýòî â (1.7), îáîçíà÷àåì z = x2

νt
è ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå

−1

2
ψ(z)− zψ′(z) = 4zψ′′(z) + 2ψ′(z),

òî åñòü
(
z d
dz

+ 1
2

) (
4 d
dz

+ 1
)
ψ(z) = 0. Îäíî èç ðåøåíèé èìååò âèä ψ(z) = Ce−z/4,

îòêóäà a(t, x) = C√
νt
e−x

2/4νt. Êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ: åñëè

h ∈ C∞
0 (R), òî

h(0) = C lim
t→0

1√
νt

∫
R

h(x)e−
x2

4νt dx = C lim
t→0

∫
R

h(
√
νtz)e−z

2/4 dz = Ch(0)

∫
R

e−z
2/4 dz,

ò.å. C = 1
2
√
π
.

1Ýòè ðàññóæäåíèÿ èìåþò ôèçè÷åñêèé óðîâåíü ñòðîãîñòè, îäíàêî íàì ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïîäîáðàòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.
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2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

2.1 Âûâîä óðàâíåíèé

1. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçáåðåì îäíîìåðíûé ñëó÷àé
äâèæåíèÿ ÷àñòèö (n = 1). Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (t = 0) ÷àñòèöû ñïëîø-
íîé ñðåäû çàïîëíÿþò îòðåçîê [a, b] íà îñè Ox, à ôóíêöèÿ ρ(t, x) çàäàåò ïëîòíîñòü
÷àñòèö â ýòîé ñðåäå, ρ(·), ∂ρ

∂t
(·) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè (íà ðèñ. (1) èçîáðàæåíû

íåñêîëüêî òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö âî âðåìåíè).

a x1 x2 b
x

t

t

x2HtLx1HtL

Ðèñ. 1:

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè äâèæåíèÿ òðàåêòîðèè âñåõ
÷àñòèö çàäàþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè îòîáðàæåíèÿìè. Âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì ÷àñòèöû x1 è x2 â ìîìåíò t = 0 è ðàññìîòðèì èõ òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ x1(t) è x2(t), x1(0) = x1, x2(0) = x2. Óñëîâèå íåðàçðûâíîñòè ñïëîøíîé
ñðåäû îçíà÷àåò, ÷òî ìàññà âñåõ ÷àñòèö ñðåäû, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó x1(t) è x2(t), íå
ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ò.å. ∫ x2(t)

x1(t)

ρ(t, x) dx ≡ C(x1, x2). (2.1)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (2.1) ïî ïåðåìåííîé t:∫ x2(t)

x1(t)

∂ρ

∂t
(t, x) dx+ ρ(t, x2(t))

dx2(t)

dt
− ρ(t, x1(t))

dx1(t)

dt
= 0. (2.2)

Â ýòîì óðàâíåíèè dx(t)
dt

=: v(t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t.
Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå (ρ·v) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî
ïî ïåðåìåííîé x. Òîãäà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì

(ρ · v)(t, x)
∣∣∣x=x2(t)
x=x1(t)

=

∫ x2(t)

x1(t)

∂(ρ · v)
∂x

(t, x) dx è, çíà÷èò,

∫ x2(t)

x1(t)

(
∂ρ

∂t
(t, x) +

∂(ρ · v)
∂x

(t, x)

)
dx = 0.

Âåëè÷èíû x1(t) è x2(t) â ýòîì ðàâåíñòâå ìîãóò ïðîèçâîëüíûìè äîïóñòèìûìè (ò.å.
ïðèíàäëåæàùèìè îáðàçó êàêîé-ëèáî èç òðàåêòîðèé), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∂ρ

∂t
+
∂(ρ · v)
∂x

= 0. (2.3)
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Çàìå÷àíèå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïåðåõîä îò (2.2) ê (2.3) ïðåäïîëàãàåò äîïîëíèòåëü-
íî íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ρ · v ïî ïåðåìåííîé x. Åñëè ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè â ôîðìå
(2.2).

Ïðîäåìîíñòðèðîâàííûé çäåñü ïîäõîä ïåðåíîñèòñÿ è íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé (ëåì-
ìà î æèäêîì îáúåìå [3]; ýòó ëåììó ìû äîêàæåì â Äîïîëíåíèè 4). Îäíàêî äëÿ áîëü-
øèíñòâà ó÷åáíèêîâ (ñì. [1], [2]) ïðèíÿò èíîé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ðàçëè÷íûõ
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ: ôèêñàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè îáúåìà è
ðàññìîòðåíèå áàëàíñà òîé èëè èíîé âåëè÷èíû ïî âðåìåíè äëÿ ýòîãî îáúåìà. Ïðè-
âåäåì ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (çäåñü
ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, ó÷èòûâàþùèé ïîÿâëåíèå è èñ÷åçíîâåíèå ìàññû).

Âûáåðåì â ñïëîøíîé ñðåäå ïðîèçâîëüíûé îáúåì V ñ
v

n

V

dS

Ðèñ. 2:

ãðàíèöåé ∂V = Γ. Ðàññìîòðèì ìàññó ýòîãî îáúåìà:∫∫∫
V

ρ dV.

Èçìåíåíèå âî âðåìåíè ýòîé ìàññû áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî
òðåì ïðè÷èíàì:

1) èç-çà çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè îò âðåìåíè

∂

∂t

∫∫∫
V

ρ dV ;

2) èç-çà ïåðåíîñà ìàññû ïîòîêîì ñïëîøíîé ñðåäû ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âûáðàííîãî
îáúåìà: ∫∫

Γ

⟨ρ · v̄, n̄⟩ dS =

∫∫
Γ

ρ · vn dS.

Çäåñü ρ · v̄ � âåêòîð ïîòîêà ïëîòíîñòè, n̄ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ, dS �
ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè íà ýòîé ãðàíèöå; vn çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ âåêòîðà
v̄ íà íîðìàëü n̄ ê ïîâåðõíîñòè;

3) èç-çà ïðîöåññîâ ïîÿâëåíèÿ èëè èñ÷åçíîâåíèÿ ìàññû ñ ïëîòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ è
èñ÷åçíîâåíèÿ R(·): ∫∫∫

V

RdV.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ∫∫∫
V

∂ρ

∂t
dV +

∫∫
Γ

⟨ρ · v̄, n̄⟩ dS =

∫∫∫
V

RdV. (2.4)

Åñëè ïðîèçâåäåíèå ρ·v̄ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåí-
íûì, òî ê (2.4) ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî. Â ýòîì ñëó÷àå
âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî âûäåëåííûé îáúåì V ïðîèçâîëüíûé:

∂ρ

∂t
+ div (ρ · v̄) = R, (2.5)

èëè â êîîðäèíàòàõ

∂ρ

∂t
+

3∑
α=1

∂(ρvα)

∂xα
≡ ∂ρ

∂t
+
∂(ρvα)

∂xα
= R (2.6)
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(çíàê ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì áóäåì îïóñêàòü).
Çàìå÷àíèå 1. Åùå ðàç ïîâòîðèì, ÷òî ïåðåõîä îò (2.4) ê (2.5) ïðåäïîëàãàåò íåïðå-

ðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ρ · v̄ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.
Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî âìåñòî (2.5) � (2.6) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü (2.4).

Çàìå÷àíèå 2. Â âûâåäåííîì çäåñü óðàâíåíèè áàëàíñà ïëîòíîñòè ρ(·) ïðèñóòñòâó-
þò òðè íîâûõ íåèçâåñòíûõ v1, v2, v3 � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñïëîøíîé
ñðåäû.

Çàìå÷àíèå 3. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ êðàòíûõ
èíòåãðàëîâ.

2. Óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó-
÷àé, êîãäà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ïëîòíîñòü ρ, ñêîðîñòü
v è òåíçîð íàïðÿæåíèé σ (ñì. íèæå) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè
îòîáðàæåíèÿìè. Ïóñòü ρvi � i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïîòîêà, i = 1, 2, 3. Èçìåíå-
íèå âî âðåìåíè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â îáúåìå V ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂V = Γ áóäåò
ïðîèñõîäèòü

1) èç-çà çàâèñèìîñòè ρvi îò âðåìåíè

∂

∂t

∫
V

ρvi dV ;

2) èç-çà ïåðåíîñà ρvi ïîòîêîì ñïëîøíîé ñðåäû ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âûäåëåííîãî
îáúåìà: ∫

Γ

⟨ρvi · v̄, n̄⟩ dS =

∫
Γ

ρvivn dS.

3) èç-çà ñîïðîòèâëåíèÿ ïåðåíîñó ρvi ñî ñòîðîíû ñïëîøíîé ñðåäû, íàõîäÿùåéñÿ
âíå âûäåëåííîãî îáúåìà, è âîçäåéñòâóþùåé íà âûäåëåííûé îáúåì ÷åðåç ãðàíèöó Γ:

−
∫
Γ

⟨(σij)3j=1, n̄⟩ dS = −
∫
Γ

σin dS.

Çäåñü σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îò ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðåîá-
ðàçîâàíèå âåëè÷èíû σij äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ òàê æå, êàê è âåëè÷èíû ρvivj, ò.å. σij

� òåíçîð 2-ãî ïîðÿäêà (áîëåå ïîäðîáíûé âûâîä ñì. â [2]).
4) èç-çà âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë (íàïðèìåð, ïîëÿ òÿãîòåíèÿ) ñ âíåøíåé

ñòîðîíû âûäåëåííîãî îáúåìà: ∫
V

f i dV.

Â èòîãå ∫
V

∂(ρvi)

∂t
dV +

∫
Γ

⟨ρvi · v̄, n̄⟩ dS −
∫
Γ

σin dS =

∫
V

f i dV. (2.7)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî è èñïîëüçóÿ òî, ÷òî âûäåëåííûé îáúåì
V ïðîèçâîëåí, ïîëó÷èì

∂(ρvi)

∂t
+
∂(ρvivα − σiα)

∂xα
= f i. (2.8)

Âåëè÷èíà (σ11+σ22+σ33) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì òåíçîðà σij; ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè
ïîíÿòèå äàâëåíèÿ:

p = −σ
11 + σ22 + σ33

3
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(çíàê ìèíóñ âûáèðàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî äàâëåíèå äåéñòâóåò èçâíå, ñî ñòîðîíû ñïëîøíîé
ñðåäû íà âûäåëåííûé îáúåì). Äàâëåíèå äåéñòâóåò ñî âñåõ ñòîðîí îäèíàêîâî, íå ìåíÿÿ
ôîðìû âûäåëåííîãî îáúåìà, à ëèøü ìåíÿÿ åãî ðàçìåðû.

Òåíçîð íàïðÿæåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

σiα = −pδiα + τ iα,

ãäå τ iα � òåíçîð êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé.
Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè äëÿ çàêîíà èçìåíåíèÿ ìî-

ìåíòà ñèë (ïîäðîáíåå ñì. â [2]) è ïîëó÷èòü, ÷òî σij = σji.

3. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Âíîâü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãëàäêèé ñëó÷àé äâè-
æåíèÿ ñðåäû, êîãäà â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíÿòü ôîðìóëó Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî, âû÷èñëèòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ ïî ïåðåìåííîé t è ìåíÿòü ïîðÿäîê ýòîé ïðîèçâîäíîé ñ èíòåãðàëîì ïî îáúåìó.
Èçìåíåíèå ýíåðãèè â îáúåìå V ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ ñêëàäûâàåòñÿ

1) èç èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ïîëíîé ýíåðãèè âî âðåìåíè

∂

∂t

∫
V

ρ ·
(
E +

|v|2

2

)
dV ;

çäåñü ρE � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ â åäèíèöå îáúåìà, |v|2 = (v1)2 + (v2)2 + (v3)2;
2) èç ïåðåíîñà ýíåðãèè ïîòîêîì ñïëîøíîé ñðåäû ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âûäåëåííîãî

îáúåìà: ∫
Γ

ρ ·
(
E +

|v|2

2

)
· ⟨v̄, n̄⟩ dS;

3) èç ðàáîòû ïðîòèâ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ ñî ñòîðîíû ñïëîøíîé ñðå-
äû, íàõîäÿùåéñÿ âíå âûäåëåííîãî îáúåìà:∫

Γ

(σ v̄)n dS =

∫
Γ

σαβvβnα dS;

4) èç òåïëà, âûäåëÿåìîãî ñïëîøíîé ñðåäîé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ, ïðè ñîâåðøåíèè
ðàáîòû ïðîòèâ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë è âíóòðåííåãî òðåíèÿ ñðåäû:∫

Γ

⟨q̄, n̄⟩ dS =

∫
Γ

qn dS;

çäåñü q̄ � âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà òåïëà;
5) èç èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè ñ ïëîòíîñòüþ ε:∫

V

ε dV.

Â èòîãå ïîëó÷àåì

∫
V

∂
(
ρ ·
(
E + |v|2

2

))
∂t

dV +

∫
Γ

ρ ·
(
E +

|v|2

2

)
· ⟨v̄, n̄⟩ dS−

∫
Γ

(σ v̄)n dS+

∫
Γ

qn dS =

∫
V

ε dV.

(2.9)
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî è èñïîëüçóÿ òî, ÷òî âûäåëåííûé îáúåì
V ïðîèçâîëåí, à òåíçîð íàïðÿæåíèé ñèììåòðè÷åí, ïîëó÷èì:

∂
(
ρ ·
(
E + |v|2

2

))
∂t

+
∂

∂xα

(
ρ ·
(
E +

|v|2

2

)
vα − σαβvβ + qα

)
= ε. (2.10)

Ïî çàêîíó Ôóðüå, âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà òåïëà q̄ ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó òåì-
ïåðàòóðû ñïëîøíîé ñðåäû:

q̄ = −κ · ∇T, (2.11)

ãäå κ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèêè ìàññû îòñóòñòâóþò (R = 0). Óðàâíåíèå (2.6)

óìíîæèì íà vi è ýòî ïðîèçâåäåíèå âû÷òåì èç (2.8):

ρ

(
∂vi

∂t
+ vα

∂vi

∂xα

)
=
∂σiα

∂xα
+ f i, (2.12)

èëè
∂vi

∂t
+ vα

∂vi

∂xα
=

1

ρ

∂σiα

∂xα
+
f i

ρ
. (2.13)

Ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè (èëè ñóáñòàíöèîíàëüíîé ïðîèçâîäíîé) îò ôóíêöèè
φ(t, x) âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû x(t), t ∈ (a, b) ⊂ R, íàçûâàþò

dφ(t, x(t))

dt
=
∂φ(t, x(t))

∂t
+
∂φ(t, x(t))

∂xα
dxα(t)

dt
=

=
∂φ(t, x(t))

∂t
+ vα(t, x(t))

∂φ(t, x(t))

∂xα
.

Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, óðàâíåíèå (2.12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ρ
dvi

dt
=
∂σiα

∂xα
+ f i, (2.14)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà (ìàññà íà óñêîðåíèå ðàâíà ñóììå äåé-
ñòâóþùèõ ñèë). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σin ñâÿçàíî ñ ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó
ïîâåðõíîñòè âûäåëåííîãî îáúåìà (ïîâåðõíîñòíîé ñèëîé).

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå ñïëîøíîé ñðåäû äàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ρ; êîìïîíåíòàìè
ñêîðîñòè vi, i = 1, 2, 3; 9-þ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij, i, j = 1, 2, 3;
âíóòðåííåé ýíåðãèåé E; òåìïåðàòóðîé T . Ïîëó÷èëîñü 15 íåèçâåñòíûõ è 5 óðàâíå-
íèé. Ïîñêîëüêó ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ïîÿâëÿåòñÿ ïðîáëå-
ìà çàìûêàíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû. Åå ðåøàþò â çàâèñèìîñòè îò ïðåäïîëîæåíèé
î ñâîéñòâàõ ñðåäû. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðå-
äû: ãèäðîäèíàìèêà, ãàçîâàÿ äèíàìèêà, òåîðèÿ óïðóãîñòè è äð.

2.2 Ñîîòíîøåíèÿ Ãþãîíèî

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äâèæåíèå ñðåäû íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (íàïðèìåð, ñêîðîñòü
èìååò ðàçðûâ). Âåðíåìñÿ ê èíòåãðàëüíîé ôîðìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ:∫

V

∂ρ

∂t
dV +

∫
Γ

ρ · vn dS = 0,

ãäå Γ � ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ ïîâåðõíîñòüþ
ðàçðûâà. Ïóñòü êîîðäèíàòà x3 íàïðàâëåíà âäîëü íîðìàëè, à x1 è x2 ëåæàò â êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.
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-

+

-Ε

+Ε

x1

x2

n=x3

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàçðûâ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïîâåðõíîñòü
ðàçðûâà ðàçäåëÿåò (ëîêàëüíî) ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè. Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå
îäíîé ÷àñòè, áóäåì îòëè÷àòü îò òî÷åê äðóãîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè èíäåêñà + è − (ïëþ-
ñîâûå è ìèíóñîâûå òî÷êè). Ïóñòü V (ε) � ìàëàÿ ÷àñòü ñðåäû, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó
äâóìÿ áëèçêèìè ïîëîæåíèÿìè ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà â ìîìåíòû t è t+ε. Òàê êàê ïðè
ε → 0 îáú¼ì ìíîæåñòâà V (ε) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè Γ(ε) ê
íóëþ íå ñòðåìèòñÿ, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà

ρ+ · vn+ = ρ− · vn− ( óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ). (2.15)

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñëåäóåò∫
V

∂(ρvi)

∂t
dV +

∫
Γ

(ρvi · vn − σin) dS =

∫
V

f i dV,

σin = −pδin + τ in. Ïîýòîìó íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà

(ρvi · vn + pδin − τ in)+ = (ρvi · vn + pδin − τ in)− . (2.16)

Àíàëîãè÷íî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

∫
V

∂
(
ρ ·
(
E + |v|2

2

))
∂t

dV +

∫
Γ

ρ ·
(
E +

|v|2

2

)
· ⟨v̄, n̄⟩ dS+

∫
Γ

⟨σ, v̄⟩n dS+
∫
Γ

qn dS =

∫
V

ε dV

ñëåäóåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà(
ρvn

(
E +

|v|2

2

)
+ ⟨σ, v̄⟩n + qn

)
+

=

(
ρvn

(
E +

|v|2

2

)
+ ⟨σ, v̄⟩n + qn

)
−
. (2.17)

Åñëè íàáëþäàåòñÿ ïðîõîæäåíèå ÷àñòèö ñðåäû ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà, òî òà-
êîå ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ óäàðíîé âîëíîé, åñëè æå òàêîãî ïðîõîæäåíèÿ íå íàáëþäàåò-
ñÿ, òî ðàçðûâ íàçûâàþò òàíãåíöèàëüíûì; åñëè ðàçðûâ òàíãåíöèàëåí, òî ýòî îçíà÷àåò
vn+ = vn− = 0, ρ+ = ρ− = ρ.

Óðàâíåíèÿ (2.15) − (2.17) íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ãþãîíèî íà ïîâåðõíîñòè
ðàçðûâà.
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3 Ïðîáëåìà çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

3.1 Òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè, çàïîëíåííîé ñïëîøíîé ñðåäîé, ãëàäêóþ êðèâóþ r̄(s), s ∈
(−δ, δ). Ïóñòü ÷àñòèöà ñ íà÷àëüíîé êîîðäèíàòîé r̄(s) çà âðåìÿ t ïåðåøëà â òî÷êó

r̄(s, t). Òîãäà dr̄(s, t)
dt

= v(t, r̄(s, t)). Îáîçíà÷èâ γ̄s(t) = r̄(s, t)− r̄(0, t), ïîëó÷àåì dγ̄s(t)
dt

=

v(t, r̄(s, t))− v(t, r̄(0, t)). Ïóñòü ξ̄ = ξ̄(t) = dγ̄s(t)
ds

. Òîãäà

dξ̄

dt
= ⟨ξ̄, ∇⟩v̄. (3.1)

Ïóñòü ξ̄ = (ξ1, ξ2, ξ3). Òîãäà (3.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

dξi

dt
= ξα

∂vi

∂xα
=

1

2

(
∂vi

∂xα
+
∂vα

∂xi

)
ξα +

1

2

(
∂vi

∂xα
− ∂vα

∂xi

)
ξα.

Ââåäåì òåíçîð

εiα =
1

2

(
∂vi

∂xα
+
∂vα

∂xi

)
.

Òîãäà
dξi

dt
= (ξαεiα + [Ω, ξ̄ ]i), (3.2)

ãäå Ω = 1
2
rot v̄ � âèõðü,

[ Ω, ξ̄ ]i =
ξα

2

(
∂vi

∂xα
− ∂vα

∂xi

)
, i = 1, 2, 3.

Èç êóðñà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñðåäà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òâåð-
äûì òåëîì, òî

dξ̄

dt
= [Ω, ξ̄ ],

ò.å. çà âðåìÿ dt âåêòîð ξ̄ ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà dξ̄ = [Ω, ξ̄ ] dt; çäåñü Ω � óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü âðàùåíèÿ â òî÷êå r̄(0, t). Ïåðâîå æå ñëàãàåìîå ξαεiα â (3.2) óêàçûâàåò, ÷òî òåëî
ÿâëÿåòñÿ íå àáñîëþòíî òâåðäûì, à äåôîðìèðóåìûì.

Îïðåäåëåíèå 1. Òåíçîð εiα = 1
2

(
∂vi

∂xα
+ ∂vα

∂xi

)
íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ñêîðîñòåé äå-

ôîðìàöèè.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð, ýëåìåíòà ε11 = ∂v1

∂x1
. Äëÿ ýòî-

ãî ïðåäñòàâèì îäíîìåðíûé ñòåðæåíü â íàïðàâëåíèè x1. Äëÿ íåãî âåêòîð ξ̄ èìååò
åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó ξ1, è (3.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

dξ1

dt
= ξ1 · ∂v

1

∂x1
.

Òåì ñàìûì, åñëè ξ1 = 1, òî çà âðåìÿ dt äëèíà ξ èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó ∂v1

∂x1
dt â

íàïðàâëåíèè x1.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ýëåìåíò ε12. Âîçüìåì äâà âåêòîðà ξ̄(t) è η̄(t), óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óðàâíåíèþ (3.1). Ïóñòü ξ̄(t0) = (1, 0, 0), η̄(t0) = (0, 1, 0) (ìîìåíò âðåìåíè t0
ôèêñèðîâàí). Òîãäà

d⟨ξ̄(t), η̄(t)⟩
dt

=

⟨
ξ̄,
dη̄

dt

⟩∣∣∣∣
t=t0

+

⟨
η̄,
dξ̄

dt

⟩∣∣∣∣
t=t0

(3.1)
=

∂v1

∂x2
+
∂v2

∂x1
.
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Çíà÷èò, çà âðåìÿ dt êâàäðàò dx1 × dx2 ïåðåøåë â ïàðàëëåëîãðàìì, ïðÿìîé óãîë èç-

ìåíèëñÿ íà âåëè÷èíó
(
∂v1

∂x2
+ ∂v2

∂x1

)
dt.

Òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû (i = j) òåíçîðà εij ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè
îòâå÷àþò çà ñêîðîñòü ðàñòÿæåíèÿ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ñðåäû â íàïðàâëåíèè i, à
îñòàëüíûå åãî ýëåìåíòû (i ̸= j) � çà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óãëîâ ïëîñêèõ ýëåìåíòîâ
ñðåäû â ïëîñêîñòè (i, j).

3.2 Ïðîáëåìà çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç

çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó:

∂ρ

∂t
+
∂(ρvα)

∂xα
= 0 � óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, (3.3)

∂(ρvi)

∂t
+
∂(ρvivα − σiα)

∂xα
= f i � çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, (3.4)

∂
(
ρ ·
(
E + |v|2

2

))
∂t

+
∂
(
ρ ·
(
E + |v|2

2

)
vα
)

∂xα
+
∂(−σαβvβ)

∂xα
= 0 � çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

(3.5)
Îáùåå ÷èñëî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû � 5, à âõîäÿùèõ â íåå íåèçâåñòíûõ � 14:

ρ , v1 , v2 , v3 , σ11 , σ12 , σ13 , σ21 , σ22 , σ23 , σ31 , σ32 , σ33 , E.

Âñå ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû ñâÿçàíû ñ òåìè èëè èíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ñâîé-
ñòâàõ ñðåäû. Åñëè ñðåäà äåôîðìèðóåòñÿ áûñòðî (ïðèìåð � ñòàëüíîé øàðèê, óäàðèâ-
øèéñÿ î ïîë), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåôîðìàöèÿ óïðóãàÿ. Åñëè æå ñðåäà äåôîðìè-
ðóåòñÿ ìåäëåííî, ñêàæåì, ÷òî äåôîðìàöèÿ âÿçêàÿ.

Ââåäåì õàðàêòåðíûå ïàðàìåòðû ñðåäû.
Âðåìÿ, çà êîòîðîå ñðåäà ïðèíèìàåò ôîðìó ñîñóäà, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðíûì âðå-

ìåíåì èëè âðåìåíåì ðåëàêñàöèè Θ. Ââåäåì õàðàêòåðíîå íàïðÿæåíèå σ0. Èç ìàòåðè-
àëà ñðåäû ñäåëàåì îäíîðîäíûé èçîòðîïíûé ñòåðæåíü. Õàðàêòåðíûì íàïðÿæåíèåì
σ0 íàçîâåì ñèëó, ïðèëîæåíèå êîòîðîé ê åäèíèöå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïðè-
âîäèò ê ðàñòÿæåíèþ ñòåðæíÿ íà 10% (èëè äðóãîå êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ, çàäàâàåìîå
ÃÎÑÒîì äëÿ äàííîãî ìàòåðèàëà).

Ïðèìåð: ñòåêëî � ýòî æèäêîñòü, âðåìÿ ðåëàêñàöèè êîòîðîé Θ ∼ 1000 ëåò.
Èòàê, ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè Θ è õàðàêòåðíûì íàïðÿæåíè-

åì σ0. Ïðîâåäåì ñëåäóþùèé îïûò. Ê ñòàíäàðòíîìó êóáèêó, âûðåçàííîìó èç èñïûòó-
åìîãî ìàòåðèàëà ñðåäû, ïðèëîæèì ñèëó âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

×åðåç âðåìÿ dt êóáèê ïðåâðàòèëñÿ â ïàðàëëåëåïèïåä. Ñêîðîñòü äåôîðìàöèè õà-
ðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óãëà γ:

dγ

dt
= γ̇, [ γ̇ ] =

1

T
� ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè äåôîðìàöèè,

Θ · γ̇ � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ([ Θ · γ̇ ] = 1). Âåëè÷èíà γ̇ çàâèñèò îò
íàïðÿæåíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, îò ñêîðîñòè, ñ êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ýòî âíåøíåå
âîçäåéñòâèå è õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà Θ, σ0:

γ̇ = f (Θ, σ0, σ, σ̇) .
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Ïðèìåíèì ïè-òåîðåìó è ïîëó÷èì

Θ · γ̇ = F

(
σ

σ0
,
σ̇Θ

σ0

)
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âÿçêèõ òåë. Â ýòîì ñëó÷àå σ̇ ìàëî (òî÷íåå, σ̇Θ ≪ σ0) è

Θ · γ̇ = F

(
σ

σ0

)
= F (0) + F ′(0)

σ

σ0
+ . . . .

Çàìåòèì, ÷òî F (0) = 0, ò.ê. ïðè îòñóòñòâèè íàïðÿæåíèé íåò èçìåíåíèÿ ôîðìû ñðåäû,
ò.å. γ̇ = 0. Îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì, ïîëó÷àåì

σ = η · γ̇, ãäå η =
Θ · σ0
F ′(0)

(3.6)

� êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè. Åñëè âûïîëíåíî (3.6), òî ñðåäà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî âÿçêèì
òåëîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà íàãðóçêè ìàëûå, íî áûñòðûå (ò.å. σ ≪
σ0). Òîãäà

Θ · γ̇ = F

(
σ̇Θ

σ0

)
,

è ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå äàåò

Θ · γ̇ = A
σ̇Θ

σ0
.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì γ = A
σ0
σ èëè

σ = G · γ � çàêîí Ãóêà.

Òàêîå ïðèáëèæåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïðóãèì.
Ñðåäà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè åå ñâîéñòâà íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé òî÷êè

ñðåäû (îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò).
Ñðåäà íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé, åñëè åå ñâîéñòâà íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ. Ïðè-

ìåð íåèçîòðîïíîé ñðåäû � ïüåçîêðèñòàëë, äåðåâî è ò.ï.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âÿçêîãî ìàòåðèàëà

Θ · γ = F

(
σ

σ0

)
, [ γ̇ ] =

1

[T ]
= [ εij ] .

Áóäåì ñ÷èòàòü ñïëîøíóþ ñðåäó îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé.
Ïðîáëåìà çàìûêàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (3.3) � (3.5) ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ ñâÿ-

çè ìåæäó òåíçîðîì êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé τ ij è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè
εij. Îáùèé âèä òàêîé ñâÿçè â ñëó÷àå èçîòðîïíîé, îäíîðîäíîé è ëèíåéíî-âÿçêîé ñðåäû
ñëåäóþùèé:

τ ij = 2η ·
(
εij − 1

3
δij · ∂v

α

∂xα

)
+ ζ · ∂v

α

∂xα
· δij, (3.7)

ãäå η è ζ � 1-é è 2-é êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè. Ñîîòíîøåíèå (3.7) äîêàçàíî â [2].
Ïðîáëåìà. Íàéòè âèä ýòîé ñâÿçè â ñëó÷àå èçîòðîïíîé, îäíîðîäíîé è íåëèíåéíî-

âÿçêîé ñðåäû.
Çäåñü ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ëèíåéíîì ñëó÷àå åñòü òîëüêî îäèí

èíâàðèàíò � ñëåä ìàòðèöû. Âèä (3.7) ñâÿçè îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä èíâàðèàíòîâ â
èíâàðèàíòû. Òàê,

τ 11 + τ 22 + τ 33 = 3 · ∂v
α

∂xα
= 0
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ïî îïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ.
Ñêàæåì, ÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìà, åñëè

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+ vα

∂ρ

∂xα
≪ ρ · ∂v

α

∂xα
.

Òîãäà óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè èìååò âèä:

div v̄ = 0.

Òåì ñàìûì, èç ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèé è òåíçîðîì ñêîðîñòåé
äåôîðìàöèè àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò íåñæèìàåìîñòü.

3.3 Ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà

Ðàññìîòðèì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (3.3), (3.4). Ïóñòü

σiα = −pδiα + τ iα, (3.8)

τ iα � òåíçîð êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Çàìûêàíèå ñèñòåìû (3.3) � (3.4) áóäåì îñó-
ùåñòâëÿòü, ñâÿçûâàÿ òåíçîð êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ñ òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîð-
ìàöèè ñîîòíîøåíèåì (3.7). Êîýôôèöèåíòû η è ζ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò êàê îò
òåìïåðàòóðû, òàê è îò ìàòåðèàëà. Ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü èõ ïîñòîÿííûìè. Óìíîæèì
(3.3) íà vi è ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå âû÷òåì èç (3.4):

ρ

(
∂vi

∂t
+ vα

∂vi

∂xα

)
= − ∂p

∂xi
+
∂τ iα

∂xα
+ f i. (3.9)

Âû÷èñëèì ∂τ iα

∂xα
:

∂τ iα

∂xα
= η

(
∂

∂xα
∂vi

∂xα
+

∂

∂xi
∂vα

∂xα
− 2

3

∂

∂xi
∂vα

∂xα

)
+ ζ

∂

∂xi
∂vα

∂xα
= η∆vi +

(
ζ +

η

3

) ∂

∂xi
∂vα

∂xα

è ïîäñòàâèì â (3.9):

∂vi

∂t
+ vα

∂vi

∂xα
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν∆vi +

1

ρ

(
ζ +

η

3

) ∂

∂xi
∂vα

∂xα
+
f i

ρ
(3.10)

(çäåñü ν = η
ρ
� êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü). Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âåêòîðíîì âèäå:

∂v̄

∂t
+ vα

∂v̄

∂xα
= −1

ρ
∇p+ ν∆v̄ +

1

ρ

(
ζ +

η

3

)
∇div v̄ +

f̄

ρ
(3.11)

Óðàâíåíèå (3.11) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ñòîêñà; êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ äëÿ ÷åòû-
ðåõ óðàâíåíèé (3.3), (3.11) ðàâíî ïÿòè: ρ, v1, v2, v3, p. Íàâüå ïðåäëîæèë çàìêíóòü
ñèñòåìó (3.3), (3.11), ââåäÿ òðåáîâàíèå íåñæèìàåìîñòè, à èìåííî, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèÿ div v = 0. Òîãäà ñèñòåìà (3.3), (3.10) çàïèøåòñÿ â âèäå

div v̄ = 0 ,

∂vi

∂t
+ vα

∂vi

∂xα
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν∆vi +

f i

ρ
,

∂ρ

∂t
+
∂(ρ · vα)
∂xα

= 0.
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Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ρ ≡ const (ò.å. ïëîòíîñòü íå çàâèñèò îò t è x), òî ïîëó÷èì ñèñòåìó
Íàâüå � Ñòîêñà; â âåêòîðíîì âèäå îíà èìååò âèä:

div v̄ = 0,
∂v̄
∂t

+ ⟨v̄, ∇⟩v̄ = −∇p
ρ
+ ν∆v̄ + f̄

ρ
.

(3.12)

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèñòåìå Íàâüå � Ñòîêñà íå ó÷àñòâóåò âòîðîé êîýôôèöèåíò âÿç-
êîñòè ζ.

Çàìå÷àíèå 2. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, åñëè ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿ-
æåíèé è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ëèíåéíàÿ, òî åñòü çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(3.7), òî óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.

3.4 Çàêîí ïîäîáèÿ äëÿ ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà (3.12). Ïóñòü ïîòîê æèäêîñòè ñî
ñêîðîñòüþ U íà áåñêîíå÷íîñòè îáòåêàåò òåëî äèàìåòðà L. Ïåðåéä¼ì ê áåçðàçìåðíûì
êîîðäèíàòàì

xi = Lξi, t =
L

U
τ, p = ρU2P, vi = Uui. Èìååì

∂ui

∂τ
+ uα

∂ui

∂ξα
= −1

ρ

∂P

∂ξi
+

1

Re

∂ 2ui

(∂ξα)2
,

∂uα

∂ξα
= 0.

(3.13)

Âåëè÷èíà Re = ρUL
η

â ýòîì óðàâíåíèè íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà. Äâà òå÷åíèÿ
íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ îíè îïèñûâàþòñÿ îäèíà-
êîâûìè óðàâíåíèÿìè, â ÷àñòíîñòè, ó íèõ îäèíàêîâûå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ýòî
èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ òå÷åíèé.

Äëÿ ïîòîêîâ, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ïðè òàêîì ìîäåëèðîâàíèè, ÷èñëà
Re âåëèêè, à êîýôôèöèåíòû 1

Re
ìàëû. Ïîýòîìó çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

ìîäåëü èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîãäà Re = ∞ (ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëå-
ðà). Íà ïðèìåðàõ ìû óâèäèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà ñóùåñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà â ìàëîé îêðåñòíîñòè îáòåêàåìîãî
òåëà. Áîëåå òîãî, ïðè Re > Reêð. (êðèòè÷åñêèé Re ∼ 2500) òå÷åíèå ïåðåñòàåò áûòü
ëàìèíàðíûì (ãëàäêèì) è ñòàíîâèòñÿ òóðáóëåíòíûì.

4 Çàäà÷à Ðåëåÿ.

Ðàññìîòðèì âÿçêóþ ñïëîøíóþ ñðåäó, ïðèâîäèìóþ â äâèæåíèå ñòåíêîé, ïåðåìåùà-
þùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U (ñì. ðèñóíîê). Â çàäà÷å Ðåëåÿ äâèæåíèå ñðåäû
ïðîèñõîäèò íå çà ñ÷åò ïåðåïàäà äàâëåíèÿ è äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë, à çà ñ÷åò äâèæå-
íèÿ ñòåíêè, îãðàíè÷èâàþùåé ñðåäó, ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p = 0 è f̄ = 0. Ñ÷èòàåì,
÷òî ρ = const, ñðåäà íåñæèìàåìà è ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèé è òåíçîðîì
ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ëèíåéíà. Òîãäà äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
Íàâüå � Ñòîêñà

∂vα

∂xα
= 0 ,

∂vi

∂t
+ vα

∂vi

∂xα
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν∆vi.

(4.1)
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Äëÿ çàäà÷è Ðåëåÿ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

x̄ = (x, y, z), v̄ = (v1, v2, v3) = (u(y, t), 0, 0), p = 0.

x1
=x

CPEDA

CTEHKA U

x2
=y

Ïîýòîìó (4.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂u

∂t
= ν

∂ 2u

∂y2
, (4.2)

ν = η
ρ
, ò.å. ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ (4.1) â ýòîé

çàäà÷å âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u
∣∣
t=0

= 0 ,

u
∣∣
y=0

= U = const.
(4.3)

Èìååì u = φ(t, y, ν, U). Èç ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî [y] = [L],

[t] = [T ], [U ] = [u] = [L]
[T ]
. Òàê êàê ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (4.2) ñîâïàäàþò,

òî [ν] = [L]2

[T ]
. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå, êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè

U , ò.å. ðåøåíèå âèäà u = U · f0(t, y, ν). Ïðèìåíèì ïè-òåîðåìó òàê æå, êàê â çàäà÷å î
ôóíäàìåíòàëüíîì ðåøåíèè, è ïîëó÷èì

u

U
= f

(
y√
νt

)
. (4.4)

Îáîçíà÷èì ξ = y√
νt
. Òîãäà

1

U
· ∂u
∂t

= f ′(ξ) ·
( y√

νt

)
t
= −f ′(ξ) · y

2
√
νt3

,

1

U
· ∂u
∂y

= f ′(ξ) · 1√
νt
,

1

U
· ∂

2u

∂y2
= f ′′(ξ) · 1

νt
.

(4.5)

Ïîäñòàâèì (4.5) â óðàâíåíèå (4.2), à òàêæå â íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.3):

−f ′(ξ) · y

2
√
νt3

= ν · f ′′(ξ) · 1

νt
, f(0) = 1 , f(+∞) = 0 , èëè

f ′′(ξ) = −1

2
ξf ′(ξ), ln f ′(ξ) = −ξ

2

4
+ lnC ,

f ′(ξ) = Ce−
ξ2

4 , f(0) = 1, f(+∞) = 0. (4.6)
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Ïîýòîìó

f(ξ) = C

∫ ξ

0

e−
z2

4 dz + 1, 0 = C

∫ ∞

0

e−
z2

4 dz + 1 , C = − 1√
π

è

f(ξ) =
2√
π

∞∫
2ξ

e−z
2

dz , u =
2 · U√
π

∞∫
2y√
νt

e−z
2

dz .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Ðåëåÿ íàéäåíî è îíî óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâà-
íèÿì î ãëàäêîñòè, êîòîðûå ïðåäïîëàãàëèñü ïðè âûâîäå (4.1). Ôðîíò äâèãàþùåéñÿ
÷àñòè ñðåäû â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ïðè ýòîì èìååò âèä

Îäíàêî ïî÷åìó ó èñõîäíîé ñèñòåìû, ñëåäñòâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, äîëæíû áûòü òîëüêî äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ðåøåíèÿ (â ïðåä-
ïîëîæåíèè ãëàäêîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî è
ïåðåéòè îò ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ê èíòåãðàëó ïî îáëàñòè)? Íàïðèìåð, ïî÷åìó
íåò ðåøåíèé, ñîäåðæàùèõ òàíãåíöèàëüíûå ðàçðûâû, è ïî÷åìó

u(y, t) =

{
U , y > 0 ,

0 , y 6 0 ,

t > 0, íå åñòü ðåøåíèå?

x
0

U

y<0

y>0

y

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ Ãþãîíèî (2.15) � (2.17). Â íàøåì ñëó÷àå p = 0, íàïðàâ-
ëåíèå íîðìàëè ñîâïàäàåò ñ îñüþ y è ïîýòîìó v2 = 0, à ñîîòíîøåíèÿ Ãþãîíèî ïðèìóò
âèä:

ρ · v2|+ = ρ · v2|−, (4.7)

(ρv1 · v2 + σ1 2)|+ = (ρv1 · v2 + σ1 2)|−, (4.8)

(ρv2 · v2 + σ2 2)|+ = (ρv2 · v2 + σ2 2)|−, (4.9)

(ρv3 · v2 + σ3 2)|+ = (ρv3 · v2 + σ3 2)|−, (4.10)(
ρv2
(
E +

(v2)2

2

)
+ ⟨σ, v̄⟩2 + q2

)∣∣∣∣
+

=

(
ρv2
(
E +

(v2)2

2

)
+ ⟨σ, v̄⟩2 + q2

)∣∣∣∣
−
, (4.11)

èëè (ò.ê. v2 = 0)
σi 2|+ = σi 2|− , i = 1, 2, 3,
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(σ2 1u+ q2)|+ = (σ2 1u+ q2)|−.

Òàê êàê σi 2 = −pδi 2 + τ i 2 = τ i 2, òî

τ i 2|+ = τ i 2|−, i = 1, 2, 3, (σ2 1u+ q2)|+ = (σ2 1u+ q2)|−.

Òåíçîð êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ñâÿçàí ñ òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè ñîîòíî-
øåíèåì (3.7):

τ ij = 2η

(
εij − 1

3
δij
∂vα

∂xα

)
+ ζδij

∂vα

∂xα
,

ãäå εij = 1
2

(
∂vi

∂xj
+ ∂vj

∂xi

)
. Îòñþäà τ 12 = η ∂u

∂y
, τ 22 = 2η ∂v

2

∂x2
−2

3
η ∂v

α

∂xα
+ζ ∂v

α

∂xα
=
(
ζ − 2

3
η
)
div v̄ =

0, τ 32 = η
(
∂v3

∂x2
+ ∂v2

∂x3

)
= 0. Ïîýòîìó

σ21 = −τ 21 = −η∂u
∂y

= −τ 12 = σ12,

(
−η∂u

∂y
· u+ q2

)∣∣∣∣
+

=

(
−η∂u

∂y
· u+ q2

)∣∣∣∣
−
.

Íåòðèâèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà áóäóò:

η
∂u

∂y

∣∣∣∣
+

= η
∂u

∂y

∣∣∣∣
−

è (4.12)

(
−η∂u

∂y
· u+ q2

)∣∣∣∣
+

=

(
−η∂u

∂y
· u+ q2

)∣∣∣∣
−
. (4.13)

Ðàññìîòðèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîäðîáíåå. Ââåäåì ñèëó fε è ñãëàäèì ðàçðûâ:

x

y

Ε

-Ε

U

Òîãäà óðàâíåíèå (4.1) ïðèìåò âèä

η
∂ 2u

∂y2
= fε . (4.14)

Ïðîèíòåãðèðóåì (4.14) ïî y:

η

∫ ε

−ε

∂ 2u

∂y2
dy = η

∂u

∂y

∣∣∣∣ε
−ε

=

∫ ε

−ε
fε dy .

Ñîîòíîøåíèå (4.12) îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû íà ïîâåðõíîñòè ðàç-
ðûâà. Óìíîæèì (4.14) íà y è ïðîèíòåãðèðóåì

η

∫ ε

−ε
y
∂ 2u

∂y2
dy = ηy

∂u

∂y

∣∣∣∣ε
−ε

− η

∫ ε

−ε

∂u

∂y
dy = ηy

∂u

∂y

∣∣∣∣ε
−ε

− ηu
∣∣∣ε
−ε
=

∫ ε

−ε
y fε dy.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ñêîðîñòè u(t, y) íà
ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà (ïðè y = 0) îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñîñðåäîòî÷åííîãî ìîìåíòà.
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Òåïåðü óìíîæèì (4.14) íà u è ïðîèíòåãðèðóåì:

η

∫ ε

−ε
u
∂ 2u

∂y2
dy =

∫ ε

−ε
u fε dy ,

ηu
∂u

∂y

∣∣∣ε
−ε
−η
∫ ε

−ε

(
∂u

∂y

)2

dy =

∫ ε

−ε
u fε dy ,

q2
∣∣∣ε
−ε
= η

∫ ε

−ε

(
∂u

∂y

)2

dy +

∫ ε

−ε
u fε dy .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî òåïëà, âûäåëÿåìîãî íà ïî-
âåðõíîñòè ðàçðûâà, îïðåäåëÿåòñÿ ðàáîòîé, ïðîèçâîäèìîé ñèëàìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè
íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.

5 Òå÷åíèå â êîíôóçîðå è äèôôóçîðå (èñòî÷íèê-ñòîê)

Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè,
îáû÷íî ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå âîçíèêàþò èç-çà íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Òî÷íîå
ðåøåíèå äëÿ íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðåäêî è èìåííî ïîýòîìó çàäà÷è, êîòîðûå
èìåþò òàêîå òî÷íîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ. Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷
êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î òå÷åíèè æèäêîñòè â êîíôóçîðå è äèôôóçîðå.

Îïðåäåëèì äâèæåíèå æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïëîñêèìè ñòåíêàìè, ðàñïîëîæåí-
íûìè äðóã ê äðóãó ïîä óãëîì.

Α

Α

Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû x̄ = (r, θ, z) è îáîçíà÷èì ÷åðåç vr(x̄) ïðî-
åêöèþ âåêòîðà v̄ íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 è x̄, à ÷åðåç vθ(x̄) � ïðîåêöèþ v̄
ïðÿìóþ, îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó x̄. Ðàññìîòðèì òå÷åíèå âèäà:

vr = v(r, θ),
vθ = vz = 0,
p = p(r, θ).

Äëÿ òàêîãî òå÷åíèÿ ñèñòåìà Íàâüå � Ñòîêñà èìååò âèä:

v
∂v

∂r
= −1

ρ

∂p

∂r
+ ν

(
∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r
+

1

r2
∂2v

∂θ2
− v

r2

)
(5.1)

− 1

ρr
· ∂p
∂θ

+
2ν

r2
∂v

∂θ
= 0 (5.2)

∂(rv)

∂r
= 0 (5.3)

(ñì. â [5] ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, çàïèñàííóþ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò).

Äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè (ν = 0,Re = ∞) ðåøåíèå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò èìååò âèä

vr =
Q

2πr
, vθ = 0, vz = 0; (5.4)
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çäåñü Q � ìîùíîñòü èñòî÷íèêà (Q > 0) èëè ñòîêà (Q < 0), òðåíèå î ñòåíêè ïðè
θ = ±α îòñóòñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî íåèçâåñòíûå p
ρ
è v çàâèñÿò îò ñëåäóþùèõ ïåðåìåííûõ (íèæå óêàçàíû

èõ ðàçìåðíîñòè):

p

ρ
= φ1 (Q, r, θ, α, ν) , v = φ2 (Q, r, θ, α, ν) .

Òàê êàê [p] = [M ]·[L]
[T ]2

· 1
[L]2

(äàâëåíèå � ýòî îòíîøåíèå ñèëû ê ïëîùàäè), à [ρ] = [M ]
[L]3

(ïëîòíîñòü � ýòî îòíîøåíèå ìàññû ê îáúåìó), òî
[
p
ρ

]
= [L]2

[T ]2
. Äàëåå, [v] = [L]

[T ]
, [Q] = [L]2

[T ]
,

[r] = [L], [θ] = 1, [α] = 1, [ν] = [L]2

[T ]
.

Ïðèìåíèì ïè-òåîðåìó. Â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âûáåðåì
(Q, r) è ïîëó÷èì

v =
Q

r
u

(
θ, α,

ν

Q

)
,

p

ρ
=
Q2

r2
P

(
θ, α,

ν

Q

)
, (5.5)

ãäå u è P � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (5.3) âûïîëíÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ v è p

ρ
èç (5.5) â (5.2):

−Q
2

r3
dP

dθ
+

2νQ

r3
du

dθ
= 0,

èëè
Q

ν

dP

dθ
= 2

du

dθ
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

P (θ) =
2ν

Q
(u(θ)− C1) . (5.6)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (5.5) è (5.6) â (5.1):

−Q
2

r3
u2 =

4Qν

r3
(u− C1) + ν

(
2Q

r3
u− Q

r3
u+

Q

r3
u′′ − Q

r3
u

)
èëè

u′′ + 4u+
Q

ν
u2 = 4C1.

Óìíîæèâ ðàâåíñòâî íà u′ è ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷àåì

(u′)2

2
+ 2u2 +

Q

3ν
u3 = 4C1u+ 4C2 .

Îòñþäà

2θ = ±
∫

du√
2C2 + 2C1u− Q

6ν
u3 − u2

. (5.7)

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ ïðè
θ = ±α è ìîùíîñòüþ èñòî÷íèêà (ñòîêà). Çäåñü ðîëü ÷èñëà Ðåéíîëüäñà èãðàåò îòíî-
øåíèå Re = Q

ν
(áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà).

Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò èñêîìóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè u îò Q. Âåëè÷èíà Q
ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé.
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Åñëè Q < 0, òî æèäêîñòü íàïðàâëåíà â òî÷êó 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò î òå÷åíèè â êîíôóçîðå. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïîëîæèòåëåí. Âëèÿ-
íèå âÿçêîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â óçêîì ñëîå âáëèçè ñòåíîê, ãäå çíà÷åíèå ñêîðîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåå èñòîêó, ïàäàåò äî íóëÿ.

Åñëè Q > 0, òî òàêîå òå÷åíèå íàçûâàåòñÿ äèôôóçîðíûì.
Â ñëó÷àå, åñëè ìîùíîñòü èñòî÷íèêà íåâåëèêà, ïîä êîðíåì â ïîäûíòåãðàëüíîì

âûðàæåíèè áóäåò ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. C óâåëè÷åíèåì Q (ò.å. óâåëè÷åíèåì ÷èñ-
ëà Ðåéíîëüäñà) âûðàæåíèå ïîä çíàêîì êîðíÿ ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíûì. Ïîýòîìó
ñèììåòðè÷íîå ðàñõîäÿùååñÿ òå÷åíèå â äèôôóçîðå âîçìîæíî ïðè óñëîâèè, 0 < Q

ν
<

Re1, òî åñòü ÷èñåë Ðåéíîëüäñà, íå ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèÿ Re1.
Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, îïðåäåëÿþùèõñÿ óñëîâèåì Re1 6

Q
ν
6 Re2 áóäåò ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìó ìàêñèìóìó è îäíîìó ìèíèìóìó,

ïðè ýòîì äâèæåíèå áóäåò àñèììåòðè÷íûì. Äàëåå ïðè óâåëè÷åíèè Re âîçíèêàåò ñèì-
ìåòðè÷íîå ðåøåíèå ñ îäíèì ìàêñèìóìîì è äâóìÿ ìèíèìóìàìè.

Ïðè Re → ∞ ÷èñëî ÷åðåäóþùèõñÿ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ âîçðàñòàåò òàê, ÷òî
íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ñäåëàåì âûâîä: ïðè Re → ∞ ðåøåíèå ïðè êîíôóçîðíîì òå÷åíèè ñòðåìèòñÿ ê
óðàâíåíèþ Ýéëåðà, à ïðè äèôôóçîðíîì òå÷åíèè â ñëó÷àå Re > Remax äâèæåíèå
äåëàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì � âîçíèêàåò òóðáóëåíòíîñòü.

6 Èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü.

Æèäêîñòü íàçûâàåòñÿ èäåàëüíîé, åñëè êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ðàâíû íóëþ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ρ(t, x) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé (çäåñü x � òðåõìåðíûé âåêòîð). Òîãäà
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, èìåþò âèä

∂v

∂t
+ ⟨v, ∇⟩v = −∇

(
p

ρ

)
+
f

ρ
, div v = 0. (6.1)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî æèäêîñòü âñå âðåìÿ çàïîëíÿåò îáëàñòü Ω. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ

ëþáûõ t, t̃ ∈ R è äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ω íàéäåòñÿ òî÷êà x̃ ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî åñëè
÷àñòèöà æèäêîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàñïîëîæåíà â òî÷êå x, òî â ìîìåíò t̃ îíà
ïåðåéäåò â òî÷êó x̃.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèëà f ïîòåíöèàëüíà, ò.å. f = ∇U . Òîãäà åñëè
rot v|t=0 = 0, òî rot v = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâèæåíèå æèäêîñòè çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ = v(t, x). (6.2)

Òîãäà êàæäîìó t > 0 ìîæíî ñîïîñòàâèòü äèôôåîìîðôèçì gt : Ω → Ω ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè y ∈ R3, òî gt(y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = y.
Ïðè ýòîì gt(y) ãëàäêî ïî ñîâîêóïíîñòè (t, y).

Ïóñòü γ : [0, 1] → R3 � ïàðàìåòðèçàöèÿ ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé, γt = gt ◦ γ.
Ïîêàæåì, ÷òî ∫

γt

v(t, x(t)) dl = const. (6.3)
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Â ñàìîì äåëå,

d

dt

∫
γt

v(t, x(t)) dl =
d

dt

1∫
0

v(t, gt ◦ γ(s)) d
ds
gt ◦ γ(s) ds =

=

1∫
0

(
∂v

∂t
(t, γt(s)) + ⟨v, ∇⟩v(t, γt(s))

)
d

ds
γt(s) ds+

+

1∫
0

v(t, γt(s))
d

ds
v(t, γt(s)) ds =

=
1

ρ

1∫
0

(−∇p+∇U) d
ds
γt(s) ds+

1

2

1∫
0

d|v|2(t, γt(s)) =
1

ρ

∫
γt

(−∇p+∇U) dl = 0.

Åñëè γ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ïîâåðõíîñòè S, òî ïî ôîðìóëå Ñòîêñà èç (6.3) ïîëó÷àåì∫
gtS

rot v(t, x(t)) dS = const.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè rot v(0, x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, òî äëÿ ëþáîãî t âûïîëíåíî rot v(t, x(t)) =
0. Â ñàìîì äåëå, åñëè rot v(t, x) ̸= 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x, òî âîçüìåì äîñòàòî÷íî
ìàëûé ó÷àñòîê ïëîñêîñòè S, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x è îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó
rot v(t, x), è äëÿ íåãî ïîëó÷èì, ÷òî

∫
S

rot v dS ̸= 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Åñòü äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàãðàíæà. Îáîçíà÷èì ω = rot v.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

⟨v, ∇⟩v =
1

2
∇(|v|2) + [rot v, v], (6.4)

rot [a, b] = ⟨b, ∇⟩a− ⟨a, ∇⟩b+ a div b− b div a.

Óðàâíåíèå (6.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂v

∂t
+

1

2
∇(|v|2) + [rot v, v] = −∇

(
p

ρ

)
+∇

(
U

ρ

)
, div v = 0.

Ïðèìåíèâ ê ýòîìó ðàâåíñòâó îïåðàöèþ rot , ó÷èòûâàÿ óñëîâèå div v = 0 è ñîîòíîøå-
íèÿ rot∇ = 0, div rot = 0, ïîëó÷àåì

∂ω

∂t
+ ⟨v, ∇⟩ω − ⟨ω, ∇⟩v = 0.

Ïóñòü ω(t) = ω(t, x(t)), ãäå x(t) � òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû æèäêîñòè, è ïóñòü
ω(0) = 0. Òîãäà dω

dt
= ⟨ω, ∇⟩v. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ω(t) = 0 äëÿ ëþáîãî t.
Åñëè îáëàñòü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ æèäêîñòü, îäíîñâÿçíà, òî óñëîâèå rot v = 0

ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè φ òàêîé, ÷òî v = ∇φ (äëÿ íåîä-
íîñâÿçíîé îáëàñòè èíîãäà ðàññìàòðèâàþò ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ φ). Èç óñëîâèÿ
íåñæèìàåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî

∆φ = 0. (6.5)
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Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè Γ çàäàíà è íåïîäâèæíà, òî äëÿ ôóíêöèè v, êàê ïðàâèëî, ïè-
øåòñÿ óñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè ⟨v, n⟩ = 0, ãäå n � íîðìàëü ê Γ. Çíà÷èò, ∂φ

∂n
= 0. Ó÷è-

òûâàÿ (6.5), ïîëó÷àåì çàäà÷ó Íåéìàíà. Åñëè îáëàñòü îãðàíè÷åíà, òî íåòðèâèàëüíîå
(íå ÿâëÿþùååñÿ êîíñòàíòîé) ðåøåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè îñîáåííîñòåé.
Åñëè îáëàñòü áåñêîíå÷íà, òî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è åùå íóæíî çàäàòü
óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîñêîëüêó rot v = 0, òî ∂
∂xi

|v|2
2

(6.4)
= ⟨v, ∇⟩vi. Çíà÷èò, èç

vt + ⟨v, ∇⟩v = −∇
(
p

ρ

)
+∇

(
U

ρ

)
ñëåäóåò, ÷òî

∇
(
φt +

|v|2

2
+
p

ρ
− U

ρ

)
= 0,

ò.å.

φt +
|v|2

2
+
p

ρ
− U

ρ
= Φ(t).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Êîøè�Ëàãðàíæà.
Åñëè äâèæåíèå ñòàöèîíàðíîå, ò.å. âñå ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò t, òî

|v|2

2
+
p

ρ
− U

ρ
= const.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì èëè èíòåãðàëîì Áåðíóëëè.

6.1 Èíòåãðàë Áåðíóëëè â ñëó÷àå íåïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ

Îêàçûâàåòñÿ, òîæäåñòâî Áåðíóëëè â äâóìåðíîì ñëó÷àå áóäåò âåðíî è â ñëó÷àå íåïî-
òåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ.

Ëèíèåé òîêà (âèõðÿ) íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå
ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ (ñîîòâåòñòâåííî ñ âèõðåì):

dx1

v1
=
dx2

v2
, ñîîòâåòñòâåííî

dx1

ω1
=
dx2

ω2
.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü çàâèñèò îò òî÷êè, à ïîòåíöè-
àëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîëå f

ρ
, ò.å. f

ρ
= ∇V . Åñëè äâèæåíèå ñòàöèîíàðíî, òî

1

2
∇(|v|2) + [rot v, v] = −1

ρ
∇p+∇V, div v = 0.

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ íà ëèíèþ òîêà (âèõðÿ):

∂

∂s

(
|v|2

2

)
= −∂V

∂s
− 1

ρ

∂p

∂s
. (6.6)

Çäåñü s � ïàðàìåòð íà ëèíèè òîêà (âèõðÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç N �íîìåð� ëèíèè
(ò.å. êàæäàÿ ëèíèÿ èç ñåìåéñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì N). Èìååì p = p(s, N),
ρ = ρ(s, N). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî èñêëþ÷èòü s (ò.å.
âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè). Òîãäà ρ = φ(p, N). Ïîëîæèì

Φ(ρ, N) =

ρ∫
ρ0

dp

φ(p, N)
.
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Óðàâíåíèå (6.6) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂

∂s

(
|v|2

2

)
= −∂V

∂s
− ∂Φ

∂s
.

Çíà÷èò,
|v|2

2
+ V + Φ = C(N)

(âåëè÷èíà çàâèñèò îò ëèíèè òîêà èëè âèõðÿ, íî íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ýòîé ëèíèè).

6.2 Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå

Äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ äåêàðòîâà ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò (x, y, z), â êîòîðîé âåêòîð ñêîðîñòè èìååò âèä (u(x, y), v(x, y), 0).
Óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè è ïîòåíöèàëüíîñòè çàïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

∂u

∂y
− ∂v

∂x
= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè φ è ψ, ÷òî ∂φ
∂x

= u, ∂φ
∂y

= v, ∂ψ
∂x

= −v, ∂ψ
∂y

= u.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x + iy) := φ(x, y) + iψ(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Êîøè � Ðèìàíà, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèé φ è ψ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, ïðè ýòîì ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ψ ñîâïàäàþò
ñ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ (ïîýòîìó ψ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé òîêà).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáòåêàíèÿ. Ïóñòü â R2 çàäàíà îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îá-
ëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Òðåáóåòñÿ â R2\Ω íàéòè òàêóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ
φ, ÷òî íà ∂Ω âûïîëíåíî óñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè ∂φ

∂n
= 0, à íà áåñêîíå÷íîñòè �

∇φ(x, y) →
x2+y2→∞

(U∞, V∞).

Ïî òåîðåìå Ðèìàíà è òåîðåìå î ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö, íàéäåòñÿ êîíôîðìíîå îòîá-
ðàæåíèå w îáëàñòè R2\Ω íà äîïîëíåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà, íåïðåðûâíîå âïëîòü äî
ãðàíèöû, ïðè ýòîì ∂Ω ïåðåõîäèò â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Èòàê, íàøà çàäà÷à ðàñ-
ïàëàñü íà äâå:

1. íàéòè ýòî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå,

2. ðåøèòü çàäà÷ó îáòåêàíèÿ äëÿ êðóãà.

Ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáòåêàíèÿ êðóãà ðàäèóñà R. Ïîäáåðåì òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ f(z) = φ(z) + iψ(z), ÷òî ψ||z|=R = const. Òîãäà îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â
ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê. Âñïîìèíàåì, ÷òî äëÿ R = 1 òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò
ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî f(z) = 1

2

(
z + 1

z

)
. Äëÿ êðóãà ðàäèóñà R è óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷-

íîñòè lim
x2+y2→∞

∇φ(x, y) = (U∞, 0) èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f(z) = U∞

(
z + R2

z

)
.

Ïåðåéäÿ ñíîâà ê âåùåñòâåííûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì

φ(x, y) = U∞

(
x+

R2x

x2 + y2

)
, ψ(x, y) = U∞

(
y − R2y

x2 + y2

)
.

Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ êðóãà íà îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü â
îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé. Ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû îïèñàíû â [4,6,7].
Êðàòêî îïèøåì èäåþ íåêîòîðûõ èç íèõ.
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1. Ïðèáëèçèì îáëàñòü ìíîãîóãîëüíèêîì. Åñëè åå ãðàíèöà äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ, òî
ñîîòâåòñòâóþùåå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå áëèçêî ê èñêîìîìó â ðàâíîìåðíîé
ìåòðèêå. Åäèíè÷íûé êðóã íà ìíîãîóãîëüíèê îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðà-
ëà Êðèñòîôôåëÿ � Øâàðöà

w(z) = A

z∫
1

(ζ − a1)
α1−1 . . . (ζ − an)

αn−1 dζ +B,

ãäå παj � çíà÷åíèå óãëà ïðè j-é âåðøèíå, A, B, aj � íåîïðåäåëåííûå ïîñòî-
ÿííûå. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè aj. Îäèí èç ñïîñîáîâ èõ îïðåäåëåíèÿ
ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ [6].

2. Ì.À. Ëàâðåíòüåâûì áûëè íàéäåíû ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé îáëàñòåé, áëèçêèõ ê òåì îáëàñòÿì, îòîáðàæåíèÿ êîòîðûõ íà êà-
íîíè÷åñêèå èçâåñòíû. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ëèíäå-
ëåôà è åãî îáîáùåíèÿ.

3. Â [6] îïèñàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îáëàñòè, ñîäåð-
æàùåéñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Äëÿ øèðîêîãî
êëàññà îáëàñòåé îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî âûñîêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè
ïðèáëèæåíèÿ. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå îáëàñòè

G =

{
x+ iy : y > 0,

x2

a2
+
y2

b2
> 1

}
íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû ïîëóýëëèïñ x2

a2
+ y2

b2
= 1, y > 0, ïåðåøåë

â îòðåçîê |x| 6 a + b, y = 0. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîëóýëëèïñ ñ ïîìîùüþ îòîá-

ðàæåíèÿ τ = z+
√
z2+b2−a2
a+b

ïåðåâîäèòñÿ â åäèíè÷íóþ ïîëóîêðóæíîñòü, êîòîðàÿ
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Æóêîâñêîãî è ãîìîòåòèè ïåðåâîäèòñÿ â îòðåçîê. Çàòåì
äëÿ îáëàñòè {x + iy : y > φ(x)}, ãäå φ � ïîëîæèòåëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ,
ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Íà êàæäîì øàãå áå-
ðóòñÿ òðè òî÷êè íà ãðàíèöå îáëàñòè, ÷åðåç íèõ ïðîâîäèòñÿ ïîëóýëëèïñ, è çàòåì
ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå åãî â ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê. Îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå ïîëóïëîñêîñòè íà îáëàñòü ïîëó÷àåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îáðàòíûõ
îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ ïî óæå íàéäåííûì òî÷êàì.

Â [7] ðàññìîòðåíû ìåòîäû îòîáðàæåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ îáëàñòåé.

6.3 Òåîðèÿ Æóêîâñêîãî.

Ïóñòü èäåàëüíàÿ æèäêîñòü îáòåêàåò ïëîñêîå òåëî, èìåþùåå ôîðìó ñå÷åíèÿ êðûëà
ñàìîëåòà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü èìååò çàîñòðåíèå â îäíîé òî÷êå, â îñòàëüíûõ
òî÷êàõ ãðàíèöà ãëàäêàÿ). Òàêóþ îáëàñòü ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðèìåíèâ ôóíêöèþ Æó-
êîâñêîãî ê ðàçíîñòè äâóõ êàñàþùèõñÿ êðóãîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî íà îñòðèå ñêîðîñòü è
äàâëåíèå ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåíèâ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ñâîäèì èñõîäíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å îáòåêàíèÿ
êðóãà. Çäåñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò òåõ, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû
â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ñíîâà ñ÷èòàåì, ÷òî f(ζ) = φ(ζ) + iψ(ζ), ψ|r=R = const.
Ïóñòü îñòðèå ïåðåøëî ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè â òî÷êó ζ0 = Reiθ0 . Òîãäà

df

dζ

∣∣∣∣
ζ=ζ0

= 0. (6.7)
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(ζ) = V

(
ζ +

R2

ζ

)
+

Γ

2πi
ln ζ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.
Ìíèìàÿ ÷àñòü âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðàâíà − Γ

2π
ln r è ïîýòîìó ïîñòîÿííà ïðè r = R.

Óñëîâèå (6.7) èìååò âèä V − V R2

ζ20
+ Γ

2πiζ0
= 0. Ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó ζ0 = Reiθ0 , ïîëó÷àåì

Γ = 4πRV sin θ0.
Ïóñòü p � äàâëåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè. Òîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà áåñêîíå÷íî

ìàëóþ ïëîùàäêó dS ãðàíèöû îáòåêàåìîãî òåëà, ðàâíà

dF = −p dS = p ·R(− cos θ, − sin θ) dθ.

Äàâëåíèå íàéäåì, âîñïîëüçîâàâøèñü ïîñòîÿíñòâîì èíòåãðàëà Áåðíóëëè v2

2
+ p

ρ
− U

ρ
.

Ôóíêöèÿ U � ýòî ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîé ñèëû, ñ÷èòàåì, ÷òî îáòåêàåìîå òåëî
èìååò äîñòàòî÷íî ìàëûå ðàçìåðû è U = const. Òàê êàê â òî÷êå ζ0 âûïîëíåíî v = 0,
p = 0, òî p = −ρv2

2
. Äàëåå, v = ∇φ, φ = V r cos θ + V R2

r
cos θ + Γ

2π
θ, òàê ÷òî

vr|r=R =
∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=R

= 0, vθ|r=R = − 1

R

∂φ

∂θ

∣∣∣∣
r=R

=
1

R

(
2V R sin θ − Γ

2π

)
(çäåñü vr � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè v(r, θ) íà îñü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 è òî÷êó
(r, θ), vθ � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ vr). Îòñþäà

p = −ρ
2

(
2V sin θ − Γ

2πR

)2

.

Ïîäúåìíàÿ ñèëà ðàâíà ïðîåêöèè ñèëû F íà îñü y, òî åñòü

ρ

2

2π∫
0

(
2V sin θ − Γ

2πR

)2

R sin θ dθ = −ρV Γ.

Ñîïðîòèâëåíèå ðàâíî ïðîåêöèè ñèëû F íà îñü x, òî åñòü

ρ

2

2π∫
0

(
2V sin θ − Γ

2πR

)2

R cos θ dθ = 0

(ïàðàäîêñ Äàëàìáåðà).

6.4 Îñåñèììåòðè÷åñêîå òå÷åíèå.

Ïóñòü r � òðåõìåðíûé âåêòîð, v � âåêòîð ñêîðîñòè. Òå÷åíèå íàçûâàåòñÿ îñåñèììåò-
ðè÷åñêèì, åñëè íàéäåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (x, r, α) ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: âñå âåêòîðû ñêîðîñòè v(r) ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü
x è òî÷êó r, è íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû α. Åñëè äâèæåíèå ïîòåíöèàëüíî è æèäêîñòü
íåñæèìàåìà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ çàâèñèò òîëüêî îò x è
r.

Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ïîëóïëîñêîñòåé è ôóíêöèþ φ = φ(x, r) â ýòîé ïîëó-
ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r
≡ 1

r

(
∂

∂x

(
r
∂φ

∂x

)
+

∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

))
= 0.
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Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè äëÿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ

(
−r ∂φ

∂r
, r ∂φ

∂x

)
. Ââåäåì ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ψ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâàì

r
∂φ

∂x
=
∂ψ

∂r
, r

∂φ

∂r
= −∂ψ

∂x
. (6.8)

Ôóíêöèÿ f = φ+iψ íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé. Âñå ôóíêöèè òàêîãî âèäà, ÿâëÿþùè-
åñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.8), çàäàþò êëàññ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé (îïðåäå-
ëåíèå è ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [4]; â ÷àñòíîñòè, èìååò
ìåñòî àíàëîã òåîðåìû Ðèìàíà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ðåøåíèÿ, çàâèñÿ-
ùèå òîëüêî îò r èëè òîëüêî îò x, èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä φ = a ln r+b è φ = ax+b.
Ïîäáèðàÿ ôóíêöèè ψ, óäîâëåòâîðÿþùèå (6.8), è âûáèðàÿ íåêîòîðóþ íîðìèðîâêó, ïî-
ëó÷àåì ôóíêöèè

Z1 = ln r − ix, Z2 = 2x+ ir2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû φ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè2 è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôóíêöèè Zn.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåøåíèå òðåõìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îñîáåííîñòüþ â
íóëå: φ = 1

R
, ãäå R =

√
r2 + x2. Íàéäåì ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ψ. Ó÷èòûâàÿ âèä

óðàâíåíèé (6.8) è ôóíêöèè φ, óäîáíî èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ψ(x, r) = g(x, r)
R

. Òîãäà
ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà

R2∂g

∂r
− rg = −rx, R2 ∂g

∂x
− xg = r2.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà x, âòîðîå íà r è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî. Ñîêðàòèâ
íà R2, ïîëó÷àåì r ∂g

∂x
− x∂g

∂r
= r. Îòñþäà âèäíî, ÷òî g(x, r) = x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Òåì ñàìûì, ψ = x
R
, òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Z−1 = 1+ix

R
.

Ôóíêöèè Z−n îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Z−n =
∂n

∂xn

(
1

R
+ i

x

R

)
= φ+ iψ,

ïðè ýòîì ∆φ = 0 è ψ óäîâëåòâîðÿåò (6.8). Â ÷àñòíîñòè, Z−2 = −x+ir2
R3 .

Ïîñìîòðåâ íà ýòè ðåøåíèÿ, ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ f = φ + iψ, ÷òî
ψ|R=R0 = const:

f = βZ2 − µZ−2.

Òîãäà ψ(x, r) = βr2 − µ r2

R3 , ïîýòîìó ψ|r=0 = 0, ψ|R=R0 = 0, ãäå R0 =
(
µ
β

)1/3
. Äëÿ

ôóíêöèè φ(x, r) = 2βx + µx
R3 âûïîëíåíî lim

x→∞
∂φ
∂x

= 2β, lim
x→∞

∂φ
∂r

= 0 (ò.å. ñêîðîñòü

òå÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïàðàëëåëüíà îñè x è ðàâíà U∞ = 2β).
Åñëè β = µ, òî φ = βx

(
2 + 1

R3

)
. Åñëè ââåñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû x = R cos θ,

òî êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíà 1
R
∂φ
∂θ
.

Çíà÷èò, íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè v = −3β sin θ = −3
2
U∞ sin θ.

Òåì ñàìûì, ìû ðåøèëè çàäà÷ó îáòåêàíèÿ øàðà è íàøëè ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ. Ýòî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ î ïîãðàíè÷íîì ñëîå.

2Íàïðèìåð, ÷åðåç øàðîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ � ñì. [9].
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7 Òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà.

7.1 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è èõ ñâîéñòâà.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îáëàñòü. Äëÿ 1 < p <∞ ïðîñòðàíñòâîì ÑîáîëåâàW 1
p (Ω) íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ôóíêöèé {
f ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣ ∂f∂xj ∈ Lp(Ω), j = 1, d

}
,

ãäå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå. Íîðìà íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

∥f∥W 1
p (Ω) = ∥f∥Lp(Ω) + ∥∇f∥Lp(Ω) = ∥f∥Lp(Ω) +

 d∑
j=1

∫
Ω

|fxj(x)|p dx

1/p

.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ñêàæåì, ÷òî f ∈ C∞(Ω), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f̃ ∈ C∞(Rd) òàêàÿ, ÷òî f = f̃ |Ω;
f ∈ C∞(Ω), åñëè f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà (îòêðûòîì) ìíîæåñòâå Ω.

Îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂Ω
íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U(x) è äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò òàêèå, ÷òî U(x) ∩ ∂Ω â
ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ãðàôèêà ëèïøèöåâîé ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, òî ìíîæåñòâî C∞(Ω) ïëîòíî
â W 1

p (Ω). Åñëè Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, òî ìíîæåñòâî

C∞(Ω) ïëîòíî â W 1
p (Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé áóäåò ïðèâåäåíî â Äîïîëíåíèè (ïåðâîå èç íèõ
ïðîñòîå; âòîðîå áóäåò äîêàçàíî â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ îáëàñòåé, çâåçäíûõ îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîãî øàðà3).

Ïðîñòðàíñòâîì W̊ 1
p (Ω) íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå â W 1

p (Ω) ìíîæåñòâà C
∞
0 (Ω) áåñêî-

íå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà [10,11].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Ω ⊂ Rd îãðàíè÷åíà.

1. åñëè p > d, òî W̊ 1
p (Ω) ⊂ C(Ω) è ñóùåñòâóåò òàêîå M =M(p, d, Ω), ÷òî

∥f∥C(Ω) 6M∥∇f∥Lp(Ω), f ∈ W̊ 1
p (Ω).

Ïðè ýòîì, îïåðàòîð âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì;

2. åñëè p 6 d, 1 6 q <∞ è 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0, òî W̊ 1

p (Ω) ⊂ Lq(Ω) è ñóùåñòâóåò òàêîå

M =M(p, q, d, Ω), ÷òî

∥f∥Lq(Ω) 6M∥∇f∥Lp(Ω), f ∈ W̊ 1
p (Ω).

Ïðè ýòîì, îïåðàòîð âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

3Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ñ ïîìîùüþ ãëàäêîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû.

30



Ýòà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåì âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà: åñëè îá-

ëàñòü Ω îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî M̃(p, d, Ω) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
f ∈ W̊ 1

p (Ω) âûïîëíåíî

∥f∥Lp(Ω) 6 M̃(p, d, Ω)∥∇f∥Lp(Ω). (7.1)

Ïîýòîìó íà ïðîñòðàíñòâå W̊ 1
p (Ω) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó

∥f∥W̊ 1
p (Ω) = ∥∇f∥Lp(Ω).

Ïîäðîáíåå î ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà íàïèñàíî, íàïðèìåð, â [10], [12]. Â ÷àñòíîñòè,
òàì äîêàçàíû ðàçëè÷íûå óñèëåíèÿ è îáîáùåíèÿ òåîðåì âëîæåíèÿ.

7.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà.

Ëåììà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, l > 0,

Tf(x) =

∫
Ω

|x− y|l−df(y) dy, x ∈ Ω.

1. Åñëè l
d
> 1

p
, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Ω) âûïîëíåíî Tf ∈ C(Ω) è îïåðàòîð

T : Lp(Ω) → C(Ω) îãðàíè÷åí.

2. Åñëè 1 6 q < ∞, l
d
+ 1

q
− 1

p
> 0, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Ω) âûïîëíåíî

Tf ∈ Lq(Ω) è îïåðàòîð T : Lp(Ω) → Lq(Ω) îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðîäîëæåíà íóëåì âíå Ω.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R äèàìåòð ìíîæåñòâà Ω. Èç óñëîâèÿ f(y) ̸= 0 ñëåäóåò, ÷òî y ∈ Ω,
ïîýòîìó åñëè x ∈ Ω, òî |x− y| 6 R.

Ïóñòü f ∈ C∞
0 (Ω). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Tf íåïðåðûâíà. Â ñàìîì äåëå,

Tf(x) =

∫
Rd

|x− y|l−df(y) dy =

∫
Rd

|z|l−df(x− z) dz =

∫
BR(0)

|z|l−df(x− z) dz,

|Tf(x)− Tf(x0)| 6
∫

BR(0)

|z|l−d|f(x− z)− f(x0 − z)| dz 6

6 c(d) sup
|z|6R

|f(x− z)− f(x0 − z)|
R∫

0

rl−1 dr →
x→x0

0

â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f . Çäåñü c(d) � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷è-
íà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò d, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ Ω ∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

|x− y|l−df(y) dy

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

Ω

|x− y|p′(l−d) dy

1/p′

∥f∥Lp(Ω) 6

6

 ∫
BR(0)

|z|p′(l−d) dz


1/p′

∥f∥Lp(Ω) 6 c(d)1/p
′

 R∫
0

rp
′(l−d)+d−1 dr

1/p′

∥f∥Lp(Ω).
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Íåðàâåíñòâî l
d
> 1

p
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó p′(l − d) + d > 0, òàê ÷òî èíòåãðàë â

ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

p < q. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü p > q. Âûáåðåì òàêîå q1 > p, ÷òî l
d
+ 1

q1
− 1

p
> 0. Òàê êàê

Lq1(Ω) ⊂ Lq(Ω) è ýòî âëîæåíèå íåïðåðûâíî, òî èç ∥T∥Lp(Ω)→Lq1 (Ω) < ∞ ñëåäóåò, ÷òî
∥T∥Lp(Ω)→Lq(Ω) <∞.

Ïóñòü l−d = a+b (÷èñëà a è b âûáåðåì ïîçæå). Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñëåäóåò,
÷òî ∫

Ω

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(y)|x− y|l−d dy

∣∣∣∣∣∣
q

dx

1/q

6M1M2,

ãäå

M1 = sup
x∈Ω

∫
Ω

|x− y|bp′ dy

1/p′

, M2 =

∫
Ω

∫
Ω

|f(y)|p|x− y|ap dy

q/p

dx


1/q

.

Îöåíèì M1:

Mp′

1 6
∫

BR(0)

|z|bp′ dz = c(d)

R∫
0

rbp
′+d−1 dr <∞,

åñëè bp′ + d > 0, ò.å.

a < l − d

p
. (7.2)

Îöåíèì M2. Ïóñòü θ =
q
p
. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà,

M2 6

∫
Ω

∫
Ω

|f(y)|p|x− y|apθ dy


q
pθ
∫

Ω

|f(z)|p dz


q

pθ′

dx


1/q

=

= ∥f∥
1
θ′
Lp(Ω)

∫
Ω

∫
Ω

|f(y)|p|x− y|apθ dy dx

1/q

=

= ∥f∥
1
θ′
Lp(Ω)

∫
Ω

|f(y)|p
∫
Ω

|x− y|apθ dx dy

1/q

=:M3.

Äëÿ ëþáîãî y ∈ Ω âûïîëíåíî

∫
Ω

|x− y|apθ dx 6
∫

BR(0)

|z|apθ dz = c(d)

R∫
0

rapθ+d−1 dr = C(a, d, p, q, R) <∞,

åñëè apθ + d > 0, òî åñòü

a > −d
q
. (7.3)
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Â ýòîì ñëó÷àå

M3 6 C
1
q (a, d, p, q, R)

∫
Ω

|f(y)|p dy

1/q

∥f∥1/θ
′

Lp(Ω) = C
1
q (a, d, p, q, R)∥f∥Lp(Ω).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà a, óäîâëåòâîðÿþùåãî (7.2) è (7.3), ñëå-
äóåò èç óñëîâèÿ l

d
+ 1

q
− 1

p
> 0.

Çàìå÷àíèå 1. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó ëåììó äëÿ l = 1.
Çàìå÷àíèå 2. Â [10] äîêàçàíî, ÷òî ïðè 1 < p < q < ∞, l

d
+ 1

q
− 1

p
= 0 îïåðàòîð

T : Lp(Rd) → Lq(Rd) îãðàíè÷åí (òåîðåìà Àäàìñà î ïîòåíöèàëàõ). Îòñþäà ñëåäóåò
âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü K = [0, 1]d, K ′ = [0, 1]d−1 ×
[
1
4
, 1
]
, 1 6 p, q 6 ∞, 1

d
+ 1

q
− 1

p
> 0.

Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ W 1
p (K) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà a = a(f) òàêàÿ, ÷òî

∥f − a∥Lq(K′) 6 C∥∇f∥Lp(K). (7.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, 1]d−1 ×{0} ïîëîæèì φz(t) = f((1− t)z + tx),
t ∈ [0, 1]. Òîãäà

f(x)− f(z) = φz(1)− φz(0) =

1∫
0

dφz(t)

dt
dt =

1∫
0

⟨∇f((1− t)z + tx), x− z⟩ dt. (7.5)

Äëÿ ζ ∈ [0, 1]d−1 îáîçíà÷èì z(ζ) = (ζ, 0). Ïðîèíòåãðèðîâàâ (7.5) ïî ζ ∈ [0, 1]d−1 è
ïîëîæèâ a =

∫
[0, 1]d−1

f(z(ζ)) dζ, ïîëó÷àåì

f(x)− a =

∫
[0, 1]d−1

1∫
0

⟨∇f((1− t)z(ζ) + tx), x− z(ζ)⟩ dt dζ,

|f(x)− a| 6
∫

[0, 1]d−1

dζ

1∫
0

|∇f((1− t)z(ζ) + tx)| · |x− z(ζ)| dt.

Ïóñòü Gx = {(1 − t)z(ζ) + tx : ζ ∈ [0, 1]d−1, t ∈ [0, 1]}. Ïåðåéäåì îò ïîâòîðíîãî
èíòåãðàëà ê êðàòíîìó ïî ìíîæåñòâóGx, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ y = (1−t)z(ζ)+tx.
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè èìååò âèä

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − ζ1 1− t 0 . . . 0
x2 − ζ2 0 1− t . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

xd−1 − ζd−1 0 0 . . . 1− t
xd 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïóñòü x ∈ K ′. Òàê êàê xd > 1
4
è y − x = (1− t)(z(ζ)− x), òî

|J−1| = (1− t)1−d|xd|−1 6 4

(
|y − x|

|z(ζ)− x|

)1−d

.

Íàêîíåö, |x− z(ζ)| 6
√
d, òàê ÷òî

|f(x)− a| 6 4d
d
2

∫
Gx

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy 6 4d
d
2

∫
K

|∇f(y)| · |x− y|1−d dy.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.
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Çàìå÷àíèå 1. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f 7→ a(f) ëèíåéíî.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè f |[0, 1]d−1×{0} = 0 èëè f |[0, 1]d−1×{1} = 0, òî â ëåììå 2 ìîæíî
âçÿòü a = 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, 1 6 q < ∞, 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0.

Òîãäà W̊ 1
p (Ω) ⊂ Lq(Ω) è îïåðàòîð âëîæåíèÿ íåïðåðûâåí. Åñëè p > d, òî W̊ 1

p (Ω) ⊂
C(Ω) è îïåðàòîð âëîæåíèÿ íåïðåðûâåí.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñèëèâàåò ëåììó 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü K = [0, 1]d, 1 6 q 6 ∞, 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

f ∈ W 1
p (K) íàéäåòñÿ êîíñòàíòà a òàêàÿ, ÷òî

∥f − a∥Lq(K) 6 C̃∥∇f∥Lp(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ : R → [0, 1] � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
ψ|[0, 12 ] = 0, ψ|[ 34 , 1] = 1. Ïîëîæèì φ(x1, . . . , xd) = ψ(xd). Äëÿ ôóíêöèè f âûáåðåì

êîíñòàíòó a = a(f) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2. Ïóñòü K ′ = [0, 1]d−1 ×
[
1
2
, 1
]
. Òîãäà (ñ

ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2 ïðè îöåíêå ∥(1− φ)(f − a)∥Lq(K)) ïîëó÷àåì

∥f−a∥Lq(K) 6 ∥φ(f−a)∥Lq(K)+∥(1−φ)(f−a)∥Lq(K) 6 ∥f−a∥Lq(K′)+∥(1−φ)(f−a)∥Lq(K)

(7.4)

6

6 C∥∇f∥Lp(K) + C∥∇[(1− φ)(f − a)]∥Lp(K) 6 C1∥∇f∥Lp(K) + C∥(f − a)(∇φ)∥Lp(K) 6

6 C1∥∇f∥Lp(K) + C2∥f − a∥Lp(K′)

(7.4)

6 C3∥∇f∥Lp(K)

(êîíñòàíòû C, C1, C2, C3 íå çàâèñÿò îò f).

Îáîçíà÷èì mesE ìåðó Ëåáåãà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rd.
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè K � ïðîèçâîëüíûé êóá, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ W̊ 1
p (K) íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà a, ÷òî

∥f − a∥Lq(K) 6 C̃(mesK)
1
d
+ 1

q
− 1

p∥∇f∥Lp(K). (7.6)

Íàïîìíèì êðèòåðèé ïðåäêîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X, ε > 0. Ìíîæåñòâî {x1, . . . , xn} ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ
M , åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈M íàéäåòñÿ òàêîå i ∈ {1, . . . , n}, ÷òî ρ(x, xi) < ε.

Êðèòåðèé Õàóñäîðôà: M ⊂ X ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü äëÿ M .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî. Ïîêàçàòü, ÷òîM ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî L ⊂ X, ÷òî

sup
x∈M

dist (x, L) ≡ sup
x∈M

inf
y∈L

∥x− y∥ < ε.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, 1 6 q 6 ∞, 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0. Òîãäà

îïåðàòîð âëîæåíèÿ W̊ 1
p (Ω) â Lq(Ω) êîìïàêòåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî p < q. Â ýòîì ñëó÷àå
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî(

n∑
i=1

|xi|q
)1/q

6
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, x1, . . . , xn ∈ R (7.7)

(ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà; ñì., íàïðèìåð, [13], çàäà÷à
2.68).

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî B = {f ∈ C∞
0 (Ω) : ∥∇f∥Lp(Ω) 6 1} ïðåäêîìïàêòíî â

Lq(Ω). Òàê êàê B îãðàíè÷åíî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî L ⊂ Lq(Ω) òàêîå, ÷òî dist (f, L) <
ε äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ B.

Ïðîäîëæèâ ôóíêöèè íóëåì âíå Ω, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = K � êóá. Ðàçîáüåì
K íà n ðàâíûõ êóáîâ Kj. Â êà÷åñòâå L âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ
íà Kj.

Äëÿ êàæäîãî j â ñèëó (7.6) íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà aj, ÷òî

∥f − aj∥Lq(Kj) 6 C̃(mesKj)
1
d
+ 1

q
− 1

p∥∇f∥Lp(Kj) = C̃

(
mesK

n

) 1
d
+ 1

q
− 1

p

∥∇f∥Lp(Kj).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pf êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ, òàêóþ, ÷òî Pf |Kj
= aj. Òîãäà

∥f − Pf∥Lq(K) =

(
n∑
j=1

∥f − aj∥qLq(Kj)

)1/q
(7.7)

6
(

n∑
j=1

∥f − aj∥pLq(Kj)

)1/p

6

6 C̃

(
n∑
j=1

(
mesK

n

) p
d
+ p

q
−1

∥∇f∥pLp(Kj)

)1/p

=

= C̃

(
mesK

n

) 1
d
+ 1

q
− 1

p

∥∇f∥Lp(K) 6 C̃

(
mesK

n

) 1
d
+ 1

q
− 1

p

.

Òàê êàê 1
d
+ 1

q
− 1

p
> 0, òî âåëè÷èíà ñïðàâà ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèé î òåîðåìàõ âëîæåíèÿ äëÿ îáùèõ îáëàñòåé. Ïóñòü
Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ñêàæåì, ÷òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, åñëè íàéäóòñÿ êîí-
ñòàíòà a > 0 è òî÷êà x∗ ∈ Ω òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γx : [0, T (x)] → Ω ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. γx ∈ AC[0, T (x)], |γ̇x| = 1 ï.â.,

2. γx(0) = x, γx(T (x)) = x∗,

3. äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Bat(γx(t)) ⊂ Ω.

Â [14] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, òî ïðè 1
d + 1

q − 1
p >

0 îïåðàòîð âëîæåíèÿ W 1
p (Ω) â Lq(Ω) îãðàíè÷åí. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî âëîæåíèå

êîìïàêòíî è âûïîëíåíà òàêàÿ æå îöåíêà ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè,

êàê è â ñëó÷àå êóáà. Â ðàáîòàõ Î.Â. Áåñîâà áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîãî è êîìïàêòíîãî

âëîæåíèÿ äëÿ íåðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé, ïðè ýòîì îíè îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé âëîæåíèÿ íà �õîðîøèõ�

îáëàñòÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîæåñòâà K = {(x1, . . . , xd−1, xd) = (x′, xd) : |x′| 1
σ < xd < 1}, σ > 1,

óñëîâèå êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ èìååò âèä 1− [σ(d− 1)+ 1]max
(

1
p − 1

q , 0
)
> 0 (ñì., íàïðèìåð, [15]).
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8 Ïðèíöèï Ëåðå � Øàóäåðà.

8.1 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Ïðèíöèï Ëåðå � Øàóäåðà áûë äîêàçàí â ðàáîòå [16] (ñì. òàêæå [17]). Ýòîò òîïî-
ëîãè÷åñêèé ðåçóëüòàò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ñíà÷àëà ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.
Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, M ⊂ X. Îòîáðàæåíèå A :M → Y íàçûâà-

åòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì, åñëè îíî íåïðåðûâíî è ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî
â ïðåäêîìïàêòíîå.

Åñëè îòîáðàæåíèå A ëèíåéíî è âïîëíå íåïðåðûâíî, òî îíî ïåðåâîäèò ñëàáî ñõîäÿ-
ùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ. Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïóñòü X = l2, Y = R, M = {en}n∈N � ìíîæåñòâî ñòàí-
äàðòíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, A(e2n) = 0, A(e2n−1) = 1. Òîãäà A âïîëíå íåïðåðûâíî,
en

w→ 0 ïðè n→ ∞, íî {A(en)} íå ñõîäèòñÿ.
Åñëè X ðåôëåêñèâíî, òî âûïîëíåíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (ýòî áóäåò äîêàçàíî

íèæå). Â îáùåì ñëó÷àå îíî íåâåðíî äàæå äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (íàïðèìåð,
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà l1 íåêîìïàêòåí, íî ïåðåâîäèò ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè â ñèëüíî ñõîäÿùèåñÿ).

Äàäèì îïðåäåëåíèå ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð âëî-
æåíèÿ i : X → X∗∗ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ⟨i(x), x∗⟩ = ⟨x∗, x⟩, x∗ ∈ X∗. Áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè îïåðàòîð i ñþðúåêòèâåí. Ïðèìåðà-
ìè ðåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ Lp(Ω, µ) è ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W r

p (Ω)
ïðè 1 < p <∞.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 6. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. X ðåôëåêñèâíî,

2. åäèíè÷íûé øàð â X ñëàáî êîìïàêòåí,

3. èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþ-
ñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà èìïëèêàöèþ 1 ⇒ 3
ìîæíî äîêàçàòü, ïðèìåíÿÿ êàíòîðîâñêèé äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî, A : X → Y ïåðåâîäèò
ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå A
âïîëíå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ A ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíî ïåðåâî-
äèò ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M òàêîå, ÷òî A(M) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì-
ïàêòíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ A(M) òàêàÿ, ÷òî ∥ym−yn∥ >
r > 0 äëÿ ëþáûõ m ̸= n. Ïóñòü yn = A(xn). Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðà-
íè÷åíà, à ïðîñòðàíñòâî X ðåôëåêñèâíî, òî ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

}. Òîãäà {ynk
} ñèëüíî ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó

∥ynk
− ynj

∥ > r ïðè k ̸= j.
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Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X. Âåêòîðíûì ïîëåì íà M íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Φ :M → X. Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâ-
íûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû òîæäåñòâåííîãî è âïîëíå íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü U ⊂ X � îòêðûòîå ñâÿçíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, U � åãî çàìûêàíèå.
Âïîëíå íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ïîëÿ I − A0, I − A1 : U → X íàçûâàþòñÿ ãîìîòîï-
íûìè íà U , åñëè ñóùåñòâóåò âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : U × [0, 1] → X
òàêîå, ÷òî

1. A(·, 0) = A0(·), A(·, 1) = A1(·),

2. x− A(x, λ) ̸= 0 äëÿ ëþáûõ λ ∈ [0, 1], x ∈ ∂U .

Îòîáðàæåíèå A(·, ·) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé äåôîðìàöèåé.
Äëÿ ñàìîé îáùåé ôîðìóëèðîâêè ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà íóæíî ïîíÿòèå ñòå-

ïåíè âïîëíå íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Îíî áóäåò ïîçæå äàíî òîëüêî äëÿ ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç àïïðîêñèìàöèþ, è íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü êîððåêòíîñòü. Ïîýòîìó
ìû ñôîðìóëèðóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ëåðå � Øàóäåðà, êîòîðûé çàòåì áóäåò
ïðèìåíÿòüñÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Φ1 = I−A1 � âïîëíå íåïðåðûâíîå
âåêòîðíîå ïîëå íà X è ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ Φ1 è I
ãîìîòîïíû íà BR(0). Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ BR(0) òàêîå, ÷òî Φ1(x) = 0. (Òî åñòü
îòîáðàæåíèå A1 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó â BR(0).)

Ýòó òåîðåìó ìû äîêàæåì, ñëåäóÿ êíèãå [18].
Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âïîëíå

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå A : X×[0, 1] → X ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) A(·, 0) =
0, A(·, 1) = A1(·) è 2) ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî x − A(λ, x) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî
λ ∈ [0, 1], x ∈ SR(0). Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ àïðèîðíîé
îöåíêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = A(λ, x): íàéäåòñÿ òàêîå R > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
λ ∈ [0, 1] âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = A(λ, x) ïðèíàäëåæàò îòêðûòîìó øàðó ðàäèóñà
R.

Â êà÷åñòâå íåâûðîæäåííîé äåôîðìàöèè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îòîáðàæåíèåA(x, λ) =
λA(x). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A : X → X � âïîëíå íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1]
ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x = λA(x) ïðèíàäëåæèò øàðó ðàäèóñà R. Òîãäà óðàâíåíèå
x = A(x) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå â ýòîì øàðå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Íà-
âüå � Ñòîêñà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ýòî ñëåäñòâèå.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà: äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû Áðàóýðà. Òåîðåìà Áðàóýðà óòâåðæäàåò, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f åäè-
íè÷íîãî øàðà â Rn â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîäîë-
æèì îòîáðàæåíèå f íà Rn äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ F ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x) = f(cx), ãäå c = min
{
1, 1

∥x∥

}
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x = λF (x) ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó øàðó. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå F èìååò íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó x∗ â åäèíè÷íîì øàðå. Òàê êàê F (x∗) = f(x∗), òî x∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
äëÿ f .
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Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï Ëåðå � Øàóäåðà, ÷òî åñëè îòîáðà-
æåíèå v : Rn+1 → Rn íåïðåðûâíî, òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî íà
îòðåçêå [0, δ] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è ẋ = v(t, x), x(0) = x0.

4 (Óêàçàíèå: ñíà÷àëà
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ v îãðàíè÷åíà, à îáùèé ñëó÷àé ñâåñòè ê ýòîìó.)

8.2 Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà.

Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî, à âåêòîðíîå ïîëå ãëàäêîå.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü M , N � ãëàäêèå îðèåíòèðóåìûå êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôèêñèðî-

âàííûì îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì, M êîìïàêòíî, N ñâÿçíî, f : M → N � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå. Òî÷êà x0 ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà f ′(x0)
èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã (îòìåòèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ íå
çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò). Òî÷êà x0 ∈ M íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé,
åñëè x0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Òî÷êà y0 ∈ N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì,
åñëè âñå òî÷êè x ∈ f−1(y0) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè (åñëè y0 /∈ f(M), òî ñ÷èòàåì, ÷òî
y0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿð-
íûõ çíà÷åíèé îòêðûòî. Òî÷êà y0 ∈ N íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, åñëè y0
íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 8. (òåîðåìà Ñàðäà). Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðà-
æåíèÿ èìååò ìåðó íóëü.5 Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé âñþäó
ïëîòíî â N .

Ýòó òåîðåìó ìû äîêàæåì â Äîïîëíåíèè 3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòè M
è N ñîâïàäàþò, òî îíà ñðàçó ñëåäóåò èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà.

Åñëè ðàçìåðíîñòè M è N ñîâïàäàþò, òî ïðîîáðàçîì ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ f ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
Ýòî ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè M è òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimM = dimN , x ∈ M . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ sgn det f ′(x)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü òî÷êè x è f(x) ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êàðòàì Uα ⊂
M ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (xiα) è Vβ ⊂ N ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (yjβ).

Â ýòèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå f çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè yjβ = f jαβ(x
i
α).

Ïîëîæèì

sgn det f ′(x) = sgn det

(
∂f jαβ(xα)

∂xiα

)
i,j

.

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê àòëàñû íà M è N îðèåíòèðóþùèå.
Ïóñòü y0 � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f . Ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f ïî îòíîøåíèþ ê

ðåãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ y0 íàçûâàåòñÿ

deg (f, y0) =
∑

xi:f(xi)=y0

sgn det f ′(xi).

4Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà â íåêîòîðûé ìîìåíò èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íî ôóíêöèÿ v òàì ãëàäêàÿ, òàê ÷òî �ïîðî÷íîãî
êðóãà� íå âîçíèêàåò.

5Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòå f(M); ìíîæåñòâî f(M) ìîæíî ïî-
êðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì ëîêàëüíûõ êàðò, à â êàæäîé êàðòå ìíîæåñòâî ìåðû íóëü óæå îïðåäåëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
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Åñëè y íàõîäèòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0, òî deg (f, y) = deg (f, y0)
(óïðàæíåíèå: ïðîâåñòè ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñòå-
ïåíü îòîáðàæåíèÿ è ãëîáàëüíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ (äàæå
åñëè ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé íåñâÿçíî).

Îòîáðàæåíèÿ f0, f1 :M → N íàçûâàþòñÿ ãëàäêî ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F :M × [0, 1] → N òàêîå, ÷òî F (x, 0) = f0(x), F (x, 1) = f1(x).

Ââåäåì íà M × [0, 1] àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç ïðîèçâåäåíèé Uα× [0, 1], ãäå ìíîæåñòâà
Uα ïðèíàäëåæàò àòëàñó íà M . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àòëàñ íà N × ∆, ãäå ∆ �
ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê.

Òåîðåìà 9. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y0
è íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãëàäêèõ ãîìîòîïèÿõ.

Ñíà÷àëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü M , N � ãëàäêèå n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, M êîìïàêòíî,
F :M × [0, 1] → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, f0(x) = F (x, 0), f1(x) = F (x, 1). Ïóñòü
y ∈ N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå F , f0 è f1. Òîãäà F

−1(y) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëåäîâ
ãëàäêèõ ïðîñòûõ êðèâûõ. Äëÿ êàæäîé èç íèõ âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1. îáà êîíöà êðèâîé ïðèíàäëåæàò M × {0};

2. îáà êîíöà êðèâîé ïðèíàäëåæàò M × {1};

3. îäèí êîíåö ïðèíàäëåæèò M × {0}, âòîðîé � M × {1};

4. êðèâàÿ çàìêíóòà è åå ñëåä ñîäåðæèòñÿ â M × (0, 1).

Ïðè ýòîì, â ñëó÷àÿõ 1�3 êðèâàÿ íåçàìêíóòà è M × ({0} ∪ {1}) ñîäåðæèò òîëüêî
åå êîíöû.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè y âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
â îêðåñòíîñòè F−1(y) îòîáðàæåíèå F çàäàåòñÿ êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â
Rn, F (x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t)).

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 4, γ � ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà F−1(y), ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäîì íåçàìêíóòîé êðèâîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò åå îêðåñò-
íîñòü U è äèôôåîìîðôèçì φ : U → Bε(y)× [a, b], çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì

φ(x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t), s(x, t)). (8.1)

Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå 1 â îêðåñòíîñòè êîíöîâ êðèâîé s(x, t) = t + a è s(x, t) = b− t,
â ñëó÷àå 2 s(x, t) = 1 − t + a è s(x, t) = b + t − 1, â ñëó÷àå 3 s(x, t) = t + a è
s(x, t) = b+ t− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ äâóõ òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé âûíåñåíî â Äîïîëíåíèå 2.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f0, f1 è F . Òîãäà deg (f0, y) =
deg (f1, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f0, f1 è F , òî F−1(y) � îáú-
åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé è äóã, ïðè÷åì äóãè áûâàþò òðåõ òèïîâ (ñì.
ïðåäëîæåíèå 4).

Ïóñòü γ � äóãà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé F−1(y). Äîêàæåì ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.
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1. åñëè γ(a) = (x0, 0), γ(b) = (x1, 0), òî sgn det f ′
0(x0) = −sgn det f ′

0(x1).

2. åñëè γ(a) = (x0, 1), γ(b) = (x1, 1), òî sgn det f ′
1(x0) = −sgn det f ′

1(x1).

3. åñëè γ(a) = (x0, 0), γ(b) = (x1, 1), òî sgn det f ′
0(x0) = sgn det f ′

1(x1).

Ïîñêîëüêó f−1
i (y) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîíöîâ äóã, ëåæàùèõ íà M × {i}, i =

0, 1, òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî deg (f0, y) = deg (f1, y).
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå (îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Èç ïðåäëî-

æåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U äóãè γ è äèôôåîìîðôèçì Φ : U →
Bε(y)× [a, b], Φ(x, t) = (F (x, t), s(x, t)). Ïðè ýòîì, s(x, t) = t+a â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 è s(x, t) = b− t â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1.

Òàê êàê íàM × [0, 1] è N ×∆ âûáðàíû îðèåíòèðóþùèå àòëàñû, òî çíàê ÿêîáèàíà
îòîáðàæåíèÿ Φ íå çàâèñèò îò êàðòû è, çíà÷èò, íå çàâèñèò îò òî÷êè íà γ. Ïîýòî-
ìó sgn detΦ′(x0, 0) = sgn detΦ′(x1, 0). Äàëåå, sgn detΦ′(x0, 0) = sgn detF ′

x(x0, 0) =
sgn det f ′

0(x0) è sgn detΦ′(x1, 0) = −sgn detF ′
x(x1, 0) = −sgn det f ′

0(x1). Îòñþäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî sgn det f ′

0(x0) = −sgn det f ′
0(x1).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè f0, f1 ãëàäêî ãîìîòîïíû è y ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì
f0 è f1, òî deg (f0, y) = deg (f1, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f0. Ïî òåîðåìå Ñàð-
äà, ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèé f0, f1 è F ïëîòíî â N è îòêðûòî.
Ïîýòîìó â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè y ñóùåñòâóåò òî÷êà y′, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíî-
âðåìåííî ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèé f0, f1 è F è òàêàÿ, ÷òî deg (f0, y) =
deg (f0, y

′), deg (f1, y) = deg (f1, y
′). Èç ïðåäëîæåíèÿ 6 ñëåäóåò, ÷òî deg (f0, y

′) =
deg (f1, y

′).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9. Ïóñòü y0, y1 � ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ f . Ïîñòðîèì
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå φ : N × [0, 1] → N òàêîå, ÷òî φ(·, 0) = I, φ(y0, 1) = y1 è
φt(·) := φ(·, t) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Äëÿ ýòîãî ñîåäèíèì
y0 è y1 ãëàäêîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êðèâîé γ : [0, 1] → N (γ(0) = y0, γ(1) = y1),
íà íåé çàäàäèì ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå w(γ(t)) = γ̇(t) è ãëàäêî åãî ïðîäîëæèì6 íà
âñå ìíîãîîáðàçèå N (ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ïðîäîëæåíèå íå ðàâíî íóëþ òîëüêî â
íåêîòîðîé ïðåäêîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè îáðàçà êðèâîé); îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå
÷åðåç v. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẏ = v(y) íà N . Ðåøåíèå
y(t) ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ y(0) = y è äëÿ ëþáî-
ãî t ∈ R.7 Ïîëîæèì φ(y, t) = y(t). Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé
äèôôåîìîðôèçìîâ, è åñëè y(0) = y0, òî y(t) = γ(t). Çíà÷èò, φ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

6Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäî-
ãî t ∈ [0, 1] íàõîäèì ïðåäêîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè γ(t) è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ
âåêòîðíîå ïîëå ïîñòîÿííî. Ïðîäîëæàåì åãî äî ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âî âñåé îêðåñòíîñòè.
Âûáèðàåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Ui}ki=1 îáðàçà êðèâîé òàêèìè îêðåñòíîñòÿìè. Ïóñòü vi � âåê-
òîðíîå ïîëå â Ui. Ñòðîèì ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {φi}ki=1, ïîä÷èíåííîå ýòîìó ïîêðûòèþ, è

ïîëàãàåì v(x) =
k∑

i=1

φi(x)vi(x), x ∈ ∪k
i=1Ui. Íà âñå ìíîãîîáðàçèå N ýòî âåêòîðíîå ïîëå ïðîäîëæàåì

íóëåì.
7Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà èíòåðâàë (0, t∗) è íå ïðîäîëæàåòñÿ íà ïîëóèíòåð-

âàë (0, t∗]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, t∗) òî÷êè y(t) ïðèíàäëåæàò êîìïàêòó ∪k
i=1U i (èíà÷å y(t) ≡ const,

òàê êàê v(y(t̂)) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî t̂ ∈ [0, t∗); ñì. ñíîñêó 6). Ïóñòü {tn} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, tn →

n→∞
t∗. Èç {y(tn)} âûáèðàåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y(tnk

)}, ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå y∗.
Äëèíà èíòåðâàëà, íà êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îöåíèâàåòñÿ
÷åðåç êîíñòàíòó Ëèïøèöà ôóíêöèè v(x). Çíà÷èò, íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè y∗ è δ > 0 òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ U ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â òî÷êå z ïðîäîëæàåòñÿ íà
èíòåðâàë (0, δ). Âçÿâ z = y(tnk

) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
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Òî÷êà y1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ φ1◦f . Òàê êàê sgn detφ′
1(y0) =

sgn detφ′
0(y0) = 1, òî deg (f, y0) = deg (φ1◦f, y1). Îòîáðàæåíèÿ f è φ1◦f ãëàäêî ãîìî-

òîïíû, ïîýòîìó deg (f, y1) = deg (φ1 ◦ f, y1). Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, îñòàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ òåîðåìû Ñàðäà íàéòè òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîâðåìåííî ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì
f0 è f1.

Äàëåå ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü deg f .
Ïóñòü M � n − 1-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ξ : M → Rn � ãëàäêîå îòîáðà-

æåíèå, ξ(x) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ M . Ãàóññîâûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ Γξ : M →
S1(0), Γξ(x) =

ξ(x)
|ξ(x)| . Âðàùåíèåì ïîëÿ ξ íà M íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ Γξ.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ξ : BR(0) → Rn � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, ξ(x) ̸= 0 ïðè x ∈
SR(0). Ïóñòü Γξ : SR(0) → S1(0) � ãàóññîâî îòîáðàæåíèå äëÿ ïîëÿ ξ íà SR(0),
deg Γξ ̸= 0. Òîãäà ξ(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ BR(0).

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà Ëåðå � Øàóäåðà â ãëàäêîì êî-
íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå: åñëè âåêòîðíîå ïîëå Φ ãîìîòîïíî åäèíè÷íîìó, òî åãî âðàùåíèå
íà ñôåðå ñîâïàäàåò ñ âðàùåíèåì òîæäåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ è ïîýòîìó íå ðàâíî
íóëþ. Çíà÷èò, Φ(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ BR(0).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10 äîêàæåì óòâåðæäåíèå îá èíòåãðàëå ïðîîáðàçà
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.

Ïóñòü ìíîãîîáðàçèÿ M , N èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü n, f : M → N �
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì íà N äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω, êîòîðàÿ â
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ yα èìååò âèä ω(y) = φ(yα) dy

1
α ∧ · · · ∧ dynα. Òîãäà íà M îïðå-

äåëåíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà f ∗ω(x) = φ(f(x)) df1
α(x) ∧ · · · ∧ dfnα (x), ãäå f

j
α(x) �

j-ÿ êîîðäèíàòà òî÷êè f(x).

Òåîðåìà 11. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫
M

f ∗ω = deg f

∫
N

ω.

Ñíà÷àëà äîêàæåì

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî è äëÿ êàæ-
äîãî x ∈ Ω çàäàí øàð Ux ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùèéñÿ â Ω. Òîãäà

Ω = Λ ⊔

(
∞⊔
k=1

Ωk

)
,

ãäå mesΛ = 0, Ωk � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèåñÿ â íåêîòîðîì Uxk , k ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Wm =

{
x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > 1

m

}
.

Ýòè ìíîæåñòâà êîìïàêòíû, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íûå ïîêðûòèÿ {Uxm,l
}lml=1.

Îáúåäèíèâ ýòè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ïî m, ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ïîêðûòèå Ω îòêðûòûìè
øàðàìè Uxk , k ∈ N. Ìíîæåñòâà

Λ =
∪

m∈Z+

lm∪
l=1

∂Uxm,l
, Ωk = Uxk\

(
k−1∪
j=1

Uxj

)
ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà îò äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω èìååò íîñèòåëü â îäíîé êàðòå U ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòà-
ìè (y1β, . . . , y

n
β). Ïóñòü U = K ∪ R, ãäå K � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, R �

ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé. Èç ïðåäëîæåíèÿ 7 ñëåäóåò, ÷òî

R = Λ ⊔

(
∞⊔
k=1

Uk

)
,

ãäå mesΛ = 0, à Uk � îòêðûòûå ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî

f−1(Uk) =

rk⊔
j=1

Vj,k,

Vj,k ñîäåðæèòñÿ â îäíîé ëîêàëüíîé êàðòå è f |Vj,k ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
Âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x1α, . . . , x

n
α) íà Vj,k. Òîãäà äëÿ x ∈ Vj,k

f ∗ω(x) = φ(f(x)) dy1β(xα) ∧ · · · ∧ dynβ(xα) = φ(f(x)) det
∂yβ(x)

∂xα
dx1α ∧ · · · ∧ dxnα.

Èç òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïîëó÷àåì∫
Vj,k

f ∗ω =

∫
Vj,k

φ(f(x)) det
∂yβ(x)

∂xα
dx1α . . . dx

n
α =

= sgn det f ′|Vj,k
∫
Uk

φ(y) dy1β . . . dy
n
β = sgn det f ′|Vj,k

∫
Uk

ω.

Îòñþäà ∫
f−1Uk

f ∗ω = deg f

∫
Uk

ω,

òàê ÷òî ∫
f−1R

f ∗ω = deg f

∫
R

ω = deg f

∫
N

ω

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ìíîæåñòâà K, Λ è f−1(Λ) èìåþò ìåðó íóëü). Íàêîíåö,
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê â f−1K òàêæå èìååò ìåðó íóëü, à â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ
f ∗ω = 0. Çíà÷èò,

∫
M

f ∗ω =
∫

f−1R

f ∗ω è òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ξ(x) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈
BR(0). Òîãäà ãàóññîâî îòîáðàæåíèå Γξ îïðåäåëåíî íà âñåì øàðå BR(0). Ðàññìîòðèì
ôîðìó îáúåìà íà S1(0):

Ω =
n∑
i=1

(−1)i+1xi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Òîãäà dΩ = n dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Èç òåîðåìû 11 è ôîðìóëû Ñòîêñà ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ̸= deg Γξ

∫
B1(0)

dΩ = deg Γξ

∫
S1(0)

Ω =

∫
SR(0)

Γ∗
ξΩ =

∫
BR(0)

d(Γ∗
ξΩ) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê Γξ(BR(0)) ⊂ S1(0) è ïîýòîìó det
(
∂Γi

ξ

∂xj
(x)
)
= 0.
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Èòàê, â êîíå÷íîìåðíîì ãëàäêîì ñëó÷àå ïðèíöèï Ëåðå � Øàóäåðà äîêàçàí. Ñëåäó-
þùèé øàã äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â
êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü ξ : BR(0) → Rn � íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå,
ãîìîòîïíîå åäèíè÷íîìó, F : BR(0)× [0, 1] → Rn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òàêîå,
÷òî F (x, 0) = ξ(x), F (x, 1) = x è F (x, t) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ SR(0). Ïîêàæåì, ÷òî
íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ BR(0) òàêàÿ, ÷òî ξ(x) = 0.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íîðìà â Rn åâêëèäîâà.

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå Fε : BR(0)×
[0, 1] → Rn òàêîå, ÷òî ∥F − Fε∥C < ε è Fε(x, 1) = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ìàëîå δ > 0 è ïîëîæèì äëÿ (x, t) ∈ BR+δ(0)× [−δ, 1+ δ]

F̃δ(x, t) =

{
R+δ
R

· F
(

R
R+δ

x, t+ δ
)
, åñëè − δ 6 t 6 1− δ,

x, åñëè 1− δ 6 t 6 1 + δ.

Ýòó ôóíêöèþ ìû ñãëàäèì ñ ïîìîùüþ óñðåäíåíèÿ ïî Ñòåêëîâó � Øâàðöó (ñì. Äîïîë-
íåíèå 1). Ïóñòü ψ ∈ C∞

0 (Rn+1)� íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
∫

Rn+1

ψ(x, t) dx dt =

1 è suppψ ⊂ B1(0)× [−1, 1]. Äëÿ êàæäîãî h > 0 ïîëîæèì ψh(x, t) =
1

hn+1ψ
(
x
h
, t
h

)
,

F̃δ,h(x, t) = x+

∫
Rn+1

(
F̃δ(y, s)− y

)
ψh(x− y, t− s) dy ds, (x, t) ∈ BR(0)× [0, 1].

Òîãäà F̃δ ∈ C∞(BR(0) × [0, 1]). Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè F ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ìàëûõ δ è h âûïîëíåíî

∥F − F̃δ,h∥C(BR(0)×[0, 1]) < ε

(ñì. òàêæå Äîïîëíåíèå 1). Òàê êàê F̃δ(x, t)−x = 0 ïðè t ∈ (1−δ, 1+δ), òî F̃δ,h(x, 1) = x
äëÿ ìàëûõ h.

Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ξε(x) = Fε(x, 0) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì,
ãëàäêî ãîìîòîïíûì åäèíè÷íîìó. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò òî÷êà xε ∈ BR(0)
òàêàÿ, ÷òî ξε(xε) = 0. Âçÿâ ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷àåì òî÷êó x ∈
BR(0) òàêóþ, ÷òî ξ(x) = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé íîðìû â Rn. Ïóñòü D ⊂ Rn � ñòàíäàðòíûé
åâêëèäîâ øàð ðàäèóñà R. Îïðåäåëèì φ : D → BR(0) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè
x ∈ ∂D, òî ïîëîæèì φ(x) = λ(x)x, ãäå λ(x) > 0, ∥λ(x)x∥ = R. Åñëè x = cx′, x′ ∈ ∂D,
c ∈ [0, 1], òî φ(x) := cφ(x′).

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì D è
BR(0).

Ïîëîæèì F̃ (x, t) = F (φ(x), t), x ∈ D, t ∈ [0, 1]. Òîãäà F̃ (x, 1) = φ(x). Îòîáðà-
æåíèå (x, θ) 7→ (1 − θ)φ(x) + θx çàäàåò íåâûðîæäåííóþ ãîìîòîïèþ F̃ (·, 1) è òîæ-
äåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ãîìîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè è, â ÷àñòíîñòè, òðàíçèòèâíà, òàê ÷òî îòîáðàæåíèå F̃ (·, 0) ãîìîòîïíî
òîæäåñòâåííîìó. Â ñèëó äîêàçàííîãî, íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ D òàêàÿ, ÷òî ξ(φ(x)) = 0.
Çíà÷èò, ξ(y) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ BR(0).

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü n ∈ N, Xn � êîíå÷íîìåðíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà, An1 : BR(0) → Xn � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, ∥An1−A1∥C(BR(0)) →
0 ïðè n → ∞, xn ∈ BR(0), A

n
1 (xn) = xn. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ BR(0) òàêîå, ÷òî

A1(x) = x. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê îòîáðàæåíèå A1 âïîëíå íåïðåðûâíî, òî {A1(xn)} ñî-
äåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî A1(xn) → y ïðè n→ ∞. Òîãäà

∥xn − y∥ = ∥An1 (xn)− y∥ 6 ∥A1(xn)− y∥+ ∥An1 (xn)− A1(xn)∥ →
n→∞

0.
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Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü íåïðåðûâíîñòüþ A1, ïîëó÷àåì

∥y − A1(y)∥ 6 ∥y − A1(xn)∥+ ∥A1(xn)− A1(y)∥ →
n→∞

0.

Çíà÷èò, A1(y) = y.
Èòàê, íóæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé An1 . Ïóñòü A � ãîìîòî-

ïèÿ ìåæäó I −A1 è I, Xn ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà êîíå÷íóþ n−1-ñåòü
ìíîæåñòâà A(BR(0)× [0, 1]), êîòîðóþ îáîçíà÷èì {yi}mi=1. Ïîëîæèì

Pn(ξ) =

m∑
i=1

yifi(ξ)

m∑
i=1

fi(ξ)
, ξ ∈ A(BR(0)× [0, 1]),

ãäå

fi(ξ) =

{
2n−1 − ∥ξ − yi∥, åñëè ∥ξ − yi∥ < 2n−1,
0, èíà÷å.

Îòîáðàæåíèå Pn êîððåêòíî îïðåäåëåíî (òàê êàê ∥ξ − yi∥ 6 n−1 äëÿ íåêîòîðîãî i) è
íåïðåðûâíî.

Ïîëîæèì An(x, t) = Pn ◦ A(x, t), An1 (x) = Pn ◦ A1(x). Ïîêàæåì, ÷òî

• ∥An − A∥C(BR(0)×[0, 1]) →
n→∞

0 (à çíà÷èò, ∥An1 − A1∥C(BR(0)) →
n→∞

0),

• I − An1 ãîìîòîïíî I íà ïîäïðîñòðàíñòâå Xn ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (òîãäà
îãðàíè÷åíèå An1 íà Xn èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó).

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü J(x) = {i = 1, m : ∥A(x, t)− yi∥ 6 2n−1}. Òîãäà

∥An(x, t)−A(x, t)∥ = ∥Pn(A(x, t))−A(x, t)∥ 6

∑
i∈J(x)

∥yi − A(x, t)∥fi(A(x, t))∑
i∈J(x)

fi(A(x, t))
6 2n−1.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíå-
íî x−An(x, t) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ SR(0), t ∈ [0, 1]. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî

∥x− A(x, t)∥ > α > 0, x ∈ SR(0), t ∈ [0, 1].

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: xn − A(xn, tn) → 0 ïðè n → ∞. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî tn → t
è A(xn, tn) → y, n → ∞. Òîãäà xn → y, n → ∞. Èç íåïðåðûâíîñòè A ïîëó÷àåì,
÷òî A(xn, tn) → A(y, t), n → ∞, òàê ÷òî y = A(y, t) � ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì,
I −An1 ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ I −An(·, 0) = I −Pn(0) (íàïîìíèì, ÷òî A(x, 0) = 0).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî I − Pn(0) ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ n (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå x 7→ x − λPn(0), λ ∈ [0, 1]). Îñòàåòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ òðàíçèòèâíîñòüþ ãîìîòîïèè.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

9 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà.

Ìû äîêàæåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ðåçóëüòàòû
ïðèíàäëåæàò Î.À. Ëàäûæåíñêîé, äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþò åå êíèãå [19].
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9.1 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïóñòü Ω ⊂ R3 îãðàíè÷åíà, Γ � ãðàíèöà Ω. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó −ν∆vj +
3∑

k=1

vk
∂vj
∂xk

= − ∂p
∂xj

+ fj(x), j = 1, 2, 3,

div v = 0
(9.1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

v|Γ = 0. (9.2)

Ñíà÷àëà íóæíî çàäàòü êëàññ ôóíêöèé H(Ω), â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû, è åñëè îí ñîäåðæèò ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàä-
êèìè, òî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Òðåáîâàíèå ê âûáîðó êëàññà
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ íåãî âûïîëíÿëàñü òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è òåîðåìà åäèí-
ñòâåííîñòè â ìàëîì (ò.å. äëÿ îáëàñòåé äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàçìåðà).

Èñõîäÿ èç âèäà óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êëàññ H(Ω) åñòåñòâåííî îïðåäå-
ëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ôóíêöèé

J̊(Ω) = {φ = (φ1, φ2, φ3) : φj ∈ C∞
0 (Ω), j = 1, 2, 3, divφ = 0}

ñ íîðìîé èç W̊ 1
2 (Ω, R3), ò.å.

∥φ∥2 =
∫
Ω

3∑
j,k=1

(
∂φj
∂xk

)2

dx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(Ω) ïîïîëíåíèå J̊(Ω) ïî ýòîé íîðìå, ⟨·, ·⟩H � ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå â ïðîñòðàíñòâå H(Ω).

Òåïåðü îïðåäåëèì îáîáùåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà.
Ïóñòü ñíà÷àëà v ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé è óäîâëåòâîðÿåò (9.1), (9.2), φ ∈

J̊(Ω). Äîìíîæèâ (9.1) ñêàëÿðíî íà φ(x) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî Ω, ïîëó÷àåì∫
Ω

(
−ν

3∑
j=1

∆vj · φj +
3∑

j,k=1

vk
∂vj
∂xk

φj

)
dx =

∫
Ω

3∑
j=1

fj · φj dx−
∫
Ω

3∑
j=1

φj(x)
∂p

∂xj
(x) dx.

(9.3)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ñòîêñà, ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (9.2) è ðàâåíñòâàìè
div v = 0, divφ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

0 =

∫
Ω

(
3∑

k=1

∂

∂xk

(
3∑
j=1

φj
∂vj
∂xk

))
dx =

=

∫
Ω

(
3∑
j=1

∆vj · φj

)
dx+

∫
Ω

(
3∑

j,k=1

∂vj
∂xk

∂φj
∂xk

)
,

0 =

∫
Ω

(
3∑

j,k=1

∂

∂xk
(vkvjφj)

)
dx =

∫
Ω

(
3∑

j,k=1

vk
∂vj
∂xk

φj +
3∑

j,k=1

vkvj
∂φj
∂xk

)
dx,

0 =

∫
Ω

(
3∑
j=1

∂(pφj)

∂xj

)
dx =
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=

∫
Ω

(
p divφ+

3∑
j=1

φj
∂p

∂xj

)
dx =

∫
Ω

(
3∑
j=1

φj
∂p

∂xj

)
dx.

Ïîýòîìó èç (9.3) ñëåäóåò, ÷òî∫
Ω

(
ν

3∑
j,k=1

∂vj
∂xk

∂φj
∂xk

−
3∑

j,k=1

vkvj
∂φj
∂xk

)
dx =

∫
Ω

3∑
j=1

fjφj dx. (9.4)

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ v ∈ H(Ω) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (9.1) ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè (9.2), åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ J̊(Ω) âûïîëíåíî (9.4).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = (f1, f2, f3) òàêîâà, ÷òî îòîáðàæåíèå

φ 7→
∫
Ω

3∑
j=1

fj(x)φj(x) dx

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì â J̊(Ω). Òîãäà çàäà÷à (9.1), (9.2)
èìååò õîòÿ áû îäíî îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â ìàëîì áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåì âëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî W̊ 1

2 (Ω) ⊂ Lq(Ω) äëÿ q < 6, ïîýòîìó
åñëè f ∈ Ls(Ω), s >

6
5
, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ.8

Òàêæå èç òåîðåìû âëîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥v∥L4(Ω) 6 C∥v∥H . (9.5)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèí-
öèïå Ëåðå � Øàóäåðà. Ñíà÷àëà ìû ïåðåïèøåì óñëîâèå (9.4) â âèäå îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ v = Av â ïðîñòðàíñòâå H(Ω), à çàòåì ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ðèññà î âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê J̊(Ω) ïëîòíî â H(Ω), òî èç óñëîâèé òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ F ∈ H(Ω) òàêàÿ, ÷òî∫

Ω

3∑
j=1

fj(x)φj(x) dx = ⟨F, φ⟩H(Ω). (9.6)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

φ 7→
∫
Ω

3∑
j,k=1

vk(x)vj(x)
∂φj
∂xk

(x) dx

íåïðåðûâåí â H(Ω). Â ñàìîì äåëå, èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìû
âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

3∑
j,k=1

vk(x)vj(x)
∂φj
∂xk

(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 ∥v∥2L4(Ω)∥∇φ∥L2(Ω)

(9.5)

6 C1∥v∥2H(Ω)∥φ∥H(Ω),

8Ìû äîêàçûâàëè òåîðåìó âëîæåíèÿ äëÿ q < 6; äëÿ q = 6 èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå (íî íå
êîìïàêòíîå) âëîæåíèå, êîòîðîå ñëåäóåò èç òåîðåìû Àäàìñà î ïîòåíöèàëàõ. Çíà÷èò, äëÿ s = 6

5
òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ.
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ãäå C1 íå çàâèñèò îò v è φ. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ðèññà, êàæäîìó ýëåìåíòó v ∈ H(Ω)
ìîæíî ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííûé ýëåìåíò A0v ∈ H(Ω) òàêîé, ÷òî∫

Ω

3∑
j,k=1

vk(x)vj(x)
∂φj
∂xk

(x) dx = ⟨A0v, φ⟩H(Ω).

Íàêîíåö, ∫
Ω

3∑
j,k=1

∂vj
∂xk

(x)
∂φj
∂xk

(x) dx = ⟨v, φ⟩H(Ω).

Òàêèì îáðàçîì, (9.4) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

ν⟨v, φ⟩H(Ω) − ⟨A0v, φ⟩H(Ω) = ⟨F, φ⟩H(Ω), φ ∈ J̊(Ω).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè φ, ïîëó÷àåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

v =
1

ν
(A0v + F ) . (9.7)

Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåðå � Øàóäåðà. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå
A0 âïîëíå íåïðåðûâíî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî A0 ïåðåâî-
äèò ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñèëüíî ñõîäÿùèåñÿ. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî W̊ 1

2 (Ω) êîìïàêòíî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî L4(Ω) (çäåñü
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëîñü òî, ÷òî Ω ⊂ R3; â ñëó÷àå R4 êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ óæå
íåò). Ïóñòü vm = (vm1 , v

m
2 , v

m
3 ) ñëàáî ñõîäèòñÿ â H(Ω) ê v = (v1, v2, v3). Òîãäà, â ñè-

ëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ, vm ñõîäèòñÿ ê v ïî íîðìå L4(Ω). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
φ ∈ J̊(Ω) âûïîëíåíî

⟨A0v
m − A0v

n, φ⟩H(Ω) =

∫
Ω

3∑
j,k=1

(vmk (x)v
m
j (x)− vnk (x)v

n
j (x))

∂φj
∂xk

(x) dx =

=

∫
Ω

3∑
j,k=1

(vmk (x)− vnk (x))v
m
j (x)

∂φj
∂xk

(x) dx+

∫
Ω

3∑
j,k=1

vnk (x)(v
m
j (x)− vnj (x))

∂φj
∂xk

(x) dx.

Ïðèìåíèâ äâà ðàçà íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìó âëîæåíèÿ Ñîáî-
ëåâà, ïîëó÷àåì ∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

3∑
j,k=1

(vmk (x)− vnk (x))v
m
j (x)

∂φj
∂xk

(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6 C2∥vm − vn∥L4(Ω)∥vm∥L4(Ω)∥φ∥H(Ω)

(9.5)

6 C3∥vm − vn∥L4(Ω)∥vm∥H(Ω)∥φ∥H(Ω),

ãäå C2, C3 íå çàâèñÿò îò v
m è φ. Àíàëîãè÷íî∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

3∑
j,k=1

(vmj (x)− vnj (x))v
n
k (x)

∂φj
∂xk

(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 C4∥vm − vn∥L4(Ω)∥vn∥H(Ω)∥φ∥H(Ω).

Âçÿâ φ = A0v
m − A0v

m, ïîëó÷àåì

∥A0v
m − A0v

n∥2H(Ω) 6 C5∥vm − vn∥L4(Ω)(∥vm∥H(Ω) + ∥vn∥H(Ω))∥A0v
m − A0v

n∥H(Ω),

îòêóäà
∥A0v

m − A0v
n∥H(Ω) 6 C6∥vm − vn∥L4(Ω)
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(ò.ê. ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà). Çíà÷èò, ïî êðèòåðèþ Êîøè,
{A0v

m} ñõîäèòñÿ ïî íîðìå H(Ω).
Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð v 7→ Av := 1

ν
(A0v+F ) òàêæå âïîëíå íåïðå-

ðûâåí.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèé v = λAv, λ ∈ [0, 1],

îãðàíè÷åíî â H(Ω) (â ýòîì ìåñòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ðàâåí-
ñòâî div v = 0). Ïóñòü

v − µ(A0v + F ) = 0,

ãäå µ = λ
ν
. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà v â ïðîñòðàíñòâå H(Ω):∫

Ω

3∑
j,k=1

((
∂vj
∂xk

(x)

)2

− µvk(x)vj(x)
∂vj
∂xk

(x)

)
dx = µ⟨F, v⟩H(Ω).

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðàâåí 0. Âûêëàäêè, êîòîðûå ïðîâåäåíû
íèæå, ïðîõîäÿò â ñëó÷àå v ∈ J̊(Ω). Â îáùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (óïðàæíåíèå). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî,
óñëîâèÿ div v = 0 è v|Γ = 0, èìååì∫

Ω

3∑
j,k=1

vk(x)vj(x)
∂vj
∂xk

(x) dx =
1

2

∫
Ω

3∑
k=1

vk
∂(|v|2)
∂xk

(x) dx =

=
1

2

∫
Ω

3∑
k=1

∂(|v|2vk)
∂xk

(x) dx− 1

2

∫
Ω

|v|2(x)div v(x) dx = 0.

Çíà÷èò, ∫
Ω

3∑
j,k=1

(
∂vj
∂xk

(x)

)2

dx = µ⟨F, v⟩H(Ω),

ò.å.
∥v∥2H(Ω) = µ⟨F, v⟩H(Ω) 6 µ∥F∥H(Ω)∥v∥H(Ω),

îòêóäà

∥v∥H(Ω) 6
1

ν
∥F∥H(Ω). (9.8)

Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òàêæå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Èäåÿ åå äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ æå, êàê â ñëó÷àå
îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íî òåõíè÷åñêè îíî íåñêîëüêî ñëîæíåå.

9.2 Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â ìàëîì.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ îáîáùåííîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà (íèæå ïîÿñíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò) ðåøåíèå
áóäåò åäèíñòâåííûì. Òåì ñàìûì, êëàññ ôóíêöèé, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîá-
ùåííûå ðåøåíèÿ, âûáðàí óäà÷íî.

Ñíà÷àëà äîêàæåì äâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ íåðàâåíñòâà.

Ëåììà 4. Ïóñòü Ω ⊂ R2, u ∈ W̊ 1
2 (Ω). Òîãäà

∥u∥4L4(Ω) 6 4∥u∥2L2(Ω)∥ux1∥L2(Ω)∥ux2∥L2(Ω) 6 2∥u∥2L2(Ω)∥u∥2W̊ 1
2 (Ω)

. (9.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü u ∈ C∞
0 (Ω).

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ u íóëåì âíå Ω. Òîãäà

u2(x1, x2) = 2

x1∫
−∞

u(t, x2)ux1(t, x2) dt,

u2(x1, x2) = 2

x2∫
−∞

u(x1, t)ux2(x1, t) dt.

Ïîýòîìó

max
y1

u2(y1, x2) 6 2

∫
R

|ux1(x1, x2)u(x1, x2)| dx1, max
y2

u2(x1, y2) 6 2

∫
R

|ux2(x1, x2)u(x1, x2)| dx2.

(9.10)

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì∫
R2

u4(x) dx 6
∫
R

∫
R

max
y1

u2(y1, x2) ·max
y2

u2(x1, y2) dx1 dx2 6

6
∫
R

max
y1

u2(y1, x2) dx2

∫
R

max
y2

u2(x1, y2) dx1
(9.10)

6

6 4

∫
R2

|ux1u| dx
∫
R2

|ux2u| dx 6 4∥u∥2L2(Ω)∥ux1∥L2(Ω)∥ux2∥L2(Ω).

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (9.9) âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ab 6 a2

2
+ b2

2
.

Ëåììà 5. Ïóñòü Ω ⊂ R3, u ∈ W̊ 1
2 (Ω). Òîãäà

∥u∥4L4(Ω) 6 8∥u∥L2(Ω)∥ux1∥L2(Ω)∥ux2∥L2(Ω)∥ux3∥L2(Ω) 6
(
4

3

)3/2

∥u∥L2(Ω)∥u∥3W̊ 1
2 (Ω)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåä-
íèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì abc 6 1√

27
(a2 + b2 + c2)3/2.

Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Ñíîâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u ∈ C∞
0 (Ω) è u|R2\Ω = 0.

Ïðèìåíèâ (9.9) è íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì∫
R3

u4(x) dx 6 4

∫
R

∥u(·, x3)∥2L2(R2)∥ux1(·, x3)∥L2(R2)∥ux2(·, x3)∥L2(R2) dx3 6

6 4max
x3

∥u(·, x3)∥2L2(R2)

∫
R

∥ux1(·, x3)∥L2(R2)∥ux2(·, x3)∥L2(R2) dx3 6

6 4

∫
R2

max
x3

|u(x1, x2, x3)|2 dx1 dx2

 ∥ux1∥L2(R3)∥ux2∥L2(R3)

(9.10)

6

6 8

∫
R3

|ux3u| dx

 ∥ux1∥L2(R3)∥ux2∥L2(R3) 6 8∥u∥L2(Ω)

3∏
k=1

∥uxk∥L2(Ω).
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Çàìå÷àíèå. Åñëè u ∈ W̊ 1
2 (Ω, Rm), u = (u1, . . . , um),

∥u∥2L2(Ω) =

∫
Ω

m∑
j=1

u2j(x) dx, ∥u∥2
W̊ 1

2 (Ω)
=

∫
Ω

m∑
j,k=1

∣∣∣∣∂uj∂xk
(x)

∣∣∣∣2 dx,
òî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî∫

Ω

(
m∑
j=1

u2j(x)

)2

dx 6

6 8∥u∥L2(Ω)∥ux1∥L2(Ω)∥ux2∥L2(Ω)∥ux3∥L2(Ω) 6
(
4

3

)3/2

∥u∥L2(Ω)∥u∥3W̊ 1
2 (Ω)

.

(9.11)

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü (9.11).
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà äëÿ ïðîñòðàíñòâà W̊ 1

2 (Ω):

∥u∥L2(Ω) 6 Ĉ∥∇u∥L2(Ω),

ãäå Ĉ = Ĉ(Ω) � íàèìåíüøàÿ êîíñòàíòà. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (7.6) âûïîëíåíî Ĉ(Ω) →
0 ïðè diamΩ → 0. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â H è â L2(Ω, R3) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ u ∈ H âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà ñ òîé æå êîíñòàíòîé Ĉ:

∥u∥L2(Ω,R3) 6 Ĉ∥u∥H .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∥f∥∗ íîðìó ôóíêöèîíàëà φ 7→
∫
Ω

3∑
j=1

fj(x)φj(x) dx â H(Ω).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü (
4

3

)3/4

Ĉ(Ω)1/2ν−2∥f∥∗ < 1. (9.12)

Òîãäà óðàâíåíèå (9.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (9.2) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v, ṽ � äâà îáîáùåííûõ ðåøåíèÿ, u = v− ṽ. Òîãäà u ∈ H(Ω)
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó∫

Ω

(
ν

3∑
j,k=1

∂uj
∂xk

∂φj
∂xk

−
3∑

j,k=1

ukvj
∂φj
∂xk

−
3∑

j,k=1

ṽkuj
∂φj
∂xk

)
dx = 0, φ ∈ H(Ω).

Ïîëîæèâ φ = u, îòñþäà ïîëó÷àåì

0 = ν∥u∥2H(Ω) −
∫
Ω

3∑
j,k=1

(
ukvj

∂uj
∂xk

+ ṽkuj
∂uj
∂xk

)
dx = ν∥u∥2H(Ω) −

∫
Ω

3∑
j,k=1

ukvj
∂uj
∂xk

dx

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî u|Γ = 0 è div ṽ = 0). Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà,
(9.11) è íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, ïîëó÷àåì

ν∥u∥2H(Ω) =

∫
Ω

3∑
j,k=1

ukvj
∂uj
∂xk

dx 6
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6

∫
Ω

(
3∑
j=1

v2j (x)

)2

dx

1/4∫
Ω

(
3∑

k=1

u2k(x)

)2

dx

1/4

∥u∥H(Ω)

(9.11)

6

6
(
4

3

)3/4

∥u∥1/4L2(Ω)∥u∥
3/4
H(Ω)∥v∥

1/4
L2(Ω)∥v∥

3/4
H(Ω)∥u∥H(Ω) 6

(
4

3

)3/4

Ĉ(Ω)1/2∥u∥2H(Ω)∥v∥H(Ω).

Âîñïîëüçîâàâøèñü (9.8), ïîëó÷àåì

ν∥u∥2H(Ω) 6
(
4

3

)3/4

Ĉ(Ω)1/2
1

ν
∥f∥∗∥u∥2H(Ω).

Ïîýòîìó åñëè âûïîëíåíî (9.12), òî u = 0.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïîëíåíî (9.12), òî ðåøåíèå çàäà÷è (9.1),
(9.2) óñòîé÷èâî ïî ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ: åñëè ∥fn− f∥∗ →

n→∞
0, v � ðåøåíèå (9.1),

(9.2), vn � ðåøåíèå (9.1), (9.2) ñ fn âìåñòî f â ïðàâîé ÷àñòè, òî ∥vn − v∥H(Ω) →
n→∞

0.

10 Ïëîñêîå òå÷åíèå âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè (òî÷-

êè îñòàíîâà).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî
(
∂
∂t

= 0
)
ïëîñêîãî òå÷åíèÿ

v1 = u(x, y), v2 = v(x, y), v3 = 0

èìååò âèä:

uux + vuy = −1

ρ
px + ν∆u,

uvx + vvy = −1

ρ
py + ν∆v,

ux + vy = 0

(10.1)

(ñì. [8]). Æèäêîñòü ïåðåìåùàåòñÿ èç áåñêîíå÷íîñòè ê ñòåíêå, ïîñòàâëåííîé ïîïåðåê
òå÷åíèÿ, è äàëåå äâèãàåòñÿ âäîëü ýòîé ñòåíêè â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû îò êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè O (òî÷êè îñòàíîâà). Ïîëîæèì â (3.12) ν = 0 (ñèñòåìà Ýéëåðà). Òîãäà
â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.12) ìîæíî âûáðàòü

U = a · x, V = −a · y, a = const > 0

� ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ (áåç òðåíèÿ). Äàâëåíèå äëÿ òàêîãî
òå÷åíèÿ îïðåäåëèòñÿ èç óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè:

P0 − P =
ρ

2
(U2 + V 2) =

ρa2

2
(x2 + y2). (10.2)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÿâíûé âèä ýòîãî ðåøåíèÿ, ïîïðîáóåì èñêàòü ðåøåíèå (3.12)
â âÿçêîì ñëó÷àå â âèäå

u = x · f ′(y), v = −f(y), p0 − p =
ρa2

2
(x2 + F (y)) (10.3)
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(p0 � äàâëåíèå â òî÷êå O). Ïîäñòàâëÿÿ u, v, p â ñèñòåìó (10.1), ïîëó÷èì

(f ′)2 − f · f ′′ = a2 + νf ′′′,

f · f ′ =
a2

2
F ′ − νf ′′

(10.4)

ïðè óñëîâèÿõ

u
∣∣
y=0

= v
∣∣
y=0

= 0, u(x, y)
∣∣
y=∞= U = a · x,

f
∣∣
y=0

= f ′∣∣
y=0

= 0, f ′∣∣
y=∞= a, f

∣∣
y=0

= 0.
(10.5)

Ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ, ñíà÷àëà íàõîäÿò f (è îïðåäåëÿþò íåèçâåñòíûå u, v), çàòåì F
(äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ).

Ñäåëàåì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèå

η = αy , f(y) = Aφ(η) (10.6)

Ïîäñòàâëÿÿ â (10.4), ïîëó÷èì:

α2A2(φ′ 2 − φφ′′) = a2 + νAα3φ′′′

(çäåñü φ′ = dφ
dη
). Âûáåðåì α è A òàê, ÷òîáû

α2A2 = a2, να3A = a2 ⇒ A =
√
νa, α =

√
a

ν
,

η =

√
a

ν
y, f(y) =

√
νaφ(η), ãäå

φ′′′ + φ · φ′′ − (φ′)2 + 1 = 0,

φ(0) = φ′(0) = 0, φ′(∞) = 1.
(10.7)

11 Ïðîñòðàíñòâåííîå îñåñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå â

îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè

Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ïðè
íàáåãàíèè æèäêîñòè íà ñòåíêó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê íàïðàâëåíèþ òå÷åíèÿ [20]. Ïðè
ýòîì æèäêîñòü îòòåêàåò îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè âäîëü ýòîé ñòåíêè âî âñå ñòîðîíû
ïî ðàäèóñàì. Íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëîæèì â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, ïëîñêîñòü z = 0
ñîâìåñòèì ñî ñòåíêîé, îñü z íàïðàâèì ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ íàáåãàþùåãî
ïîòîêà. Âñëåäñòâèå îñåâîé ñèììåòðèè ∂

∂φ
= 0, −→v = {vr, 0, vz}. Ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:
u∂u
∂r

+ w ∂u
∂z

= −1
ρ
∂p
∂r

+ ν
(
∂2u
∂r2

+ 1
r
∂u
∂r

− u
r2

+ ∂2u
∂z2

)
u∂w
∂r

+ w ∂w
∂z

= −1
ρ
∂p
∂z

+ ν
(
∂2w
∂r2

+ 1
r
∂w
∂r

+ ∂2w
∂z2

)
∂u
∂r

+ u
r
+ ∂w

∂z
= 0.

(11.1)

Çäåñü u = vr, w = vz. Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäóò

u|z=0 = w|z=0 = 0, u|z=∞ = U. (11.2)

Äëÿ íåâÿçêîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ (ν = 0) ñ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé èìååì
ðåøåíèå

U = ar, W = −2az, p0 − P =
ρ

2
(U2 +W 2) =

ρ

2
a2(r2 + 4z2), (11.3)
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ãäå a � ïîñòîÿííàÿ, p0 � äàâëåíèå â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Ðåøåíèå âÿçêîãî òå÷åíèÿ
èùåì â âèäå

u = rf ′(z), w = −2f(z), p0 − p =
ρ

2
a2(r2 + F (z)). (11.4)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (11.7) â ñèñòåìó Íàâüå � Ñòîêñà (11.1) ïîëó÷àåì

(f ′)2 − 2ff ′′ = a2 + νf ′′′, 2ff ′ =
1

4
a2F ′ − νf ′′ (11.5)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

f |z=0 = f ′|z=0 = 0, F |z=0 = 0, f ′|z=∞ = a. (11.6)

Ïðèìåíèâ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå

ζ =

√
a

ν
z, f(z) =

√
aνφ(ζ),

ïîëó÷èì
φ′′′ + 2φφ′′ − (φ′)2 + 1 = 0 (11.7)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

φ|ζ=0 = 0, φ′|ζ=0 = 0, φ′|ζ=∞ = 1. (11.8)

Çàäà÷à (11.7), (11.8) âïåðâûå áûëà ðåøåíà Ô. Õîìàíîì, çíà÷åíèÿ φ′ âû÷èñëåíû Í.
Ôð¼ññëèíãîì [20]. Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ïðè ïëîñêîì è ïðîñòðàíñòâåííîì òå÷åíèè
â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïðèâåäåíû íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Ðèñ
Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîãî òå÷åíèÿ ïðè ζ > ζ0 ≃ 2, 8, âÿçêîå òå÷åíèå ïðàêòè÷å-

ñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò íåâÿçêîãî. Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
√
ν.

Ðåøåíèå ãîäèòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî îñåñèììåòðè÷åñêîãî òå÷åíèÿ âáëèçè
êðèòè÷åñêîé òî÷êè (îñòàíîâà) äëÿ çàòóïëåííûõ îñåñèììåòðè÷åñêèõ òåë.

Äëÿ âîçäóõà ν = 16 · 10−6ì2/ñåê, äëÿ âîäû � ν = 1 · 10−6ì2/ñåê, êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Rek ∼ 2800, ïîñëå ÷åãî íàñòóïàåò òàê íàçûâàåìîå òóðáó-
ëåíòíîå òå÷åíèå. Òàê, äëÿ ïëàñòèíû äëèíû l = 2− 200 ì ïðè ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî
ïîòîêà âîäû U∞ = 1−10 ì/ñåê âåëè÷èíà Re ∼ 106−109 è òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
δ ∼ 40− 1000 ìì. Àíàëîãè÷íûå ïîêàçàòåëè äëÿ âîçäóõà: äëèíà ïëàñòèíû l ∼ 1− 10
ì ïðè ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà U∞ ∼ 50− 200 ì/ñåê âåëè÷èíà Re ∼ 106 − 108 è
òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ δ ∼ 18− 90 ìì.

12 Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðèìåð Ïðàíäòëÿ ïåðåõîäà

Re → ∞
Ðàññìîòðèì çàòóõàþùåå êîëåáàíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ñì. [20]):

mẍ+ kẋ+ cx = 0, (12.1)

ãäå m � ìàññà òî÷êè, k � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, c � êîýôôèöèåíò âîññòàíàâëè-
âàþùåé ñèëû, x � ðàññòîÿíèå êîëåáëþùåéñÿ òî÷êè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, t �
âðåìÿ. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(12.1) ïðè î÷åíü ìàëûõ m (m = 1

Re
).

Ïðè m = 0 óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

kẋ+ cx = 0,
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åãî ðåøåíèå x1 = Ae−ct/k, ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîëíîå ðåøåíèå ïðè
m ≪ k2/(4c) åñòü x2 = A1e

−ct/k + A2e
−kt/m (ýòî ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ

√
k2 − 4mc ≃

k− 2mc
k

ïðè ìàëûõ m). Âèäíî, ÷òî âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè t = 0 ïðè A1 = A ðåøåíèå
x2 → x1, åñëè m→ 0. Èç óñëîâèÿ x|t=0 = 0 ñëåäóåò A2 = −A1. Ðåøåíèå óïðîùåííîãî
æå óðàâíåíèÿ íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óñëîâèþ.

13 Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

Çíàìåíàòåëüíûé óñïåõ â èññëåäîâàíèÿõ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ
Ðåéíîëüäñà áûë äîñòèãíóò â 1904 ãîäó è ñâÿçàí ñ èìåíåì Ë. Ïðàíäòëÿ. Ïðàíäòëü
ïîêàçàë, êàê ìîæíî óïðîñòèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîëó÷èòü å¼ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå î÷åíü ìàëîé âÿçêîñòè.

Êàê âèäíî èç àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà, äåéñòâèå âÿçêîñòè
íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè òåëà ïî÷òè íå ïðîÿâëÿåòñÿ. Êàðòèíà ëèíèé
òîêà, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé âíóòðè æèäêîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè
èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è ïðè ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè æèäêîñòè áåç òðåíèÿ. Îä-
íàêî æèäêîñòü íå ñêîëüçèò ïî ïîâåðõíîñòè òåëà, êàê ïðè ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè, à
ïðèëèïàåò ê íåé. Ïåðåõîä îò íóëåâîé ñêîðîñòè íà ñòåíêå ê ñêîðîñòè, ôàêòè÷åñêè ñîâ-
ïàäàþùåé ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ìîäåëè áåç ïðåïÿòñòâèÿ, ñîâåðøàåòñÿ
â î÷åíü òîíêîì ñëîå, íàçûâàåìûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì. Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
δ ∼ 1√

Re
è ïðè Re → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü äâå îáëàñòè, ìåæäó

êîòîðûìè íåëüçÿ, ïðàâäà, ïðîâåñòè ðåçêîé ãðàíèöû:
1. Òîíêèé ñëîé â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò òåëà. Çäåñü ∂

∂y
� ïðîèçâîäíàÿ â

íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñòåíêå, î÷åíü âåëèêà, âÿçêîñòü îêàçûâàåò ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå íà òå÷åíèå, êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ τ = η · ∂u

∂y
âåëèêè;

2. Îáëàñòü, ãäå âÿçêîñòü íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè, òå÷åíèå çäåñü ïðàêòè÷åñêè
ïîòåíöèàëüíîå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå â ïëîñêîì
äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü îñü x íàïðàâëåíà âäîëü ñòåíêè, îñü y � ïåðïåíäèêóëÿðíî
ñòåíêå:

Òîãäà ñèñòåìà Íàâüå � Ñòîêñà èìååò âèä:

∂u
∂t

+ u∂u
∂x

+ v ∂u
∂y

= − ∂p
∂x

+ 1
Re

(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

)
,

∂v
∂t

+ u ∂v
∂x

+ v ∂v
∂y

= −∂p
∂y

+ 1
Re

(
∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

)
,

ux + vy = 0

(13.1)

ïðè óñëîâèÿõ ïðèëèïàíèÿ
u
∣∣
y=0

= v
∣∣
y=0

= 0 (13.2)

è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u
∣∣
t=0

= u0(x, y), v
∣∣
t=0

= v0(x, y).

Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî u(t, x, y) → U(t, x) ïðè y → ∞ è òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ δ ≪ 1. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî âñå ñêîðîñòè îòíåñåíû ê ñêîðîñòè íàáåãà-
þùåãî ïîòîêà U , à âñå äëèíû � ê õàðàêòåðíîìó ëèíåéíîìó ðàçìåðó òåëà L, òàê
÷òî áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà ∂u

∂x
â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïî ïîðÿäêó ðàâíà O(1),

Re = UL
ν

= ρUL
η
. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè. Òîãäà èç ∂u

∂x
∼ 1 ñëåäóåò,

÷òî ∂v
∂y

∼ 1. Òàê êàê v
∣∣
y=0

= 0, òî v
∣∣
y=δ

∼ δ, ∂v
∂x

∣∣
y=δ

∼ δ, ∂v
∂t

∣∣
y=δ

∼ δ, ∂2v
∂x2

∣∣
y=δ

∼ δ, íî
∂2u
∂x2

∣∣
y=δ

∼ 1.
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Ïðèìåì, ÷òî ∂u
∂t
âåäåò ñåáÿ ïî ïîðÿäêó êàê u · ∂u

∂x
, ò.å. ëîêàëüíîå óñêîðåíèå ïðèáëè-

çèòåëüíî ðàâíî êîíâåêòèâíîìó u · ∂u
∂x
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî î÷åíü âíåçàïíûå óñêîðåíèÿ,

íàïðèìåð ïîäîáíûå òåì, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ñèëüíûõ âîëíàõ äàâëåíèÿ, èñêëþ-
÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Îöåíèì â âåëè÷èíàõ δ âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ïåðâûå äâà
óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà:

∂u

∂t
+ u·∂u

∂x
+ v·∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

1

Re

(∂2u
∂x2

+
∂2u

∂y2

)
1 1 1 δ

1

δ
δ2 1

1

δ2

∂v

∂t
+ u·∂v

∂x
+ v·∂v

∂y
= −∂p

∂y
+

1

Re

(∂2v
∂x2

+
∂2v

∂y2

)
δ 1 δ δ 1 δ2 δ

1

δ

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0

1 1

Ñîõðàíÿÿ â óðàâíåíèÿõ âåëè÷èíû ïîðÿäêà 1, ïîëó÷èì

∂v

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

1

Re
· ∂

2u

∂y2

0 = −∂p
∂y

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

(13.3)

ïðè óñëîâèÿõ u
∣∣
y=0

= v
∣∣
y=0

= 0, u
∣∣
t=0

= u0(x, y), u(t, x, y) → U(t, x) ïðè y → ∞.

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà âêëþ÷àåò òðè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè
p, u, v. Âåëè÷èíà ρ íå ìåíÿåòñÿ èç-çà íåñæèìàåìîñòè, ò.ê.

dρ

dt
=
∂ρ

∂t
+ u · ∂ρ

∂x
+ v · ∂ρ

∂y
= 0,

à êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ñèñòåìå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ïðàíäòëÿ ðàâíî äâóì. Ïî ïðåä-
ëîæåíèþ Ïðàíäòëÿ, â ñèëó óñëîâèÿ ∂p

∂y
= 0 äàâëåíèå ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì èç âíåøíåãî

ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
= −1

ρ

∂p

∂x
,

ãäå U(t, x) åñòü ñêîðîñòü �ïðîñêàëüçûâàíèÿ� âíåøíåãî ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ íà
ãðàíèöå y = 0. Çàìåòèì, ÷òî íàïèñàííàÿ çäåñü ñèñòåìà (13.3) ñîñòàâëåíà óæå â ðàç-
ìåðíûõ âåëè÷èíàõ.

13.1 Îòðûâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

Ðàññìîòðèì îáòåêàíèå îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ.
Ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå âûâîäû î ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîãðà-

íè÷íîãî ñëîÿ. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ æèäêîñòè,
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y=0 A

P
P

çàòîðìîæåííîé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, âî âíåøíåå òå÷åíèå èëè îòðûâ òå÷åíèÿ îò ñòåí-
êè.

∂u
∂y

∣∣∣
0
> 0 , ∂u

∂y

∣∣∣
0
= 0 , ∂u

∂y

∣∣∣
0
< 0

Òî÷êà P � òî÷êà ïåðåãèáà. Â òî÷êå îòðûâà A íå ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ èç óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà ïîëó÷åíà ñèñòåìà Ïðàíäòëÿ. Îáû÷íî òî÷êà îòðûâà
� òà òî÷êà, äî êîòîðîé òîëüêî è âîçìîæåí ðàñ÷åò ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âíåøíèì òå÷åíèåì, ïåðåñòàåò áûòü
èçâåñòíîé âåëè÷èíîé. Ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè îòðûâ âîçìîæåí ëèøü ïðè dp

dx
> 0.

Òàê êàê
u
∣∣
y=0

= v
∣∣
y=0

= 0

è íà ñòåíêå êîíòóðà òåëà èìååòñÿ îáëàñòü âîçðàñòàþùåãî äàâëåíèÿ, òî æèäêîñòü, çà-
òîðìîæåííàÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è îáëàäàþùàÿ íåáîëüøîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé,
íå â ñîñòîÿíèè äàëåêî ïðîäâèíóòüñÿ â îáëàñòü âûñîêîãî äàâëåíèÿ. Îíà îòêëîíÿåòñÿ
â ñòîðîíó, îòðûâàåòñÿ îò òåëà è îòòåñíÿåòñÿ âî âíåøíåå òå÷åíèå. Êðîìå òîãî, âáëèçè
ñòåíêè çàòîðìîæåííûå ÷àñòèöû æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ îáû÷-
íî íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ âíåøíåãî òå÷åíèÿ.
Òî÷êà îòðûâà � ãðàíèöà ìåæäó ïðÿìûì è âîçâðàòíûì òå÷åíèÿìè â ïðèëåãàþùåì ê
ñòåíêå ñëîå:

∂u

∂y

∣∣∣
y=0

= 0 .

Èç óðàâíåíèÿ

uux + vuy = −∂p
∂x

+ νuyy

ïðè y = 0 (íà ñòåíêå) ïîëó÷èì

ν
∂2u

∂y2

∣∣∣
y=0

=
dp

dx
. (13.4)

Òàê êàê ∂p
∂y

= 0 (ïðåäïîëîæåíèå Ïðàíäòëÿ), òî, äèôôåðåíöèðóÿ (13.4) ïî ïåðåìåííîé
y, ïîëó÷àåì

(uux + vuy =
1

ρ

dp

dx
+ νuyy)y

∣∣∣
y=0

⇒ uyyy
∣∣
y=0

= 0 .

Åñëè dp/dx < 0, òî è ∂2u/∂y2
∣∣
y=0

< 0 (ïðîôèëü ñêîðîñòåé âûïóêëûé). Â ñëó÷àå çà-

ìåäëåííîãî òå÷åíèÿ dp/dx > 0 è ∂2u/∂y2
∣∣
y=0

> 0. Òàê êàê ∂2u/∂y2 < 0 íà íåêîòîðîì
ðàññòîÿíèè îò ñòåíêè, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà P âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, òàêàÿ ÷òî
∂2u/∂y2 = 0. Òî÷êà P � òî÷êà ïåðåãèáà ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé.

13.2 Ñîïðîòèâëåíèå òðåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.

Åñëè â ñëó÷àå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè òåëî íå èñïûòûâàåò ñîïðîòèâëåíèÿ
òðåíèÿ (ïàðàäîêñ Ä'Àëàìáåðà), òî â ñëó÷àå äâèæåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ïîãðàíè÷íî-
ãî ñëîÿ ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è òî÷êó îòðûâà, íî
è ñîïðîòèâëåíèå, êîòîðîå âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òðåíèÿ äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè î ïî-
âåðõíîñòü òåëà.
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Êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ñòåíêå òåëà ðàâíî

τ0 = η
∂u

∂y

∣∣∣
y=0

.

Â ñëó÷àå ïëîñêîãî îáòåêàíèÿ äëÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ïîëó÷èì ôîðìóëó

Wòð = b
l∑

k=0

τ0 cosφ∆Sk,

ãäå b � âûñîòà òåëà, φ � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è íàïðàâëåíèåì U∞ íàáåãàþùåãî
ïîòîêà, S � êîîðäèíàòà âäîëü òåëà. Òàê êàê cosφdS = dx, òî

Wòð = b · η
∫ l

x0

∂u

∂y

∣∣∣
y=0

dx.

13.3 Çàêîí ïîäîáèÿ â ñèñòåìå Ïðàíäòëÿ.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

uux + vuy = UUx +
1

Re

∂2u

∂y2
, ux + vy = 0,

ïðè óñëîâèÿõ u
∣∣
y=0

= v
∣∣
y=0

= 0, u → U(x) ïðè y → ∞. Çäåñü Re = U∞L
ν
, ãäå U∞

� ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà, L � ðàçìåð òåëà, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü.
Ñäåëàåì çàìåíó

v′ = v
√
Re, y′ = y

√
Re, u′ = u, U ′ = U.

Òîãäà 
u′u′x + vu′y′ = U ′U ′

x +
∂2U ′

∂y′2

u′x + v′y = 0

u′
∣∣∣
y′=0

= v′
∣∣∣
y′=0

= 0, u′(x, y) → U ′(x), ïðè y′ → ∞.
(13.5)

Â ñèñòåìå èñ÷åçëà çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà Re. Â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ìîæíî ñ÷èòàòü Re =
1, çàâèñèìîñòü ïîëÿ ñêîðîñòåé îò Re îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì
(ñðàâíèòå ñî ñëó÷àåì àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà â îêðåñòíîñòè
êðèòè÷åñêîé òî÷êè). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà îòðûâà íå çàâèñèò îò ÷èñëà Re, îò Re
çàâèñèò ëèøü óãîë, ïîä êîòîðûì ÷àñòèöû æèäêîñòè îòõîäÿò îò ïîâåðõíîñòè òåëà.

14 Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

14.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ìèçåñà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ïðàíäòëÿ

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν

∂2u

∂y2

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

u|t=0 = u0(x, y) , u|y=0 = v|y=0 = 0,

Ut + UUx = −px
ρ
, u(t, x, y) →

y→∞
U(x, y).
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Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå

uux + vuy = UUx + νuyy,
ux + vy = 0,

u|y=0 = v|y=0 = 0, u(x, y) →
y→∞

U(x), UUx = −px 1
ρ
.

(14.1)

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

p = p0 − ρ
U2

2
.

Â 1927 ãîäó Ìèçåñ ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå: ââåäåì ôóíêöèþ òîêà

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
.

Òîãäà áóäåò âûïîëíåíî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Ââåäåì ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû:

ξ = x, η = ψ(x, y).

Çíà÷èò,

ux = uξ
∂ξ

∂x
+ uη

∂η

∂x
= uξ − vuψ,

uy = uξ
∂ξ

∂y
+ uη

∂η

∂y
= uuψ.

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû Ïðàíäòëÿ:

uuξ − uvuψ + vuuψ = −1

ρ
pξ + νu

∂

∂ψ

(
u
∂u

∂ψ

)
.

Ââåäåì òàê íàçûâàåìîå ïîëíîå äàâëåíèå g = p + ρ(u2/2). Ìàëîé âåëè÷èíîé ρ(v2/2)
ïðåíåáðåãàåì. Òîãäà

∂g

∂x
= νu

∂2g

∂ψ2
, u =

√
2

ρ
[g − p(x)]

ïðè óñëîâèÿõ g|ψ=0 = p(x), g|ψ=∞ = p(x) + ρ(u2/2).
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

y =

∫
∂ψ

u
=

√
ρ

2

∫
ψ=0

∂ψ√
g − p(x)

.

Ýòî óðàâíåíèå íåëèíåéíîå, èìååò îñîáóþ òî÷êó ïðè ψ = 0: u|ψ=0 = 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, òàê êàê g|ψ=∞ = p(x) + ρu2

2
, òî

∂g

∂x
=

∂p

∂x

∣∣∣∣
ψ=0

̸= 0.

Òàê êàê

u|ψ=0 = 0, a u
∂2g

∂x2

∣∣∣∣
ψ=0

̸= 0,

òî
∂2g

∂x2

∣∣∣∣
ψ=0

= ∞.
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Ýòî óðàâíåíèå ñëîæíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Âïåðâûå òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèí-
ñòâåííîñòè â ôèçè÷åñêîì êëàññå ðåøåíèé, ò.å. ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî îá-
ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïåðåìåííûå (x, y), áûëà äîêàçàíà Î.À. Îëåéíèê â 1963 ãîäó.
Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â öåëîì, åñëè ∂g/∂x 6 0.

Äëÿ îñåñèììåòðè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

(ru)x + (rv)y = 0

u =
1

r

∂(ψr)

∂y
=
∂ψ

∂r

v = −1

r

∂(ψr)

∂x
= −∂ψ

∂x
− 1

r

∂r

∂x
ψ

∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
− (

∂ψ

∂x
+

1

r

∂r

∂x
ψ)
∂2ψ

∂y2
= UUx + ν

∂3ψ

∂y3
,

ψ = ψy = 0 , ïðè y = 0 ,

ψy = U(x) , ïðè y = ∞

15 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ñòàöèîíàðíûé

îñåñèììåòðè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé

Ïóñòü æèäêîñòü îáòåêàåò âûïóêëîå òåëî. Ìû ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ � ïëîñêèé è
îñåñèììåòðè÷åñêèé. Â ïëîñêîì ñëó÷àå òåëî çàíèìàåò îáëàñòü âèäà G × R, ãäå G �
ïëîñêàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l. ×åðåç
γ îáîçíà÷èì êðèâóþ, çàäàþùóþ ÷àñòü ãðàíèöû, ëåæàùóþ ïî îäíó ñòîðîíó îò l. Â
îñåñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç l îñü âðàùåíèÿ, ÷åðåç γ � îáðàçóþùóþ
òåëà. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ êðèâîé γ ëåæèò íà l.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ l è γ. Îíà ðàçáèâàåòñÿ íà âûïóêëóþ çàìêíó-
òóþ îáëàñòü G, êîòîðóþ çàíèìàåò òåëî, è äîïîëíåíèå R2\G, êîòîðîå çàïîëíÿåò æèä-
êîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà γ, ÷åðåç r(x) � ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè γ(x) äî îñè l. Òåïåðü ââåäåì êîîðäèíàòû x è y â R2\G. Ïóñòü a ∈ R2\G, pa �
áëèæàéøàÿ ê a òî÷êà íà G (òàê êàê îáëàñòü G âûïóêëà, òî òî÷êà pa åäèíñòâåííà).
Òîãäà pa ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå G è îòðåçîê [a, pa] ïåðïåíäèêóëÿðåí êðèâîé γ. Åñëè
pa = γ(x), y � ðàññòîÿíèå îò a äî G, òî òî÷êå a ñîïîñòàâèì êîîðäèíàòû (x, y).

Âñþäó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

r(0) = 0, rx(0) ̸= 0, r(x) > 0 ïðè x > 0. (15.1)

Ïóñòü U(t, x) � ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü âíåøíåãî ïîòîêà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî

U(t, 0) = 0, U(t, x) > 0 ïðè x > 0, Ux(t, x) > 0 ïðè x > 0. (15.2)

Â ïëîñêîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïðàíäòëÿ èìååò âèä

ut + uux + vuy = Ut + UUx + νuyy,
ux + vy = 0,
u|t=0 = u0(x, y), u|x=0 = 0, u|y=0 = 0, v|y=0 = v0(t, x),
u(t, x, y) →

y→∞
U(t, x),

0 6 t 6 T, 0 6 x 6 X, 0 6 y <∞,

(15.3)
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â îñåñèììåòðè÷åñêîì �

ut + uux + vuy = Ut + UUx + νuyy,
(ru)x + (rv)y = 0,
u|t=0 = u0(x, y), u|x=0 = 0, u|y=0 = 0, v|y=0 = v0(t, x),
u(t, x, y) →

y→∞
U(t, x),

0 6 t 6 T, 0 6 x 6 X, 0 6 y <∞

(15.4)

(ñì. ïðåäûäóùèå ëåêöèè).

15.1 Ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì Êðîêêî

â îñåñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå.

Ïóñòü u � ðåøåíèå ñèñòåìû (15.4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uy > 0 ïðè 0 6 t 6 T , 0 6 x 6
X, 0 6 y <∞. Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

τ = t, ξ = x, η =
u(t, x, y)

U(t, x)
, w =

uy(t, x, y)

U(t, x)
. (15.5)

Îáðàòíàÿ çàìåíà èìååò âèä

y =

η∫
0

ds

w(t, x, s)
, u(t, x, y) = U(t, x)η.

Ïåðåìåííûå (15.5) íàçûâàþòñÿ ïåðåìåííûìè Êðîêêî.
Ïóñòü êàæäîãî t, x âûïîëíåíî

uy(t, x)

U(t, x)
→ 0, y → ∞. (15.6)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ w óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

νw2wηη − wτ − ηUwξ + Awη +Bw = 0, 0 6 ξ 6 X, 0 6 η < 1 (15.7)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w|τ=0 = w0 ≡
u0y
U
, w|η=1 = 0, (νwwη − v0w + C)|η=0 = 0, (15.8)

ãäå

A = (η2 − 1)Ux + (η − 1)
Ut
U
, B = −ηUx + η

rxU

r
− Ut
U
, C = Ux +

Ut
U
.

Ñíà÷àëà èñêëþ÷èì v. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (15.4) íà r, ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì ïî y, âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì óðàâíåíèåì è ïîëó÷èì

r(uux)y − (ru)xuy + rvuyy + r(ut)y = νruyyy.

×òîáû èñêëþ÷èòü v èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæèì åãî íà uy è âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì
óðàâíåíèåì (15.4). Òîãäà ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

uy(uty + uuxy)−
rx
r
uu2y + (Ut + UUx)uyy − (ut + uux)uyy = ν(uyuyyy − u2yy). (15.9)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì Êðîêêî. Èìååì ηy = w,

uyy = Uwηηy = Uwwη, (15.10)
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uyyy = U(wηw)y = U(wηηw
2 + ww2

η). Çíà÷èò,

uyuyyy − u2yy = U2w3wηη,

uyuxy − uxuyy = (Uw)xUw − (Uη)x(Uw)y =

= Uxw ·Uw+Uwx ·Uw−(Uxη+Uηx)Uwηw = UUxw
2+U2wwx−UxUwwηη−U2wwηηx =

= UUxw
2 + U2wwξ + U2wwηηx − UUxwwηη −U2wwηηx = UUxw

2 + U2wwξ −UUxwwηη,

è àíàëîãè÷íî
uyuty − utuyy = Uw(Utw + Uwτ − Utηwη).

Îòñþäà
u(uyuxy − uxuyy) + (uyuty − utuyy) =

= Uw ((Ut + ηUUx)w + U(wτ + ηUwξ)− (Ut + ηUUx)ηwη) .

Íàêîíåö, uu2y = U3w2η. Ïîäñòàâèâ âñå ýòî â (15.9) è ñîêðàòèâ íà U2w, ïîëó÷àåì
(15.7).

Òåïåðü äîêàæåì (15.8). Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ â
(15.4), âòîðîå ðàâåíñòâî � èç (15.6) è óñëîâèÿ u(t, x, y) →

y→∞
U(t, x). Òàê êàê (ut +

uux + vuy)|y=0 = Ut + UUx + νuyy, òî â ñèëó (15.10) ïîëó÷àåì òðåòüå ðàâåíñòâî (òàê
êàê u|y=0 = 0 äëÿ ëþáîãî t, x, òî ut|y=0 = 0 è uux|y=0 = 0).

15.2 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

äëÿ ñòàöèîíàðíîãî îñåñèììåòðè÷åñêîãî

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïðàíäòëÿ â ïåðåìåííûõ Êðîêêî èìåþò âèä

νw2wηη − ηUwξ + Awη +Bw = 0, 0 6 ξ 6 X, 0 6 η < 1, (15.11)

w|η=1 = 0, (νwwη − v0w + C)|η=0 = 0, (15.12)

ãäå

A = (η2 − 1)Ux, B = −ηUx + η
rxU

r
, C = Ux.

Çàìåòèì, ÷òî

−Ux +
rxU

r
→ 0 ïðè x→ 0. (15.13)

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ U
r
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è åå ïðîèçâîäíàÿ

ïðè x ̸= 0 ðàâíà 1
r

(
Ux − rxU

r

)
è îãðàíè÷åíà, à r(0) = 0.

Â ðàáîòå Î.À. Îëåéíèê [21] áûëè äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (15.11), (15.12) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ X è íàéäåíà àñèìïòîòèêà ôóíê-
öèè w(ξ, η) ïðè η → 1. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ íå
ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü r, U äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, Ux > 0, U(0) = 0,
|Uxx| 6 N1x, v0 6 N2x (Ni > 0 � êîíñòàíòû), v0 èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ,
è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (15.1) è (15.2). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå X1 = X1(U, r, v0) > 0,
÷òî â îáëàñòè GX1 = {0 6 ξ 6 X1, 0 6 η < 1} ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (15.11),
(15.12), îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. w íåïðåðûâíà â GX1, wη íåïðåðûâíà ïî η ïðè η < 1, wwηη îãðàíè÷åíà â GX1;

2. íàéäóòñÿ òàêèå µ ∈ (0, 1) è êîíñòàíòû Mi > 0, 1 6 i 6 6, ÷òî

M1(1− η)
√

− lnµ(1− η) 6 w 6M2(1− η)
√

− lnµ(1− η),

−M3

√
− lnµ(1− η) 6 wη 6 −M4

√
− lnµ(1− η),

|wξ| 6M5(1− η)
√

− lnµ(1− η), wwηη < −M6.

Â ëþáîé çàìêíóòîé îáëàñòè, ëåæàùåé ñòðîãî âíóòðè GX1, ôóíêöèÿ w è åå ïðîèç-
âîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (15.11), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Ôóíêöèÿ w
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15.11) âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ GX1, ïðè 0 6 ξ 6 X1

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15.12).

Ýòó òåîðåìó ìû äîêàæåì ÷àñòè÷íî: äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è ïîðÿäêîâûå îöåíêè
äëÿ w|ξ=0. Çàòåì èçëîæèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 15. Çàäà÷à (15.11), (15.12) ìîæåò èìåòü òîëüêî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
íåïðåðûâíîå â GX , îáëàäàþùåå íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè wη, wξ, wηη âíóòðè GX

è òàêîå, ÷òî

1. wηη 6 0,

2. w > 0 âíóòðè GX , w > 0 ïðè η = 0,

3. wη íåïðåðûâíà ïî η ïðè η = 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè X 6 X1, òî óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü, âûïîë-
íåíû.

15.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè.

Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ w = e−αξ(w1 −w2), ãäå w1, w2

� ðåøåíèÿ, à α ïîäáèðàåòñÿ ïîçæå. Äëÿ ôóíêöèè w âûïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äàëåå ðàññóæäåíèÿ ïîõîæè
íà äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è îïèðà-
þòñÿ íà íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè â òåðìèíàõ âòîðîé ïðîèçâîäíîé
âíóòðè îáëàñòè èëè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå. Ýòîò æå ïðèåì áóäåò ïîòîì
èñïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî ðàç ïðè äîêàçàòåëüñòâå àïðèîðíûõ îöåíîê.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15. Ïóñòü w1, w2 � äâà ðåøåíèÿ, w = e−αξ(w1 − w2).
Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâà (15.11) ñ w := w1 è w := w2 è óìíîæèâ ðàçíîñòü íà e

−αξ, ïîëó÷àåì,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

νw2
1wηη − ηUwξ + Awη + [B + ν(w1 + w2)w2ηη − αUη]w = 0, (ξ, η) ∈ GX ,

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w|η=1 = 0,

(
νwη −

Ux
w1w2

w

)∣∣∣∣
η=0

= 0. (15.14)

Åñëè α > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî êîýôôèöèåíò ïðè w â óðàâíåíèè áóäåò îòðèöà-
òåëüíûì äëÿ ëþáîãî ξ > 0. Â ñàìîì äåëå, èç óñëîâèé òåîðåìû, îïðåäåëåíèÿ B, (15.2)
è (15.13) ñëåäóåò, ÷òî

B + ν(w1 + w2)w2ηη − αUη 6 η

(
−Ux +

rxU

r
− αU

)
< 0
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ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì α, òàê êàê U(x) > c1x,
∣∣−Ux + rxU

r

∣∣ 6 c2x äëÿ íåêîòîðûõ
ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò c1, c2.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ w íå ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà. Ïðåäïî-
ëîæèì îáðàòíîå.

• Ïóñòü òî÷êà ìàêñèìóìà ðàñïîëîæåíà âíóòðè îáëàñòè. Òîãäà â íåé wξ = wη = 0,
ïîýòîìó

νw2
1wηη = − [B + ν(w1 + w2)w2ηη − αUη]w > 0,

ò.å. wηη > 0, ÷òî äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà íåâîçìîæíî.

• Ïóñòü òî÷êà ìàêñèìóìà ðàñïîëîæåíà íà îòðåçêå 0 6 x 6 X, η = 0. Èç óñëîâèé
òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå w1 > 0, w2 > 0. Êðîìå òîãî, Ux > 0 è w > 0,
òàê ÷òî wη > 0 â ñèëó (15.14), ÷òî îïÿòü íåâîçìîæíî äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà.

• Ïóñòü (0, η∗) � òî÷êà ìàêñèìóìà, 0 < η∗ < 1. Çäåñü ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
îãðàíè÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèé íà îòðåçîê {ξ = 0} òàê æå, êàê ñàìè ýòè ôóíêöèè.
Òîãäà wη(η∗) = 0 è â ñèëó óñëîâèé U(0) = 0, B(0) = 0 ïîëó÷àåì

νw2
1(η∗)wηη(η∗) = −ν(w1(η∗) + w2(η∗))w2ηη(η∗)w(η∗).

Åñëè w2ηη(η∗) > 0, òî wηη(η∗) > 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè w2ηη(η∗) = 0, òî
wηη(η∗) = 0, îòêóäà w1ηη(η∗) = 0. Òàê êàê w(η∗) > 0 è w2(η∗) > 0, òî w1(η∗) > 0.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

νw2
1φη + Aφ = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ w1η ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì. Åñëè φ1 � ðåøåíèå, φ1η(η∗) = 0,
òî φ1(η∗) = 0. Ïóñòü I ⊂ [0, 1] � ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òî÷êó
η∗, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ w1 ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, φ1|I ≡ 0. Â ÷àñò-
íîñòè, w1η|I ≡ 0 è w1|I ≡ const. Çíà÷èò, â êîíöàõ èíòåðâàëà I ôóíêöèÿ w1

ïîëîæèòåëüíà, òàê ÷òî I = (0, 1). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ w1(1) = 0.

• Ïóñòü òî÷êà ìàêñèìóìà ðàñïîëîæåíà íà èíòåðâàëå ξ = X, 0 < η < 1. Òîãäà
wη = 0, wξ > 0, îòêóäà U(X)wξ > 0, ò.å.

νw2
1wηη = ηU(X)wξ − [B + ν(w1 + w2)w2ηη − αU(X)η]w > 0

� ïðîòèâîðå÷èå.

15.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è àñèìïòîòèêà â

òî÷êå îñòàíîâà.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (15.11), (15.12) ïðè ξ = 0. Òàê êàê U(0) = 0, B(0) = 0, v0(0) = 0,
òî ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

νw2wηη + Awη = 0, 0 6 η < 1, (15.15)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w(1) = 0, (νwwη + C)|η=0 = 0. (15.16)

Òðóäíîñòü â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèå
íåëèíåéíî è ïðè η = 1 èìååòñÿ âûðîæäåíèå êîýôôèöèåíòà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîä-
íîé. Êðîìå òîãî, åñëè w ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (15.15), (15.16), òî −w òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì.

63



Ëåììà 6. Óðàâíåíèå (15.15) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (15.16) èìååò ðåøåíèå w(η),
íåïðåðûâíîå ïðè 0 6 η 6 1 è áåñêîíå÷íî ãëàäêîå ïðè 0 6 η < 1. Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

M7(1− η) 6 w(η) 6M8(1− η)
√

− lnµ(1− η), (15.17)

ãäå M7, M8, µ � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå

Lε(w) :=
(
νw2 + ε

)
wηη + Awη = 0, 0 6 η < 1, (15.18)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (15.16), äëÿ íåãî äîêàæåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è àïðè-
îðíûå îöåíêè, à çàòåì ñäåëàåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.

Îáîçíà÷èì

λε(w) =

(
νwη +

Ux
w

)∣∣∣∣
η=0

.

Àïðèîðíàÿ îöåíêà ñíèçó.
Ïóñòü w � ðåøåíèå (15.18), (15.16), w(0) > 0. Ïîëîæèì V =M9(1−η), ãäåM9 > 0.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî y := V − w 6 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì M9. Èìååì

Lε(V ) =M9(1− η2)Ux > 0,

ïîýòîìó
Lε(V )− Lε(w) > 0 ïðè η < 1.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì M9 âûïîëíåíî

λε(V ) =

(
−νM9 +

Ux
M9

)
> 0, (15.19)

îòêóäà ñëåäóåò (
νyη −

Uxy

wV

)∣∣∣∣
η=0

> 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà y 6 0 ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Äëÿ ëþ-
áîãî 0 6 η < 1

Lε(V )− Lε(w) = (νw2 + ε)yηη + Ayη > 0.

Ïóñòü y(η∗) = maxη y(η) > 0. Åñëè 0 < η∗ < 1, òî yη(η∗) = 0, îòêóäà yηη(η∗) > 0. Ïóñòü
η∗ = 0. Òîãäà èç óñëîâèé yη(0) > 0, w(0) > 0, V (0) > 0 è Ux > 0 ñëåäóåò, ÷òî yη(0) > 0.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìåíà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Ìû ïîëó÷èëè àïðèîðíóþ íèæíþþ îöåíêó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî w(0) > 0. Ïî-

ýòîìó íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå èìåííî òàêîãî ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì òî æå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íî ñ ìîäèôèöèðîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â íó-
ëå, è ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå â íóëå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
èñõîäíîé ñèñòåìû. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ìû áóäåì äîêàçûâàòü äëÿ óðàâíåíèÿ ñ
ìîäèôèöèðîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.

Ïóñòü ψ(u), u ∈ R, � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ψ(u) = u ïðè
u > M9, ψ(u) = M9

2
ïðè u 6 M9

4
, 0 6 ψ′(u) 6 1 ïðè M9

4
6 u 6 M9. Ðàññìîòðèì

óðàâíåíèå (15.18) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

w(1) = 0,

(
νwη +

Ux
ψ(|w|)

)∣∣∣∣
η=0

= 0. (15.20)
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Ïóñòü w̃ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (15.18), (15.20), òàêîå ÷òî w̃(0) > 0 (òîãäà ìîäóëü
ìîæíî óáðàòü). Ïîêàæåì, ÷òî w̃ > V . Ïóñòü ỹ = V − w̃. Èìååì(

νVη +
Ux
ψ(V )

)∣∣∣∣
η=0

= −νM9 +
Ux
M9

(15.19)
> 0.

Òàê êàê (
νVη +

Ux
ψ(V )

)
−
(
νwη +

Ux
ψ(w)

)
= νỹη −

Uxψ
′(χ)ỹ

ψ(V )ψ(w̃)

äëÿ íåêîòîðîãî χ ∈ R, òî (
νỹη −

Uxψ
′(χ)ỹ

ψ(V )ψ(w̃)

)∣∣∣∣
η=0

> 0;

êðîìå òîãî,
(νw2 + ε)ỹηη + Aỹη > 0

ïðè η < 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ ñëåäóåò, ÷òî Uxψ′(χ)
ψ(V )ψ(w̃)

> 0. Òàê æå, êàê äëÿ y,
ïîëó÷àåì, ÷òî ỹ 6 0.

Òàêèì îáðàçîì, w̃ > V . Â ÷àñòíîñòè, w̃(0) > V (0) > M9, òàê ÷òî ψ(w̃(0)) = w̃(0)
è w̃ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (15.16).

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
Ïîëîæèì

φ(u) = −
1∫

0

ψ′(su)

ψ2(su)
ds ∈

[
− 4

M2
9

, 0

]
.

Òîãäà ïðè u > 0

uφ(u) =
1

ψ(u)
− 1

ψ(0)
.

Ðåøåíèå (15.18), (15.20), òàêîå, ÷òî w(0) > 0, ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïå-
ðàòîðà, ñîïîñòàâëÿþùåãî ôóíêöèè θ ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

(νθ2 + ε)wηη + Awη = 0

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

w(1) = 0,

(
νwη + Ux

[
φ(|θ|)w +

1

ψ(0)

])∣∣∣∣
η=0

= 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï Ëåðå�Øàóäåðà, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè
ýòîãî îïåðàòîðà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà γ ∈ [0, 1],

(νγw2 + ε)wηη + Awη = 0 (15.21)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

w(1) = 0,

(
νwη + Ux

[
φ(γ|w|)w +

1

ψ(0)

])∣∣∣∣
η=0

= 0. (15.22)

Ïðè γ = 1 ñèñòåìà (15.21), (15.22) ñîâïàäàåò ñ (15.18), (15.20) íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé
w òàêèõ, ÷òî w(0) > 0.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð T (θ, γ), êîòîðûé ôóíêöèè θ ∈ C2[0, 1] ñîïîñòàâëÿåò ôóíê-
öèþ w ∈ C2[0, 1], ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(νγθ2 + ε)wηη + Awη = 0 (15.23)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

w(1) = 0,

(
νwη + Ux

[
φ(γ|θ|)w +

1

ψ(0)

])∣∣∣∣
η=0

= 0. (15.24)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1. îïåðàòîð T (θ, γ) êîððåêòíî îïðåäåëåí, ò.å. ÷òî ðåøåíèå (15.23), (15.24) ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííî;

2. îïåðàòîð T (·, ·) âïîëíå íåïðåðûâåí, ò.å. íåïðåðûâåí è ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííûå
ìíîæåñòâà â ïðåäêîìïàêòíûå;

3. ìíîæåñòâî ðåøåíèé T (w, γ) = w ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî γ;

4. îòîáðàæåíèå I − T (·, 0) ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó íà øàðå äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî ðàäèóñà.

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ëåðå � Øàóäåðà îïåðàòîð T (·, 1) èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó â
ïðîñòðàíñòâå C2[0, 1]. Êðîìå òîãî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå (15.21), (15.22) áóäåò
ïîëîæèòåëüíî ïðè η = 0 è ïîýòîìó ïðè γ = 1 áóäåò ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì (15.18),
(15.16).

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå (15.23), (15.24) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Òàê êàê
óðàâíåíèå ëèíåéíî, âñå åãî êîýôôèöèåíòû íåïðåðûâíû è êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé
ïðîèçâîäíîé ïîëîæèòåëåí, òî ðåøåíèå (15.23) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè ëþáûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ w(1), w′(1). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (15.24) òàêæå ëèíåéíû, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü. (Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð
èç R â R, ñîïîñòàâëÿþùèé ÷èñëó c çíà÷åíèå νwη(0)+Uxφ(γ|θ(0)|)w(0), ãäå w � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè w(1) = 0, w′(1) = c. Åñëè ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è åäèíñòâåííî, òî ýòîò îïåðàòîð èìååò íóëåâîå ÿäðî è ïîýòîìó ñþðúåêòèâåí.)

Ïóñòü w � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15.23) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

w(1) = 0, (νwη + Uxφ(γ|θ|)w)|η=0 = 0. (15.25)

Ïîêàæåì, ÷òî w = 0. Îáîçíà÷èì g = wη. Òîãäà, åñëè w ̸≡ 0, òî g ̸≡ 0 (ò.ê. w(1) = 0).
Ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(νγθ2 + ε)gη + Ag = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî A > 0 ïðè η ∈ [0, 1). Çíà÷èò, åñëè g ̸≡ 0, òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ gη(η) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî η ∈ [0, 1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íà (0, 1). Ïóñòü 0 � òî÷êà
ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè w. Åñëè φ(γ|θ(0)|) < 0, òî wη(0) > 0 � ïðî-
òèâîðå÷èå. Åñëè φ(γ|θ(0)|) = 0, òî g(0) = 0, è ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ g ≡ 0.

Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïî θ ∈ C2[0, 1], γ ∈ [0, 1] ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé (15.23), (15.24) â ìåòðèêå C[0, 1]. Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
îãðàíè÷åíî â ìåòðèêå C3[0, 1] ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ Θ, γ ∈ [0, 1], ãäå Θ � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî â C2[0, 1]. Êðîìå òîãî, äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé (15.21), (15.22)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî γ ∈ [0, 1] â C2[0, 1].

Ñíà÷àëà îöåíèì w ñíèçó. Ïóñòü V0 =M10(1− η). Òîãäà(
νV0η + Ux

[
φ(γ|θ|)V0 +

1

ψ(0)

])∣∣∣∣
η=0

=

(
−νM10 + Ux

[
M10φ(γ|θ|) +

2

M9

])∣∣∣∣
η=0

> 0,
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åñëè M10 äîñòàòî÷íî ìàëî (ïðè ýòîì, M10 ìîæíî âçÿòü íå çàâèñÿùèì îò θ, γ, ε).
Ïîýòîìó äëÿ y = V0 − w âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(νyη + Uxφ(γ|θ|)y)|η=0 > 0, (νγθ2 + ε)yηη + Ayη > 0.

Îòñþäà è èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî y 6 0. Çíà÷èò, w(η) >M10(1− η).
Òåïåðü îöåíèì w ñâåðõó. Îïðåäåëèì w ðàâåíñòâîì

w = (M11 − eβη)w,

ãäå M11, β � äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïîäñòàâèâ ýòî ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè w â (15.23), (15.24), ïîëó÷àåì, ÷òî w óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(νγθ2 + ε)wηη + Awη +Bw = 0,

ãäå

B =
−β2(νγθ2 + ε)− Aβ

M11 − eβη
eβη < 0

ïðè β = 2Ux(0)
ε

è M11 = 2eβ, è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w(1) = 0, (νwη + Cw + C1)|η=0 = 0,

ãäå

C = Uxφ(γθ)−
νβ

M11e−βη − 1
6 − νβ

2eβ(1−η) − 1
< 0,

C1 = Ux

ψ(0)(M11−eβη) 6 Ux

ψ(0)
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w íå ìîæåò èìåòü ïîëîæè-

òåëüíîãî ìàêñèìóìà ïðè η > 0. Åñëè 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè w, òî wη(0) 6 0,

îòêóäà Cw > −C1, ò.å. w 6 C1

−C .

Òåì ñàìûì, äëÿ ëþáîãî θ ∈ C2[0, 1]

M10(1− η) 6 w 6 C1(2e
β − eβη)

−C
. (15.26)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè w � ðåøåíèå (15.21), (15.22), òî w óäîâëåòâîðÿåò (15.26).
Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü g := wη ïî γ ∈ [0, 1] è θ ∈ Θ1, ãäå Θ1 îãðà-

íè÷åíî â ìåòðèêå C[0, 1]. Èç (15.21) è (15.22) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

(νγθ2 + ε)gη + Ag = 0

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè(
νg + Ux

[
φ(γθ)w +

1

ψ(0)

])∣∣∣∣
η=0

= 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ w óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (15.26), òî èç óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü g (ÿâíóþ îöåíêó ìîæíî âûïèñàòü,
ïðèìåíèâ ëåììó Ãðîíóîëëà). Â ÷àñòíîñòè, åñëè w � ðåøåíèå (15.21), (15.22), òî
wη îãðàíè÷åíî ðàâíîìåðíî ïî γ ∈ [0, 1].

Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü wηη ñðàçó ñëåäóåò èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(15.21) èëè (15.23) è óæå ïîëó÷åííûõ îöåíîê íà w, wη. Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
óðàâíåíèÿ (15.23) ïî η è èç ïîëó÷èâøåãîñÿ òîæäåñòâà âûðàçèòü wηηη, òî ïîëó÷èòñÿ
ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà äëÿ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé.
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Â ñèëó äîêàçàííîãî, îòîáðàæåíèå T (·, ·) ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â
C2[0, 1] × [0, 1] â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â C3[0, 1]. Ïî òåîðåìå Àðöåëà � Àñêîëè,
îáðàç áóäåò ïðåäêîìïàêòåí â C2[0, 1]. Íåïðåðûâíîñòü T (·, ·) ñëåäóåò èç óðàâíåíèé è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ðàçíîñòü ðåøåíèé (15.23), (15.24), ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì θ, γ, è èç îöåíîê ýòèõ ðåøåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî íà øàðå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà îòîáðàæåíèÿ
I−T (·, 1) è I−T (·, 0) çàäàþò âïîëíå íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ìåæäó êîòîðûìè
ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ãîìîòîïèÿ. Ïðîâåðèì, ÷òî I−T (·, 0) ãîìîòîïíî I íà øàðå
áîëüøîãî ðàäèóñà. Â ñàìîì äåëå, T (θ, 0) = w∗ íå çàâèñèò îò θ, òàê êàê êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ (15.23) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (15.24) íå çàâèñÿò îò θ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
w = λw∗ ïðèíàäëåæèò øàðó ðàäèóñà ∥w∗∥C2[0, 1] äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1], òàê ÷òî ïîëÿ I−
T (·, 0) è I ãîìîòîïíû íà øàðå ðàäèóñà, áîëüøåãî ∥w∗∥C2[0, 1]. Çíà÷èò, ïîëÿ I −T (·, 1)
è I òàêæå ãîìîòîïíû íà øàðå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà è ïîýòîìó I − T (·, 1)
èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî èç (15.26) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå (15.21), (15.22)
ïîëîæèòåëüíî ïðè η = 0.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Âåðõíÿÿ îöåíêà (15.18), (15.16).
Ïîêàæåì, ÷òî w 6 V1 :=M12(1− η)σ, ãäå

σ =
√

− lnµ(1− η), (15.27)

M12, µ > 0 íå çàâèñÿò îò ε. Â êà÷åñòâå µ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1)
òàêîå, ÷òî σ > 1 äëÿ âñåõ 0 6 η < 1. Íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ òåì æå ìåòîäîì,
êàêèì áûëè ïîëó÷åíû îñòàëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè. Òàê êàê

[(1− η)σ]′ = −σ +
1

2σ
, [(1− η)σ]′′ = − 1

2σ(1− η)
− 1

4σ3(1− η)
,

òî

Lε(V1) = εM12

(
− 1

2σ(1− η)
− 1

4σ3(1− η)

)
+

+νM2
12(1− η)2σ2

(
− M12

2σ(1− η)
− M12

4(1− η)σ3

)
−M12(1− η)(1 + η)Ux

[
−σ +

1

2σ

]
< 0

äëÿ ëþáîãî η ∈ [0, 1), åñëè M12 äîñòàòî÷íî âåëèêî (ïðè ýòîì, M12 ìîæíî âûáðàòü íå
çàâèñÿùèì îò ε). Äàëåå,

λε(V1) =

(
νM12

(
−σ +

1

2σ

)
+

Ux
M12σ

)∣∣∣∣
η=0

< 0

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M12 (òàê êàê σ > 1).
Ïîëîæèì s = V1 − w. Òîãäà äëÿ ëþáîãî η ∈ [0, 1)

(νw2 + ε)sηη + Asη + V1ηην(w + V1)s = Lε(V1) < 0,(
νsη −

Uxs

wV1

)∣∣∣∣
η=0

< 0.

Òàê êàê V1ηη < 0 ïðè η < 1, òî îòñþäà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî s > 0, ò.å. w 6 V1. Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ w ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíà ïî ε > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî wη è wηη òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
ïî ε > 0 (ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ε→ 0.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (15.18) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (15.16). Äèôôåðåíöèðóÿ
(15.18) ïî η, ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïî ε âñåõ ïðîèçâîäíûõ íà [0, 1−
δ]. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî ôóíêöèé {w(ε)} ïðåäêîìïàêòíî â Cm[0, 1 − δ] äëÿ ëþáîãî
m ∈ N è ëþáîãî δ > 0. Ïðèìåíÿÿ êàíòîðîâñêèé äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, âûáèðàåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w(εi), ñõîäÿùóþñÿ â Cm[0, 1 − δ] äëÿ ëþáîãî m ∈ N, δ > 0.
Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé íà [0, 1) è óäîâëåòâîðÿòü
îöåíêàì (15.17), óðàâíåíèþ (15.15) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìè (15.16).

Âñþäó äàëåå σ îïðåäåëÿåì ôîðìóëîé (15.27).

Ëåììà 7. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

w(η) >M13(1− η)σ. (15.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ =M13(1− η)σ. Òîãäà

L(Φ) ≡ νΦ2Φηη + AΦη =M13(1− η)σ

[
−νM

2
13

2
− νM2

13

4σ2
− (1 + η)Ux

(
−1 +

1

2σ2

)]
> 0,

λ(Φ) ≡
(
νΦη +

Ux
Φ

)∣∣∣∣
η=0

=

(
νM13

(
−σ +

1

2σ

)
+

Ux
M13σ

)∣∣∣∣
η=0

> 0

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì M13. Êðîìå òîãî, Φηη < 0.
Ïóñòü s = Φ− w. Òîãäà

νw2sηη + Asη + Φηην(w + Φ)s > 0,(
νsη −

Ux
wΦ

s

)∣∣∣∣
η=0

> 0,

ïîýòîìó â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà s 6 0, ò.å. w(η) > Φ(η).

15.5 Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ â îáùåì

ñëó÷àå.

Åñëè áû â óðàâíåíèè (15.11) íå áûëî ñëàãàåìîãî ñ wξ, òî ýòî áûëî áû îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðîâåñòè äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: çàìåíèòü wξ ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèåì è
ïîëó÷èòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîêàçàòü òåîðåìó
ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ íåå è çàòåì ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà äîêàçàòü ñóùåñòâî-
âàíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðÿìûõ.

Ïåðåõîä ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïóñòü h ∈ (0, X), m =

[
X
h

]
. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(ξ, η) îáîçíà÷èì fk = fk(η) =

f(kh, η), k = 0, m. Çàìåíèì óðàâíåíèå (15.11) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (15.12) ñè-
ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ν(wk)2wkηη − (ηUk + µkh)
wk − wk−1

h
+ Akwkη +Bkwk = 0, 0 6 η < 1, k = 0, m (15.29)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

wk(1) = 0, (νwkwkη − vk0w
k + Ck)|η=0 = 0. (15.30)

Çäåñü µ0 = 0, à ïðè k > 1 â êà÷åñòâå µk áåðåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ ïîçæå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = 0 êîýôôèöèåíò ïðè
wk−wk−1

h
ðàâåí íóëþ, ò.å. w0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ν(w0)2w0
ηη + A0w0

η = 0.
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16 Íåêëàññè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [2],
ïîëîæèâ ìàññîâûå ñèëû ðàâíûìè íóëþ:

∂ur

∂t
+ur

∂ur

∂r
+
uθ

r

∂ur

∂θ
+

uφ

r sin θ

∂ur

∂φ
−
u2
θ + u2

φ

r
= −∂p

∂r
+

1

Re

(
∆ur−

2ur

r2
−2uθ

r2
ctg θ− 2

r2 sin θ

∂uφ

∂φ
− 2

r2
∂uθ

∂θ

)
,

∂uθ

∂t
+ur

∂uθ

∂r
+
uθ

r

∂uθ

∂θ
+

uφ

r sin θ

∂uθ

∂φ
+
uruθ − u2

φctg θ

r
= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

(
∆uθ−

uθ

r2 sin2 θ
− 2 cos θ

r2 sin2 θ

∂uφ

∂φ
+

2

r2
∂ur

∂θ

)
,

∂uφ

∂t
+ur

∂uφ

∂r
+
uθ

r

∂uφ

∂θ
+

uφ

r sin θ

∂uφ

∂φ
+
uφ(ur + uθctg θ)

r
= − 1

r sin θ

∂p

∂φ
+

1

Re

(
∆uφ−

2

r2 sin2 θ
(
uφ

2
−cos θ

∂uθ

∂φ
−∂ur

∂φ
)
)
,

ãäå ∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

ctg θ

r2
∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2 ,

óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

sin θ
∂(urr

2)

∂r
+ r

∂(uθ sin θ)

∂θ
+ r

∂uφ

∂φ
= 0.

Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå (äëÿ êîòîðîãî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
ïåðåìåííîé φ îò ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ òå÷åíèå, ðàâíû íóëþ: ∂

∂φ
= 0, uφ = 0)

â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå:

ur
∂ur
∂r

+
uθ
r

∂ur
∂θ

− u2θ
r

= −∂p
∂r

+
1

Re

(
∆ur −

2ur
r2

− 2uθ
r2

ctg θ − 2

r2
∂uθ
∂θ

)
,

ur
∂uθ
∂r

+
uθ
r

∂uθ
∂θ

+
uruθ
r

= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

(
∆uθ −

uθ
r2 sin2 θ

+
2

r2
∂ur
∂θ

)
è

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

ctg θ

r2
∂

∂θ
;

óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

r
∂ur
∂r

+
∂uθ
∂θ

+ 2ur + uθctg θ = 0.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåí-
íûõ òàê, ÷òîáû òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ δ ∼ 1√

Re
ñòàëà ïîðÿäêà 1. Ðàññìîòðèì

ïîãðàíè÷íûé ñëîé âîêðóã åäèíè÷íîãî øàðà è êîîðäèíàòû

r = 1 +
y√
Re

, x = θ

(êîîðäèíàòà y íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè øàðà, x � äóãà îêðóæíîñòè
ðàäèóñà 1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëó θ). Ââåä¼ì íîâûå ôóíêöèè

u = uθ , v = ur
√
Re ,

u � ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ïî êàñàòåëüíîé, v � ïî íîðìàëè ê øàðó. Ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðèìåò âèä

uvx
r

+vvy−
u2
√
Re

r
= −pyRe+

1

Re

(
vyyRe+

2vy
√
Re

r
+
vxx
r2

+
vxctg x

r2
−2v

r2
−2uctg x

√
Re

r2
−2ux

√
Re

r2

)
,

uux
r

+vuy+
uv

r
√
Re

= −px
r
+

1

Re

(
uyyRe+

2uy
√
Re

r
+
uxx
r2

+
uxctg x

r2
− u

r2 sin2 x
+

2vx

r2
√
Re

)
,

ux + rvy +
2v√
Re

+ uctg x = 0.

70



Ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà 1
Re
, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé íåêëàññè÷åñêîãî

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ îáòåêàíèÿ åäèíè÷íîãî øàðà:

uux
r

+ vuy +
uv

r
√
Re

= −px
r

+ uyy +
2uy

r
√
Re

,

u2

r
√
Re

= py ,

ux + rvy +
2v√
Re

+ uctg x = 0.

Ñðàâíèì ýòó ñèñòåìó ñ êëàññè÷åñêîé

u · ux + vuy = −px + uyy

0 = −py
(ru)x + (rv)y = 0

(çäåñü r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé x = θ äî îñè ñèììåòðèè)

(sinxu)x + (sin x v)y = sin xux + cos xu+ sin x vy = sin x(ux + ctg xu+ vy).

Òàê êàê r = 1+ y√
Re
, òî r → 1 ïðè Re → +∞ è, åñëè ïðåíåáðå÷ü âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà

1√
Re
, òî íåêëàññè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêèé. Çàìåòèì òàêæå,

÷òî åñëè â ñèñòåìå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñîõðàíèòü ñëàãàåìûå ïîðÿäêà 1
Re
, òî

uxx
r2Re

,
vxx
r2Re

îñòàíóòñÿ è ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà áóäåò ýëëèïòè÷åñêîé (òåì ñàìûì, ïî ñóòè, íèêàêî-
ãî óïðîùåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé íå ïðîèçîéä¼ò). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
íåêëàññè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé, êàê è êëàññè÷åñêèé, îïèñûâàåòñÿ áîëåå ïðîñòîé,
ïàðàáîëè÷åñêîé, ñèñòåìîé óðàâíåíèé è ïîýòîìó ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ ñëîé çà ñëîåì ïî îñè Ox, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå
çàäà÷è.

17 Äîïîëíåíèå 1. Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.

Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ: supp f � íîñèòåëü ôóíêöèè f ; BR(0) � øàð ðàäèóñà R ñ
öåíòðîì â íóëå; Lloc

1 (Ω) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : Ω → R òàêèõ, ÷òî f ∈ L1(K) äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ω.

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {fn} ⊂ W 1
p (Ω) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ïðîñòðàíñòâà W 1
p (Ω) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} è{

∂fn
∂xj

}
, 1 6 j 6 d, ôóíäàìåíòàëüíû â Lp(Ω). Çíà÷èò, fn

Lp→ f è ∂fn
∂xj

Lp→ gj ïðè n → ∞.

Ïîêàæåì, ÷òî gj =
∂f
∂xj

. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü φ ∈ C∞
0 (Ω). Òîãäà∫

Ω

gjφdx = lim
n→∞

∫
Ω

∂fn
∂xj

φdx = − lim
n→∞

∫
Ω

fn
∂φ

∂xj
dx = −

∫
Ω

f
∂φ

∂xj
dx.
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Ïóñòü ω ∈ C∞
0 (Rd), ω > 0, suppω ⊂ B1(0) è

∫
Rd

ω(x) dx = 1. Ïîëîæèì ωh(x) =

1
hd
ω
(
x
h

)
, h > 0. Òîãäà suppωh ⊂ Bh(0) è∫

Rd

ωh(x) dx =
1

hd

∫
Rd

ω
(x
h

)
dx =

∫
Rd

ω(y) dy = 1. (17.1)

Ïóñòü f ∈ Lloc
1 (Rd). Óñðåäíåíèåì ïî Ñòåêëîâó � Øâàðöó ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ

(ωh ∗ f)(x) =
∫
Rd

f(y)ωh(x− y) dy ≡
∫
Rd

f(x− y)ωh(y) dy.

Ïðåäëîæåíèå 10. Ôóíêöèÿ ωh ∗ f ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé. Åñëè îáîáùåííàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂xj
∈ Lloc

1 (Rd),9 òî ∂
∂xj

(ωh ∗ f) = ωh ∗
(
∂f
∂xj

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ ∈ C∞
0 (Rd). Òîãäà ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðå-

õîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

∂

∂xj
(φ ∗ f)(x) =

∫
Rd

f(y)
∂

∂xj
φ(x− y) dy.

Îòñþäà ïî èíäóêöèè âûâîäèòñÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå.

∂

∂xj
(ωh ∗ f)(x) =

∫
Rd

f(y)
∂

∂xj
ωh(x− y) dy =

∫
Rd

f(x− z)
∂

∂zj
ωh(z) dz =

= −
∫
Rd

∂

∂zj
f(x− z)ωh(z) dz =

∫
Rd

∂

∂yj
f(y)ωh(x− y) dy.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà íà îáëàñòè è èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì
åå îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå, òî îíà ïðîäîëæåíà íóëåì íà Rd è äëÿ íåå îïðåäåëåíî
ωh ∗ f .

Óñðåäíåíèå ïî Ñòåêëîâó � Øâàðöó ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèè áåñêî-
íå÷íî ãëàäêèìè.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îáëàñòü, f ∈ C(Ω) (èëè f ∈ Lp(Ω), 1 6 p <∞),
Ω0 ⊂ Ω � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà ∥ωh ∗f −f∥C(Ω0) → 0 (ñîîòâåòñòâåííî
∥ωh ∗ f − f∥Lp(Ω0) → 0) ïðè h→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé C(Ω). Ïîëîæèì

ε(h) = sup
x∈Ω0

sup
y∈Bh(0)

|f(x− y)− f(x)|.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f íà Ω0, ε(h) → 0 ïðè h→ 0. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî
x ∈ Ω0

|ωh ∗ f(x)− f(x)| (17.1)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Bh(0)

ωh(y)(f(x− y)− f(x)) dy

∣∣∣∣∣∣∣ 6 ε(h)

∫
Bh(0)

ωh(y) dy = ε(h).

9Îò óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè ìîæíî îòêàçàòüñÿ, íî äëÿ ýòîãî íóæíî ââåñòè ïîíÿòèå
ñâåðòêè îáîáùåííîé ôóíêöèè ñ ωh.
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Ïóñòü òåïåðü f ∈ Lp(Ω). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f̃ ∈ C(Ω) òàêàÿ,
÷òî ∥f − f̃∥Lp(Ω) < ε. Âûáåðåì h > 0 òàê, ÷òî ∥ωh ∗ f̃ − f̃∥C(Ω0) < ε. Òîãäà

∥ωh ∗ f − f∥Lp(Ω0) 6 ∥ωh ∗ (f − f̃)∥Lp(Ω0) + ∥ωh ∗ f̃ − f̃∥Lp(Ω0) + ∥f − f̃∥Lp(Ω0) 6

6 ∥ωh ∗ (f − f̃)∥Lp(Ω0) + ε (mesΩ0)
1/p + ε.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà C(p, ω) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè g ∈ Lp(Ω) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h > 0 âûïîëíåíî

∥ωh ∗ g∥Lp(Ω0) 6 C(p, ω)∥g∥Lp(Ω).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p > 1 (ñëó÷àé p = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ íåáîëüøèìè
èçìåíåíèÿìè). Åñëè h äîñòàòî÷íî ìàëî, òî x − y ∈ Ω äëÿ ëþáûõ x ∈ Ω0, y ∈ Bh(0).
Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà,

∫
Ω0

|(ωh ∗ g)(x)|p dx =

∫
Ω0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Bh(0)

g(x− y)ωh(y) dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx 6

6
∫
Ω0

 ∫
Bh(0)

|g(x− y)|p dy


 ∫
Bh(0)

ωp
′

h (z) dz


p−1

dx =

=

 ∫
Bh(0)

∫
Ω0

|g(x− y)|p dx dy


 ∫
Bh(0)

h−p
′d
∣∣∣ω (z

h

)∣∣∣p′ dz

p−1

6

6 mesB1(0)h
d∥g∥pLp(Ω)h

−pd

hd ∫
B1(0)

|ω(y)|p′ dy


p−1

= mesB1(0)∥g∥pLp(Ω)∥ω∥
p
Lp′ (Rd)

.

Îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M ⊂ Ω, åñëè [x0, x] ⊂ Ω
äëÿ ëþáîãî x0 ∈M , x ∈ Ω.

Äëÿ λ > 1 îáîçíà÷èì Ωλ = λΩ = {λx : x ∈ Ω}.
Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Ω çâåçäíà îòíîñèòåëüíî Bδ(0) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0,

òî Ω =
∩
λ>1

Ωλ.

Òåîðåìà 16. Åñëè îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî øàðà, òî C∞(Ω) ïëîòíî â W 1

p (Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Ω çâåçäíà îòíîñèòåëüíî
Bδ(0). Òîãäà Ω ⊂ Ωλ äëÿ ëþáîãî λ > 1. Ïóñòü f ∈ Lp(Ω). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
fλ : Ωλ → R ðàâåíñòâîì fλ(x) = f

(
x
λ

)
. Ïîêàæåì, ÷òî

∥fλ − f∥Lp(Ω) → 0 ïðè λ→ 1. (17.2)

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f̃ ∈ C(Ω) òàêàÿ, ÷òî ∥f− f̃∥Lp(Ω) <

ε. Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f̃ ñëåäóåò, ÷òî ∥f̃λ − f̃∥Lp(Ω) → 0 ïðè λ → 1.

Âûáåðåì λ òàê, ÷òîáû ∥f̃λ − f̃∥Lp(Ω) 6 ε. Íàêîíåö,∫
Ω

|fλ(x)− f̃λ(x)|p dx =

∫
Ω

∣∣∣f (x
λ

)
− f̃

(x
λ

)∣∣∣p dx =
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= λd
∫

λ−1Ω

|f(y)− f̃(y)|p dy 6 λd∥f − f̃∥pLp(Ω).

Çíà÷èò,

∥f − fλ∥Lp(Ω) 6 ∥f − f̃∥Lp(Ω) + ∥f̃ − f̃λ∥Lp(Ω) + ∥f̃λ − fλ∥Lp(Ω) 6 (2 + λd/p)ε.

Òåì ñàìûì, (17.2) äîêàçàíî.
Ïóñòü f ∈ W 1

p (Ω). Òîãäà
∂fλ
∂xj

(x) = λ−1 ∂f
∂xj

(
x
λ

)
. Çíà÷èò, ∥f − fλ∥W 1

p (Ω) → 0 ïðè

λ → 1. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ∥fλ − ωh ∗ fλ∥W 1
p (Ω) → 0 ïðè h → 0. Â ñàìîì äåëå, â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 10, ∂
∂xj

(ωh ∗ f) = ωh ∗ ∂
∂xj
f , òàê ÷òî

∥fλ − ωh ∗ fλ∥W 1
p (Ω) = ∥fλ − ωh ∗ fλ∥Lp(Ω) +

(
d∑
j=1

∥∥∥∥∂fλ∂xj
− ωh ∗

∂fλ
∂xj

∥∥∥∥p
Lp(Ω)

)1/p

→
h→0

0

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11.

18 Äîïîëíåíèå 2. Ïîñòðîåíèå äèôôåîìîðôèçìà

îêðåñòíîñòè êðèâîé íà öèëèíäð.

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü M , N � ãëàäêèå n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, M êîìïàêòíî,
F :M × [0, 1] → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, f0(x) = F (x, 0), f1(x) = F (x, 1). Ïóñòü
y ∈ N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå F , f0 è f1. Òîãäà F

−1(y) ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáú-
åäèíåíèåì ñëåäîâ ãëàäêèõ ïðîñòûõ êðèâûõ. Äëÿ êàæäîé èç íèõ âîçìîæíû ÷åòûðå
ñëó÷àÿ:

1. îáà êîíöà êðèâîé ïðèíàäëåæàò M × {0};

2. îáà êîíöà êðèâîé ïðèíàäëåæàò M × {1};

3. îäèí êîíåö ïðèíàäëåæèò M × {0}, âòîðîé � M × {1};

4. êðèâàÿ çàìêíóòà è åå ñëåä ñîäåðæèòñÿ â M × (0, 1).

Ïðè ýòîì, åñëè êðèâàÿ íåçàìêíóòà, òî M×({0}∪{1}) ñîäåðæèò òîëüêî åå êîíöû.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè y âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
â îêðåñòíîñòè F−1(y) îòîáðàæåíèå F çàäàåòñÿ êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â
Rn, F (x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t)).

Ïðåäëîæåíèå 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 12, γ � ñâÿçíàÿ êîì-
ïîíåíòà F−1(y), ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäîì íåçàìêíóòîé êðèâîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò åå
îêðåñòíîñòü U è äèôôåîìîðôèçì φ : U → Bε(y)× [a, b], çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì

φ(x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t), s(x, t)). (18.1)

Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå 1 â îêðåñòíîñòè êîíöîâ êðèâîé s(x, t) = t + a è s(x, t) = b− t,
â ñëó÷àå 2 � s(x, t) = 1 − t + a è s(x, t) = b + t − 1, â ñëó÷àå 3 � s(x, t) = t + a è
s(x, t) = b+ t− 1.
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Îáîçíà÷èì xn+1 = t. Òàê êàê y � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ γ íàéäåòñÿ
òàêîå k ∈ {1, . . . , n}, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ

(x1, . . . , xn, xn+1) 7→ (F 1(x, xn), . . . , F n(x, xn), xk)

(èìåþùåãî âèä (18.1)) íåâûðîæäåíà. Çíà÷èò, â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ýòî îòîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå f0 è
f1, òî â îêðåñòíîñòè êîíöîâ êðèâîé â êà÷åñòâå xk ìîæíî âçÿòü t, òàê êàê â ìàòðèöå
ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F îäíèì èç íåíóëåâûõ ìèíîðîâ áóäåò ∂F 1(x, τ)

∂x1
. . . ∂F 1(x, τ)

∂xn

. . . . . . . . .
∂Fn(x, τ)

∂x1
. . . ∂Fn(x, τ)

∂xn

 =

 ∂f1τ (x)
∂x1

. . . ∂f1τ (x)
∂xn

. . . . . . . . .
∂fnτ (x)
∂x1

. . . ∂fnτ (x)
∂xn

 ,

τ ∈ {0, 1}. Òàê êàê ìíîæåñòâî γ êîìïàêòíî, òî åãî ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì
îêðåñòíîñòåé, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì âèäà (18.1). Íóæíî ñêëåèòü ýòè
äèôôåîìîðôèçìû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ äèôôåîìîðôèçì îêðåñòíîñòè âñåé êðèâîé
íà öèëèíäð. Äîñòàòî÷íî ýòó ñêëåéêó ïîñòðîèòü äëÿ äâóõ îêðåñòíîñòåé, äàëüøå îíà
ïîëó÷àåòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü Ui ⊂M × [0, 1], i = 1, 2, îòîáðàæåíèÿ

φi : Ui → Bεi(y)× [ai, bi], φi(x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t), si(x, t))

ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì,

γ ⊂ U1 ∪ U2, γ ∩ Ui = φ−1
i ({y} × [ai, bi]) , (18.2)

γ ∩ U1 ∩ U2 íåïóñòî è ñâÿçíî. Òîãäà íàéäóòñÿ ìíîæåñòâî U ⊃ γ, ε > 0, a < b
òàêèå, ÷òî U äèôôåîìîðôíî Bε(y)× [a, b] è îòîáðàæåíèå âèäà (18.1) çàäàåò ýòîò
äèôôåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

γ\U2 ̸= ∅ è γ\U1 ̸= ∅ (18.3)

(èíà÷å ìîæíî âçÿòü ñîîòâåòñòâåííî U = U1 èëè U = U2).
Ïóñòü (x∗, t∗) ∈ γ∩U1∩U2, τ∗ = s1(x∗, t∗). Ïîëîæèì Ũ = φ−1

1 (Bε(y)×(τ∗−δ, τ∗+δ)).
Åñëè ε è δ äîñòàòî÷íî ìàëû, òî çàìûêàíèå Ũ ñîäåðæèòñÿ â U1 ∩U2. Ïîýòîìó íà ìíî-
æåñòâå Bε(y) × [τ∗ − δ, τ∗ + δ] îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå φ̃ = φ2 ◦ φ−1

1 . Îíî ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì è èìååò âèä φ̃(ỹ, σ) = (ỹ, f(ỹ, σ)), ỹ ∈ Bε(y), σ ∈ (τ∗ − δ, τ∗ + δ).
Ïðè ýòîì, ∂f

∂σ
̸= 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

s2(x, t) = f(F (x, t), s1(x, t)), (x, t) ∈ Ũ . (18.4)

Ïîñòðîèì ñêëåéêó ôóíêöèé σ 7→ σ è σ 7→ f(ỹ, σ). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∂f

∂σ
> 0 (èíà÷å âìåñòî s2(t, x) ðàññìàòðèâàåì −s2(t, x)) è ÷òî

b1 < a2 (èíà÷å âìåñòî s2(t, x) ðàññìàòðèâàåì s2(t, x)+ c, ãäå c � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ
êîíñòàíòà), òàê ÷òî f(ỹ, σ) > σ ïðè σ ∈ [a1, b1].

Ïóñòü ψ : (τ∗ − δ, τ∗ + δ) → [0, 1] � áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ,
ψ|(τ∗−δ, τ∗−δ/2) = 0, ψ|(τ∗+δ/2, τ∗+δ) = 1. Ïîëîæèì

g(ỹ, σ) = (1− ψ(σ))σ + ψ(σ)f(ỹ, σ).
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Òîãäà
∂g

∂σ
(ỹ, σ) = 1− ψ(σ) + ψ(σ)

∂f

∂σ
(ỹ, σ) + ψ′(σ)(f(ỹ, σ)− σ) > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå (ỹ, σ) 7→ (ỹ, g(ỹ, σ)) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
Ïîëîæèì

Ũ1 = {(x, t) ∈ U1 : φ1(x, t) ∈ Bε(y)× [a1, τ∗ − δ]},

Ũ2 = {(x, t) ∈ U2 : F (x, t) ∈ Bε(y), s2(x, t) ∈ [f(F (x, t), τ∗ + δ), b2]}.

Òîãäà Ũ1 ∩ Ũ = ∅, Ũ2 ∩ Ũ = ∅. Â ñàìîì äåëå, åñëè (x, t) ∈ Ũ , òî s1(x, t) < τ∗ + δ
è, çíà÷èò, s2(x, t) < f(F (x, t), τ∗ + δ) â ñèëó (18.4). Ïîêàæåì, ÷òî Ũ1 ∩ Ũ2 = ∅
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0. Â ñàìîì äåëå, èíà÷å íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{(xn, tn)}n∈N ⊂ Ũ1∩Ũ2, ñõîäÿùàÿñÿ ê (x, t), òàêàÿ, ÷òî yn := F (xn, tn) → y ïðè n→ ∞
(ñì. (18.2)). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî s1(x, t) ∈ [a1, τ∗−δ] è
s2(x, t) ∈ [f(y, τ∗+δ), b2] è γ ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (18.3),
íà γ íàéäóòñÿ òî÷êè ξ1 /∈ U1, ξ2 /∈ U2. Íî òîãäà γ ∩U1 ∩U2 íåñâÿçíî � ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ. Ïîëîæèì

s(x, t) =


s1(x, t), (x, t) ∈ Ũ1,

g(F (x, t), s1(x, t)), (x, t) ∈ Ũ ,

s2(x, t), (x, t) ∈ Ũ2,

φ(x, t) = (F 1(x, t), . . . , F n(x, t), s(x, t)).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèé 1 è 2. Ïóñòü γ � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà F−1(y). Òî-
ãäà γ = ∪mk=1gk([0, 1]), ãäå gk : [0, 1] →M × [0, 1] � ãëàäêèå ïàðàìåòðèçàöèè ïðîñòûõ
êðèâûõ. Ïóñòü ξ0 = g1(0), ξ1 = g1(1). Åñëè ξ1 ∈ M × (0, 1), òî ξ1 ∈ gj([0, 1]) äëÿ
íåêîòîðîãî j ̸= 1, ξ1 = gj(τ). Ïîëîæèì

g̃1(t) =

{
g1(t), t ∈ [0, 1],
gj(t− 1 + τ), t ∈ [1, 2− τ ].

Ýòî ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé. Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå
t′, t′′ ∈ [0, 2 − τ ], ÷òî g̃1(t

′) = g̃1(t
′′), òî g̃1([0, 2 − τ ]) ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè, à

çíà÷èò, è γ ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì çàìêíóòîé êðèâîé. Ïóñòü g̃1 èíúåêòèâíî. Åñëè

g̃1(2− τ) ∈M × (0, 1),

òî ïðîâîäèì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, èíà÷å ðàññìàòðèâàåì òî÷êó ξ0. Òåì ñàìûì,
ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. (Ïîñêîëüêó y ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì çíà÷åíèåì f0 è f1, òî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ M × ({0} ∪ {1})).

Ïðåäëîæåíèå 2 ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ïî èíäóêöèè.

19 Äîïîëíåíèå 3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñàðäà.

20 Äîïîëíåíèå 4. Ëåììà î æèäêîì îáúåìå.
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