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Глава 1

Конечномерные задачи

1 Конечномерные гладкие задачи
без ограничений

В этом параграфе даются необходимые и достаточные усло-
вия экстремума функций одной и нескольких переменных.

1.1 Постановка задачи

Пусть f : Rn → R — функция n действительных переменных,
обладающая некоторой гладкостью. Под гладкостью мы по-
нимаем определенную дифференцируемость функции. Если
функция f дифференцируема k раз в точке x̂, мы пишем
f ∈ Dk(x̂). Гладкой конечномерной экстремальной задачей
без ограничений называется следующая задача:

f(x) → extr.

При решении задачи надо найти не только абсолютные (гло-
бальные) экстремумы (минимумы и максимумы) функции, но
и локальные экстремумы.

Определение 1. Точка x̂ является точкой локального ми-
нимума функции f (пишем x̂ ∈ locmin f), если существу-
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ет окрестность Uε = {x | |x − x̂| < ε}1 точки x̂ такая, что
f(x) ≥ f(x̂) для любой точки x из этой окрестности.

Определение 2. Точка x̂ является точкой локального мак-
симума функции f (пишем x̂ ∈ locmax f), если существу-
ет окрестность Uε = {x | |x − x̂| < ε} точки x̂ такая, что
f(x) ≤ f(x̂) для любой точки x из этой окрестности.

Если точка x̂ является точкой локального минимума или
максимума функции f , то пишем x̂ ∈ locextr f .

1.2 Необходимые и достаточные условия экстре-
мума

1.2.1 Функции одной переменной

Теорема 1.1 (Ферма). Пусть f : R → R — функция одного
действительного переменного. Если x̂ ∈ locextr f — точка
локального экстремума функции f и функция f ∈ D(x̂) диф-
ференцируема в точке x̂, то

f ′(x̂) = 0.

Это соотношение мы называем условием стационарности
или необходимым условием экстремума 1-го порядка. Точки,
удовлетворяющие условию стационарности, называются ста-
ционарными.

Теорема 1.2. Необходимые условия экстремума: если
x̂ ∈ locmin f — точка локального минимума функции f и
f дважды дифференцируема в точке x̂

(
f ∈ D2(x̂)

)
, то

f ′(x̂) = 0, f ′′(x̂) ≥ 0.

Достаточные условия экстремума: если

f ′(x̂) = 0, f ′′(x̂) > 0,

1Напомним, что |x| :=
√

n∑
i=1

|xi|2 .
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то x̂ ∈ locmin f — точка локального минимума функции f .

Для локального максимума неравенства имеют противо-
положный вид: f ′′(x̂) ≤ 0 и f ′′(x̂) < 0 соответственно.

Теоремы 1 и 2 допускают обобщения на конечномерный и
бесконечномерный случаи (см. соответственно Глава I, п. 1.2.2
и § 6).

В одномерном случае можно дать почти исчерпывающий
ответ на вопрос о том, является ли данная точка x̂ локальным
экстремумом или нет.

Теорема 1.3. Необходимые условия минимума: если
x̂ ∈ locmin f — точка локального минимума функции f
и функция f n раз дифференцируема в точке x̂, то либо
f ′(x̂) = . . . = f (n)(x̂) = 0, либо

f ′(x̂) = . . . = f (2m−1)(x̂) = 0, f (2m)(x̂) > 0 (1)

при некотором m : 2 ≤ 2m ≤ n.
Достаточные условия минимума:если выполняется условие (1),
то x̂ ∈ locmin f — точка локального минимума функции f .

Доказательство. По формуле Тейлора

f(x̂+ h) =
n∑

k=0

f (k)(x̂)

k!
hk + r(h), r(h) = o(hn).

Необходимость при n = 1 следует из теоремы Ферма.
Пусть далее n > 1. Тогда либо f ′(x̂) = . . . = f (n)(x̂) = 0 (в
этом случае выполняется утверждение теоремы), либо f ′(x̂) =
. . . = f (l−1)(x̂) = 0, f (l)(x̂) ̸= 0, l ≤ n. Значит,

f(x̂+ h)− f(x̂) =
n∑

k=l

f (k)(x̂)

k!
hk + r(h)=

f (l)(x̂)

l!
hl + r1(h),

r1(h) = o(hl). Поскольку x̂ ∈ locmin f , то f(x̂ + h) − f(x̂) ≥ 0
при достаточно малых h. Поэтому

f (l)(x̂)

l!
hl + r1(h) ≥ 0.
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Так как f (l)(x̂) ̸= 0, то отсюда следует, что l — четно и
f (l)(x̂)>0. Действительно, если бы l было нечетно, то слагае-
мое f (l)(x̂)

l! hl, а вместе с ним и сумма f (l)(x̂)
l! hl+r1(h) принимали

бы знаки как больше, так и меньше нуля при разных знаках
h. А это противоречит условию x̂ ∈ locmin f .

1.2.2 Функции нескольких переменных

Сформулируем необходимое условие экстремума 1-го порядка
в конечномерной задаче без ограничений, являющееся анало-
гом теоремы Ферма.

Теорема 1.4. Если x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) ∈ locextr f — точка ло-
кального экстремума функции n переменных f(x1, . . . , xn) и
функция f ∈ D(x̂) дифференцируема в точке x̂, то

f ′(x̂) = 0

(
⇔ ∂f(x̂)

∂x1
= . . . =

∂f(x̂)

∂xn
= 0

)
.

Сформулируем необходимые и достаточные условия экс-
тремума 2-го порядка в конечномерной задаче без ограни-
чений. Предварительно напомним, что второй производной
функции нескольких переменных является симметричная мат-
рица вторых производных

A = f ′′(x̂) =

(
∂2f(x̂)

∂xi∂xj

)n

i,j=1

=
(
aij
)n
i,j=1

,

а также приведем определения знакоопределенностей симмет-
ричных матриц.

Матрица A называется неотрицательно определенной
(пишем A ≥ 0), если ⟨Ah, h⟩ ≥ 0 ∀ h ∈ Rn(

⇔
n∑

i,j=1
aijhihj ≥ 0 ∀ h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn

)
.

Матрица A называется положительно определенной
(пишем A > 0), если ⟨Ah, h⟩ > 0 ∀ h ∈ Rn, h ̸= 0.
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Матрица A называется строго положительно определен-
ной, если существует положительное число α такое, что

⟨Ah, h⟩ ≥ α|h|2 ∀ h ∈ Rn.

Аналогично определяются неположительная, отрицатель-
ная и строго отрицательная матрицы.

Отметим, что в конечномерном пространстве условие по-
ложительной определенности симметричной матрицы A экви-
валентно условию строгой положительности матрицы A.

⟨Ah, h⟩>0∀h∈Rn, h ̸=0 ⇐⇒ ∃ α>0 | ⟨Ah, h⟩≥α|h|2 ∀ h∈Rn.

В бесконечномерных пространствах это не так (см. Гл. 1, п.6.3,
Пример 2), то есть условие положительной определенности не
является условием строгой положительности.

Теорема 1.5. Необходимые условия минимума: если x̂ ∈
locmin f — точка локального минимума функции f и функ-
ция f дважды дифференцируема в точке x̂ = (x̂1, . . . , x̂n)(
f ∈ D2(x̂)

)
, то

f ′(x̂) = 0, f ′′(x̂) ≥ 0.

Достаточные условия минимума: если

f ′(x̂) = 0, f ′′(x̂) > 0,

то x̂ ∈ locmin f — точка локального минимума функции f .

Для локального максимума неравенства имеют противо-
положный вид: f ′′(x̂) ≤ 0 и f ′′(x̂) < 0 соответственно.



12

1.2.3 Теорема Вейерштрасса и следствие из нее

Пусть f : Rn → R — функция n переменных. При исследо-
вании вопроса о достижении функцией экстремума часто ис-
пользуется следующая теорема.

Теорема (Вейерштрасс2). Непрерывная функция на непу-
стом ограниченном замкнутом подмножестве конечномер-
ного пространства (компакте) достигает своих абсолютных
максимума и минимума.

Выделим простое следствие из этой теоремы, которое ча-
сто будем использовать.

Следствие. Если функция f непрерывна на Rn и lim
|x|→∞

f(x)=

+∞, то она достигает своего абсолютного минимума на
любом замкнутом подмножестве из Rn (не обязательно
неограниченном).

Аналогичное утверждение для абсолютного максимума
выполняется, если lim

|x|→∞
f(x) = −∞.

1.2.4 Критерий Сильвестра

Знакоопределенность матрицы устанавливается с помощью
критерия Сильвестра3.

Напомним, что последовательными главными минорами
(угловыми) матрицы A называются определители, составлен-
ные из первых k строк и k столбцов с номерами 1, 2, . . . , k:

A1...k := det

a11 . . . a1k
. . . . .
ak1 . . . akk

, k = 1, . . . , n.

Главным минором Ai1... ik матрицы A называется опреде-
литель матрицы размера k×k, составленной из строк и столб-

2К. Вейерштрасс (1815–1897) — немецкий математик.
3Сильвестр, Джеймс Джозеф (1814-1897) — английский математик.



13

цов с номерами i1, . . . , ik, 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n:

Ai1... ik := det

ai1i1 . . . ai1ik
. . . . .

aiki1 . . . aikik

 , k = 1, . . . , n .

Теорема. Пусть A — симметричная матрица. Тогда
1. Матрица A положительно определена (A > 0) тогда и

только тогда, когда все её последовательные главные миноры
положительны, т. е. A1...k > 0, k = 1, . . . , n.

2. Матрица A отрицательно определена (A < 0) то-
гда и только тогда, когда все её последовательные глав-
ные миноры чередуют знак, начиная с отрицательного, т. е.
(−1)kA1...k > 0, k = 1, . . . , n.

3. Матрица A неотрицательно определена (A ≥ 0) тогда
и только тогда, когда все её главные миноры неотрицатель-
ны, т. е. Ai1... ik ≥ 0, 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n, k = 1, . . . , n.

4. Матрица A неположительно определена (A ≤ 0) тогда
и только тогда, когда все её главные миноры чередуют знак,
начиная с неположительного, т. е. (−1)kAi1... ik ≥ 0, 1 ≤ i1 ≤
. . . ≤ ik ≤ n, k = 1, . . . , n.
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1.3 Примеры

Пример 1. f(x) = f(x1, x2) = x21−x1x2+x22−2x1+x2 → extr.

Решение. Необходимое условие 1-го порядка экстремума:

f ′(x) = 0 ⇐⇒ ∂f(x)

∂x1
=
∂f(x)

∂x2
= 0 ⇐⇒

{
2x1 − x2 − 2 = 0,

−x1 + 2x2 + 1 = 0.

Решая эту систему уравнений, находим единственную стацио-
нарную точку x̂ = (x̂1, x̂2) = (1, 0). Для проверки условий 2-го
порядка выпишем матрицу вторых производных и проверим
её знакоопределенность:

A =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)2

i,j=1

=

(
2 −1
−1 2

)
,

A1 = 2 > 0, A12 = det

(
2 −1
−1 2

)
= 3 > 0.

Матрица A по критерию Сильвестра положительно определе-
на. Значит, функция f является выпуклой.

Для выпуклой функции точка x̂ ∈ absmin f , Sabsmin =
f(1, 0) = −1.

Покажем, что Sabsmax=+∞. Действительно, для xn=(n, 0)
f(xn) = n2 − 2n→ +∞ при n→ ∞.

Ответ. (1, 0) ∈ absmin, Sabsmin = −1; Sabsmax = +∞.

Пример 2. f(x) = f(x1, x2) = x41+x
4
2−x21−2x1x2−x22 → extr.

Решение. Необходимое условие 1-го порядка экстремума:

f ′(x̂) = 0 ⇐⇒ ∂f(x)

∂x1
=
∂f(x)

∂x2
=0 ⇐⇒

{
4x31 − 2x1 − 2x2 = 0,

4x32 − 2x1 − 2x2 = 0.

Вычитая из первого уравнения системы второе, получим
4x31−4x32 = 0 ⇔ x31 = x32 ⇔ x1 = x2. Подставляя x2 = x1 в пер-
вое уравнение системы, находим x1 и x2: 4x31 − 2x1 − 2x1 = 0
⇔ x31 = x1 ⇔ x1 = −1; 0; 1, соответственно x2 = −1; 0; 1.
Получили три стационарные точки x̂1 = (1, 1), x̂2 = (−1,−1),
x̂3 = (0, 0).
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Для проверки условий 2-го порядка выписываем матрицу
вторых производных в каждой точке стационарности:

A =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)2

i,j=1

=

(
12x21 − 2 −2

−2 12x22 − 2

)
.

Для точек (1, 1) и (−1,−1) матрица A
∣∣
(1,1)

= A
∣∣
(−1,−1)

=(
10 −2
−2 10

)
по критерию Сильвестра положительно определе-

на: A1 = 10 > 0, A12 = det

(
10 −2
−2 10

)
= 100 − 4 = 96 > 0.

По достаточному условию локального экстремума функции
нескольких переменных эти точки доставляют локальный ми-
нимум функции f . Поскольку

lim
|x|→∞

f(x1, x2) = lim
|x|→∞

(
x41 + x42 − (x1 + x2)

2
)
= +∞,

то, во первых, Sabsmax = +∞, во вторых, по следствию из тео-
ремы Вейерштрасса абсолютный минимум в задаче должен
достигаться. Значит, эти точки будут доставлять не только
локальный, но и абсолютный минимум,

Sabsmin = f(1, 1) = 1 + 1− 1− 2− 1 = −2 = f(−1,−1).

Для точки (0, 0) матрица A
∣∣
(0,0)

=

(
−2 −2
−2 −2

)
по критерию

Сильвестра не является ни положительно, ни отрицательно

определенной: A1=−2<0, A12 = det

(
−2 −2
−2 −2

)
= 0. Она яв-

ляется неположительно определенной матрицей (A ≤ 0) и
не является неотрицательно определенной матрицей (A ̸≥ 0).
Следовательно, не выполняется необходимое условие локаль-
ного минимума. Поэтому x̂3 = (0, 0) ̸∈ locminf .

Проверим, доставляет ли точка локальный максимум.
Поскольку f(h,−h) = 2h4 > 0 = f(x̂3) при малых h ̸= 0,
то x̂3 ̸∈ locmax f . Таким образом, точка (0, 0) ̸∈ locextr f .
Ответ. (0, 0) ̸∈ locextr; (−1,−1), (1, 1) ∈ absmin, Sabsmin = −2;
Sabsmax = +∞.



16

Приведем несколько примеров различных свойств экстре-
мумов непрерывных функций.

Пример 3. Абсолютные минимумы и максимумы достига-
ются в бесконечном числе точек:

f : R → R, f(x) = sinx.

Пример 4. Функция ограничена, абсолютный максимум до-
стигается, минимум — нет:

f : R → R, f(x) =
1

1 + x2
.

Пример 5. Функция ограничена, но абсолютные максимум
и минимум не достигаются:

f : R → R, f(x) = arctg x.

Пример 6. Функция ограничена, имеет стационарные точ-
ки, но абсолютные максимум и минимум не достигаются:

f : R → R, f(x) = (arctg x)3.
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Пример 7. Функция ограничена, имеет локальные макси-
мумы и минимумы, но абсолютные максимум и минимум
не достигаются:

f : R → R, f(x) = arctg x · sinx.

.
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2 Конечномерные гладкие задачи с ра-
венствами

2.1 Постановка задачи

Пусть fi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m, — функции n перемен-
ных, отображающие пространство Rn в R. Считаем, что все
функции fi обладают определенной гладкостью. Гладкой ко-
нечномерной экстремальной задачей с ограничениями типа
равенств называется следующая задача:

f0(x) → extr; fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m. (P )

Таким образом, в задаче (P ) ищутся экстремумы функции на
множестве, задаваемом конечным числом ограничений типа
равенств. Точки, удовлетворяющие всем ограничениям типа
равенств, называются допустимыми точками в задаче.

Определение 1. Говорим, что допустимая точка x̂ доставля-
ет локальный минимум в задаче (P ), и пишем x̂ ∈ locminP ,
если существует δ > 0 такое, что f0(x) ≥ f0(x̂) для любой
допустимой точки x, для которой4 |x− x̂| < δ.

Определение 2. Говорим, что допустимая точка x̂ доставля-
ет локальный максимум в задаче (P ), и пишем x̂ ∈ locmaxP ,
если существует δ > 0 такое, что f0(x) ≤ f0(x̂) для любой
допустимой точки x, для которой |x− x̂| < δ.

Задачу на максимум всегда можно свести к задаче на ми-
нимум, взяв вместо функции f0 функцию f̃0 = −f0. Возможно
и обратное сведение.

4Напомним, что |x| :=
√

n∑
i=1

|xi|2 .
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2.2 Необходимые и достаточные условия экстре-
мума

2.2.1 Принцип Лагранжа

Для решения задачи с ограничениями типа равенств

f0(x) → extr; fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m. (P )

составляется функция Лагранжа5. Функция, экстремум кото-
рой ищется, умножается на множитель λ0, функции ограни-
чений fi(x) = 0 умножаются на множители λi, складываются

и выписывается функция Лагранжа L (x) =
m∑
i=0

λifi(x). Век-

тор λ называется вектором множителей Лагранжа. Необ-
ходимые условия экстремума в задаче с ограничениями вы-
писываются через необходимые условия экстремума функции
Лагранжа.

Теорема 2.1. Пусть x̂ ∈ locextrP — точка локального экс-
тремума, а функции fi, i = 0, 1, . . . ,m, непрерывно дифферен-
цируемы в окрестности точки x̂ (условие гладкости).

Тогда существует ненулевой вектор множителей Лагран-
жа λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1, λ ̸= 0, такой, что для функ-

ции Лагранжа L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) выполняется условие ста-

ционарности6

L ′(x̂) = 0.

Точки, удовлетворяющие условию стационарности, назы-
ваются стационарными. Это точки возможного локального
экстремума.

5Ж.Л. Лагранж (1736–1813) — французский математик
6Условие стационарности можно расписать в эквивалентном виде:

∂L (x̂)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , n или

m∑
i=0

λif
′
i(x̂)= 0 ⇔

m∑
i=0

λi⟨f ′
i(x̂), h⟩= 0∀h∈Rn.
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Важную роль при исследовании полученных стационар-
ных точек играет пространство стационарных направлений

Π(x̂) := {h ∈ Rn | ⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m}.

Направления h из пространства стационарных направлений
называются стационарными. Двигаясь не по стационарному
направлению из точки x̂, мы сразу выходим из множества
допустимых элементов.

Отметим, что в стационарной точке x̂ при λ0 ̸= 0 в силу
условия стационарности

λ0⟨f ′0(x̂), h⟩+
m∑
i=1

λi⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0

выполняется также равенство ⟨f ′0(x̂), h⟩ = 0 ∀ h ∈ Π(x̂).

2.2.2 Конечномерная теорема об обратной функции

Теорема (конечномерная теорема об обратной функции).
Пусть F : Rn → Rn — непрерывно дифференцируемое отобра-
жение в некоторой окрестности U ⊂ Rn точки x̂, F (x̂) = ŷ
и якобиан отображения F в точке x̂ отличен от нуля(
det F ′(x̂) = det

(dFi(x̂)

dxj

)n
i,j=1

̸= 0

)
. Тогда существует об-

ратное отображение F−1 некоторой окрестности V точки
ŷ в окрестность U точки x̂ такое, что F−1(ŷ) = x̂ и

F (F−1(y)) = y, |F−1(y)− F−1(ŷ)| ≤ K|y − ŷ| ∀ y ∈ V

с некоторой константой K > 0.
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2.2.3 Необходимое условие экстремума 2-го порядка

Сформулируем необходимое условие 2-го порядка экстремума
в гладкой конечномерной задаче с ограничениями типа ра-
венств

f0(x) → extr; fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m. (P )

Здесь функционалы fi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m.

Теорема 2.2. Пусть x̂ ∈ locextrP — точка локального
экстремума, функции fi ∈ D2(x̂), i = 0, 1, . . . ,m, дважды
дифференцируемы в точке x̂ (условие гладкости), векторы
f ′1(x̂), . . . , f

′
m(x̂) линейно независимы (условие регулярности).

Тогда существует вектор множителей Лагранжа λ =
(1, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1 такой, что для функции Лагранжа

L (x) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) выполняются условия стационар-

ности L ′(x̂) = 0 и на пространстве стационарных направ-
лений Π:= {h ∈ Rn | ⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m} :

⟨L ′′(x̂)h, h⟩ ≥ 0 ∀ h ∈ Π для минимума,
⟨L ′′(x̂)h, h⟩ ≤ 0 ∀ h ∈ Π для максимума.

Доказательство. Проведем доказательство для случая ми-
нимума. Случай максимума рассматривается аналогично.

Пусть x̂ ∈ locminP . Тогда для гладкой конечномерной за-
дачи с равенствами выполняется принцип Лагранжа. Соглас-
но нему существует ненулевой вектор множителей Лагран-
жа λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1, такой, что для функции

Лагранжа L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) выполняется условие стацио-

нарности
m∑
i=0

λif
′
i(x̂) = 0. В силу условия регулярности век-

торы f ′1(x̂), . . . , f
′
m(x̂) линейно независимы. Поэтому λ0 ̸= 0 и,

следовательно, можно положить λ0 = 1. Тем самым условие
стационарности с множителем Лагранжа λ0 = 1 доказано.
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Докажем выполнение неравенства. Возьмём произволь-
ный вектор h ∈ Π. Для отображения F (x) = (f1(x), . . . , fm(x))
и множества M := {x | F (x) = 0} выполнены все условия
теоремы о касательном пространстве (строгая дифференци-
руемость отображения F в точке x̂ и регулярность операто-
ра F ′(x̂)). По теореме о касательном пространстве (см. § 5.4)
Tx̂M = KerF ′(x̂). Значит, вектор h будет касательным к мно-
жеству M в точке x̂.

По определению касательного вектора существуют чис-
ло ε > 0 и отображение r : [−ε; ε] → Rn такие, что точки
xt := x̂ + th + r(t) ∈ M ∀ t ∈ [−ε; ε] и |r(t)| = o(t) при t → 0.
Таким образом, точки xt являются допустимыми в задаче и
находятся в окрестности точки x̂.

Поскольку fi(xt) = 0 и fi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m, то

f0(xt) = f0(xt) +
m∑
i=1

λifi(xt)
def L
= L (xt),

f0(x̂) = f0(x̂) +
m∑
i=1

λifi(x̂)
def L
= L (x̂).

Поэтому

f0(xt)− f0(x̂) = L (xt)− L (x̂) = L (x̂+ th+ r(t))− L (x̂) =

(по формуле Тейлора)

=⟨L ′(x̂), th+r(t)⟩+1

2
⟨L ′′(x̂)(th+r(t)), th+r(t)⟩+o(|th+r(t)|2)=

L ′(x̂)=0
=

t2

2
⟨L ′′(x̂)h, h⟩+ o(t2) ≥ 0, так как x̂ ∈ locminP .

Деля это неравенство на t2 и переходя к пределу при t → 0,
получаем ⟨L ′′(x̂)h, h⟩ ≥ 0.

Для вектора x = (x1, x2)

⟨L ′′h, h⟩ = Lx1x1h
2
1 + 2Lx1x2h1h2 + Lx2x2h

2
2.

Для функции 3-х переменных

⟨L ′′h, h⟩ = Lx1x1h
2
1 + Lx2x2h

2
2 + Lx3x3h

2
3+

+2(Lx1x2h1h2 + Lx1x3h1h3 + Lx2x3h2h3).
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2.2.4 Достаточное условие экстремума 2-го порядка

Сформулируем достаточное условие второго порядка экстре-
мума в гладкой конечномерной задаче с ограничениями типа
равенств

f0(x) → extr; fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m. (P )

Здесь функционалы fi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m.

Теорема 2.3. Пусть в допустимой точке x̂ функции fi ∈
D2(x̂), i = 0, 1, . . . ,m, дважды дифференцируемы, для функ-

ции Лагранжа L (x) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) с вектором мно-

жителей Лагранжа λ = (1, λ1, . . . , λm) выполняется условие
стационарности L ′(x̂) = 0.

Тогда, если матрица вторых производных положительно
определена на пространстве стационарных направлений7:

⟨L ′′(x̂)h, h⟩ > 0 ∀ h ∈ Π, h ̸= 0, (∗)

то x̂ ∈ locminP — точка локального минимума.
Если матрица вторых производных отрицательно опре-

делена на пространстве стационарных направлений:

⟨L ′′(x̂)h, h⟩ < 0 ∀ h ∈ Π, h ̸= 0,

то x̂ ∈ locmaxP — точка локального максимума.

Доказательство. Проведем доказательство для случая ми-
нимума. Случай максимума рассматривается аналогично.

Предположим противное, что точка x̂ ̸∈ locminP . Тогда
существует последовательность допустимых8 точек xn → x̂

таких, что f0(xn) < f0(x̂). Обозначим hn := xn − x̂, hn :=
hn
|hn|

.

7Пространство стационарных направлений
Π = Π(x̂) := {h ∈ Rn | ⟨f ′

i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m}.
8fi(xn) = fi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m.
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Последовательность точек hn принадлежит единичной сфере
в Rn (компакту). Поэтому из нее можно выделить подпосле-
довательность, сходящуюся к некоторой точке h, принадле-
жащей этой единичной сфере. Поэтому |h| = 1. Для простоты
записи будем считать, что сама последовательность hn схо-
дится к h.

Покажем, что h ∈ Π. Имеем для i = 1, . . . ,m

fi(xn) = fi(x̂+ hn) = fi(x̂) + ⟨f ′i(x̂), hn⟩+ o(hn)

fi(xn)=fi(x̂)=0⇐⇒ ⟨f ′i(x̂), hn⟩+ o(hn) = 0.

Деля это равенство на |hn| и переходя к пределу, получаем:〈
f ′i(x̂),

hn
|hn|

〉
+
o(hn)

|hn|
= 0 =⇒ ⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0.

Значит, h ∈ Π, h ̸= 0 (так как |h| = 1).
Поскольку fi(xn) = fi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m, то

f0(xn) = f0(xn) +
m∑
i=1

λifi(xn) = L (xn),

f0(x̂) = f0(x̂) +
m∑
i=1

λifi(x̂) = L (x̂).

Поэтому

f0(xn)− f0(x̂) = L (xn)− L (x̂) = L (x̂+ hn)− L (x̂) =

(по формуле Тейлора)

= ⟨L ′(x̂), h⟩+ 1

2
⟨L ′′(x̂)hn, hn⟩+ o(|hn|2)

L ′(x̂)=0
=

=
1

2
⟨L ′′(x̂)hn, hn⟩+ o(|hn|2) < 0,

так как по предположению f0(xn)−f0(x̂) < 0. Разделим полу-

ченное неравенство на |hn|2:
〈

L ′′(x̂)
hn
|hn|

,
hn
|hn|

〉
+
o(|hn|2)
|hn|2

< 0.

Переходя к пределу при n→ +∞, получаем: ⟨L ′′(x̂)h, h⟩ ≤ 0.
Пришли к противоречию с условием (∗) теоремы. Значит, на-
ше предположение противного неверно и x̂ ∈ locminP .
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2.3 Примеры

Пример 1. x1 + 2x2 → extr; x21 + x22 = 5.

Решение. Функция Лагранжа L = λ0(x1+2x2)+λ1(x
2
1+x

2
2−5).

Необходимое условие локального экстремума:

Lx = 0 ⇐⇒
{

Lx1 = 0,

Lx2 = 0,
⇐⇒

{
λ0 + 2λ1x1 = 0,

2λ0 + 2λ1x2 = 0.

Если λ0 = 0, то λ1 ̸= 0, так как не все множители Лагран-
жа равны нулю. Тогда из предыдущих уравнений вытекает,
что x1 = x2 = 0, но эта точка не является допустимой.
Значит, в случае λ0 = 0 стационарных точек нет.

Полагаем λ0 = 1. Тогда x1 = − 1

2λ1
, x2 = − 1

λ1
.

Подставляя x1, x2 в ограничение x21 + x22 = 5, получаем:

1

4λ21
+

1

λ21
= 5 ⇐⇒ 5 = 20λ21 ⇐⇒ 1 = 4λ21 ⇐⇒ λ1 = ±1

2
.

Поэтому имеем две стационарные точки:

λ1 =
1

2
⇒ x1 = − 1

2λ1
= −1, x2 = − 1

λ1
= −2, x̂1 = (−1,−2);

λ1 = −1

2
⇒ x1 = − 1

2λ1
= 1, x2 = − 1

λ1
= 2, x̂2 = (1, 2).

По теореме Вейерштрасса (в силу компактности окруж-
ности) существуют решения задач на максимум и минимум.
Значит, одна из найденных точек доставляет абсолютный ми-
нимум, другая — абсолютный максимум.
Вычислим значения функционала в стационарных точках:

f0(−1,−2) = −1 + 2(−2) = −5,

f0(1, 2) = 1 + 2 · 2 = 5.

Значит, Sabsmin = −5, Sabsmax = 5.
Ответ. (−1,−2) ∈ absmin, Sabsmin = −5; (1, 2) ∈ absmax,
Sabsmax = 5.
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3 Конечномерные гладкие задачи с ра-
венствами и неравенствами

В этом параграфе даются необходимые условия экстремума
первого порядка в гладкой конечномерной задаче с ограни-
чениями типа равенств и неравенств, необходимые и доста-
точные условия экстремума второго порядка, а также усло-
вия экстремума в квадратично-линейной задаче с линейными
ограничениями.

3.1 Постановка задачи

Пусть fi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m, — функции n переменных,
отображающие пространство Rn в R, обладающие некоторой
гладкостью. Гладкой конечномерной экстремальной задачей с
ограничениями типа равенств и неравенств называется сле-
дующая задача в Rn:

f0(x) → extr;
fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m′,

fi(x) = 0, i = m′+ 1, . . . ,m.
(P )

Точки, удовлетворяющие всем ограничениям типа равенств и
неравенств, называются допустимыми точками в задаче.

Определение 1. Говорим, что допустимая точка x̂ доставля-
ет локальный минимум в задаче (P ), и пишем x̂ ∈ locminP ,
если существует δ > 0 такое, что f0(x) ≥ f0(x̂) для любой
допустимой точки x, для которой |x− x̂| < δ.

Определение 2. Говорим, что допустимая точка x̂ доставля-
ет локальный максимум в задаче (P ), и пишем x̂ ∈ locmaxP ,
если существует δ > 0 такое, что f0(x) ≤ f0(x̂) для любой
допустимой точки x, для которой |x− x̂| < δ.

Отметим, что в задаче (P ) ограничения типа равенств
можно было бы не писать, заменив любое из равенств f(x) = 0
(⇔ 0 ≤ f(x) ≤ 0) двумя неравенствами f(x) ≤ 0, −f(x) ≤ 0.
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3.2 Необходимые и достаточные условия экстре-
мума

3.2.1 Принцип Лагранжа

Сформулируем необходимое условие 1-го порядка экстремума
в гладкой конечномерной задаче с ограничениями типа ра-
венств и неравенств — принцип Лагранжа. Имеем задачу

f0(x) → extr;
fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m′,

fi(x) = 0, i = m′+ 1, . . . ,m.
(P )

Теорема 3.1. Пусть x̂ ∈ locextrP — точка локального экс-
тремума, а функции fi, i = 0, 1, . . . ,m, непрерывно диф-
ференцируемы в окрестности точки x̂ (условие гладкости).
Тогда существует ненулевой вектор множителей Лагран-
жа λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1, такой, что для функции

Лагранжа L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) выполняются условия :

a) стационарности9 : L ′(x̂) = 0 ;

b) дополняющей нежёсткости : λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

c) знакоопределенности :

λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i=1, . . . ,m′, для локального минимума,
λi ≤ 0, i=1, . . . ,m′, для локального максимума.

Доказательство. Проведем доказательство для случая ми-
нимума. Случай максимума рассматривается аналогично.

Будем считать также, что f0(x̂) = 0, иначе рассмотрим
функцию f̃0(x) = f0(x)− f0(x̂).

Если fi(x̂) < 0 при некотором 1 ≤ i ≤ m, то для гладко-
го отображения fi(x) < 0 в некоторой окрестности точки x̂.
Поэтому это неравенство fi(x) ≤ 0 на локальный экстремум

9Условие стационарности можно расписать в эквивалентном виде:
∂L (x̂)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , n или

m∑
i=0

λif
′
i(x̂)= 0 ⇔

m∑
i=0

λi⟨f ′
i(x̂), h⟩= 0∀h∈Rn.
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не влияет и полагаем λi = 0. Таким образом, можно счи-
тать, что условия дополняющей нежёсткости уже выполнены
и fi(x̂) = 0, i = 0, 1, . . . ,m.

Для удобства записи введем отображение F : Rn → Rm−m′ ,
действующее по формуле F (x) = (fm′+1(x), . . . , fm(x)).

A) Вырожденный случай. Пусть ImF ′(x̂) ̸= Rm−m′ . Тогда
ImF ′(x̂) есть замкнутое (в конечномерном пространстве все
подпространства замкнутые) собственное подпространство в
Rm−m′ . По лемме о нетривиальности аннулятора замкнутого
собственного подпространства существует ненулевой функци-
онал y∗ = (λm′+1, . . . , λm) ∈ (ImF ′(x̂))⊥. Это означает, что

⟨y∗, y⟩ = 0 ∀ y ∈ ImF ′(x̂) ⇔
m∑

i=m′+1

λif
′
i(x̂) = 0. Остается по-

ложить λi = 0, i = 0, 1, . . . ,m′, и приходим к утверждению
теоремы.

B) Невырожденный случай. Пусть ImF ′(x̂) = Rm−m′ .
Рассмотрим множество

B = {b = (b0, b1, . . . , bm) ∈ Rm+1 | ∃ x ∈ Rn :

bi>f
′
i(x̂)[x], i = 0, 1, . . . ,m′; bi = f ′i(x̂)[x], i = m′+1, . . . ,m}.

Докажем, что B — выпуклое множество.
Действительно, возьмем две точки b, b′ ∈ B. Тогда по опреде-
лению множества B существуют точки x, x′ такие, что

bi > f ′i(x̂)[x], i = 0, 1, . . . ,m′, bi=f ′i(x̂)[x], i=m
′+ 1, . . . ,m;

b′i > f ′i(x̂)[x
′], i=0, 1, . . . ,m′, b′i=f

′
i(x̂)[x

′], i=m′+1, . . . ,m.

Покажем, что выпуклая комбинация bθ = θb + (1 − θ)b′ ∈ B
∀ 0 < θ < 1. Положим xθ = θx + (1 − θ)x′. Умножая первые
два соотношения на θ, а вторые два на 1 − θ и складывая,
получим соответственно:

θbi + (1− θ)b′i > ⟨f ′i(x̂), θx+ (1− θ)x′⟩, i = 0, 1, . . . ,m′;

θbi + (1− θ)b′i = ⟨f ′i(x̂), θx+ (1− θ)x′⟩, i = m′+ 1, . . . ,m.

Поэтому bθ ∈ B.
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Очевидно, что множество B ̸= ∅. Действительно, возьмём
точку x = 0. Тогда вектор b ∈ B при bi > ⟨f ′i(x̂), 0⟩ = 0,
i = 0, 1, . . . ,m′, bi = ⟨f ′i(x̂), 0⟩ = 0, i = m′ + 1, . . . ,m.

Покажем, что 0 ̸∈ B. Предположим противное и придем к
противоречию с тем, что x̂ локальный минимум.

Если 0 ∈ B, то существует элемент h ∈ Rn такой, что
f ′i(x̂)[h] < 0, i = 0, 1, . . . ,m′; f ′i(x̂)[h] = 0, i = m′+ 1, . . . ,m
(⇔ F ′(x̂)[h] = 0). В рассматриваемом нами невырожденном
случае (F ′(x̂)(Rn)= Rm−m′) выполняются все условия теоре-
мы о касательном пространстве для отображения F . Предпо-
ложения о функциях fi, гарантируют строгую дифференци-
руемость компонент F в точке x̂, а значит, и строгую диффе-
ренцируемость самого отображения F в точке x̂. По этой тео-
реме KerF ′(x̂) = Tx̂N , где N := {x ∈ Rn | F (x) = F (x̂) = 0}.
Поэтому h ∈ Tx̂N и, следовательно, существует отображение
r : [−ε; ε] → Rn (ε > 0) такое, что |r(t)| = o(t),

x̂+ th+ r(t) ∈ N ⇐⇒ F
(
x̂+ th+ r(t)

)
= 0 ∀ t ∈ [−ε, ε]. (1)

При малых t > 0 для i = 0, 1, . . . ,m′ имеем неравенства

fi
(
x̂+ th+ r(t)

)
= fi(x̂) + t⟨f ′i(x̂), h⟩+ o(t) < 0. (1i)

Из (1), (1i), i = 1, . . . ,m′, следует, что x̂ + th + r(t) ∈ D(P ).
Но при этом неравенство (10) ⇔ f0

(
x̂+ th+ r(t)

)
< 0 = f0(x̂)

противоречит тому, что x̂ ∈ locmin. Значит, 0 ̸∈ B.
По теореме отделимости выпуклое множество B и точку 0

можно отделить. Значит, существует ненулевой функционал
λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1 такой, что

inf
b∈B

⟨λ, b⟩ ≥ ⟨λ, 0⟩ ⇐⇒
m∑
i=0

λibi ≥ 0 ∀ b ∈ B. (∗)

Условие неотрицательности. Для любого ε > 0 вектор
(ε, . . . , ε, 1

i
, ε, . . . , ε, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−m′

)∈ B (полагаем x = 0), i=0, . . . ,m′.
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Подставляя такие векторы в неравенство (∗), получаем, что

ε

m′∑
j=0, j ̸=i

λj + λi ≥ 0.

Устремляя ε к нулю, получаем, что λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m′.
Условие стационарности. Для любых x∈Rn и ε>0 вектор(

f ′0(x̂)[x] + ε, . . . , f ′m′(x̂)[x] + ε, f ′m′+1(x̂)[x], . . . , f
′
m(x̂)[x]

)
∈ B.

Подставляя такие векторы в (∗), приходим к неравенству

ε

m′∑
i=0

λi +

m∑
i=0

λif
′
i(x̂)[x] ≥ 0 ∀ x ∈ Rn.

В силу произвольности x отсюда следует, что
m∑
i=0

λif
′
i(x̂) = 0.
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Поскольку условия стационарности и дополняющей не-
жёсткости определены с точностью до умножения на кон-
станту, то в задаче на минимум условие знакоопределенности
можно записать в виде: λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m′ (это условие на-
зывают еще условием неотрицательности); в задаче на мак-
симум неравенства можно записать в виде: λ0 ≤ 0, λi ≥ 0,
i = 1, . . . ,m′.

Точки, удовлетворяющие необходимым условиям локаль-
ного экстремума a)–c), называются критическими. Это точки
возможного локального экстремума.

Если для критической точки λ0 > 0, λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m′,
то точка является критической в задаче на минимум.

Если для критической точки λ0 > 0, λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m′,
то точка является критической в задаче на максимум.

Если для критической точки λ0 > 0, а λi = 0, i = 1, . . . ,m′,
то точка является критической в задаче и на минимум, и на
максимум.

Если для точки множители Лагранжа λi, i = 1, . . . ,m′,
разного знака, то точка не является критической.

Поскольку множители Лагранжа определены с точностью
до умножения на положительную константу, то обычно при
решении рассматривают два случая: λ0 = 0 или λ0 > 0 (во
втором случае часто полагают λ0 = 1).

Если для ограничения типа неравенства в критической
точке fi(x̂) < 0, то fi(x) < 0 в некоторой окрестности точки x̂
и при исследовании локального экстремума это неравенство
можно не учитывать. В силу условия дополняющей нежёст-
кости соответствующий коэффициент λi = 0.

Если для ограничения типа неравенства в критической
точке fi(x̂) = 0, то это ограничение называется активным.
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3.2.2 Необходимое условие 1-го и 2-го порядка

Рассмотрим задачу с ограничениями типа равенств и нера-
венств:

f0(x) → extr;
fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m′,

fi(x) = 0, i = m′+ 1, . . . ,m,
(P )

где fi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m.

Теорема 3.2. Пусть точка x̂ ∈ locextrP , функции fi ∈
C2(O(x̂)), i = 0, 1, . . . ,m, векторы f ′m′+1(x̂), . . . , f

′
m(x̂) — ли-

нейно независимы. Тогда существует вектор множителей
Лагранжа λ ∈ Rm+1, λ ̸= 0, такой, что для функции Лагран-

жа L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) выполняются условия:

a) стационарности: L ′(x̂) = 0;

b) дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

c) знакоопределенности множителей Лагранжа:

λ0 ≥ 0,
λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m′, для минимума,
λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m′, для максимума;

d) для любого h из конуса допустимых направлений10

K = K(x̂) :=

{
h ∈ Rn

∣∣∣∣ ⟨f ′i(x̂), h⟩ ≤ 0, i = 0, 1, . . . ,m′,
⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = m′+ 1, . . . ,m.

}
найдётся вектор множителей Лагранжа λ ̸= 0, удовлетво-
ряющий условиям a)–c) и такой, что

L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 для минимума,
L ′′(x̂)[h, h] ≤ 0 для максимума.

(L ′′)

Замечание. Отметим, что если для точки локального экс-
тремума x̂ вектор множителей Лагранжа λ единственен (с точ-
ностью до умножения на положительную константу), то нера-
венства (L ′′) выполняются для любого h ∈ K.

10Напомним, что в формировании конуса допустимых направлений из
ограничений типа неравенств берутся только активные ограничения, т. е.
только те, для которых fi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′.
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3.2.3 Достаточное условие экстремума 2-го порядка

Сформулируем достаточное условие второго порядка локаль-
ного экстремума в гладкой конечномерной задаче с ограниче-
ниями типа равенств и неравенств:

f0(x) → extr;
fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m′,

fi(x) = 0, i = m′+ 1, . . . ,m,
(P )

fi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m.

Теорема 3.3. Пусть функции fi, i = 0, . . . ,m, дважды непре-
рывно дифференцируемы в некоторой окрестности допусти-
мой точки x̂ (условие гладкости), для функции Лагранжа

L (x)= f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) и вектора множителей Лагранжа

λ = (1, λ1, . . . , λm) в точке x̂ выполняются условия:
a) стационарности: L ′(x̂) = 0;
b) дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

c) неотрицательности: λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m′;

d) положительной определенности матрицы вторых про-
изводных функции Лагранжа на пространстве стационар-
ных направлений11

Π(x̂) :=

{
h ∈ Rn

∣∣∣∣ λi⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m′,
⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = m′+ 1, . . . ,m,

}
:

⟨L ′′(x̂)h, h⟩ > 0 ∀ h ∈ Π, h ̸= 0. (∗)

Тогда x̂ ∈ locminP — точка локального минимума.
Если условия c) и d) выполняются в виде:
c′) λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m′;

d′) ⟨L ′′(x̂)h, h⟩ < 0 ∀ h ∈ Π, h ̸= 0,
то x̂ ∈ locmaxP — точка локального максимума.

11Напомним, что в формировании пространства стационарных направ-
лений из ограничений типа неравенств берутся только активные ограни-
чения, т. е. только те, для которых fi(x̂) = 0.
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3.3 Примеры

Пример 1. x21+x
2
2+x1x2− 3x1− 3x2 → extr; 3x1+2x2 ≤ 8.

Решение. Функция Лагранжа

L = λ0(x
2
1 + x22 + x1x2 − 3x1 − 3x2) + λ1(3x1 + 2x2 − 8).

Необходимые условия локального экстремума:
а) стационарности:

Lx = 0 ⇐⇒
{

Lx1 = 0,

Lx2 = 0,
⇐⇒

{
λ0(2x1 + x2 − 3) + 3λ1 = 0,

λ0(2x2 + x1 − 3) + 2λ1 = 0;

b) дополняющей нежёсткости: λ1(3x1 + 2x2 − 8) = 0;

c) знакоопределенности:

λ0 ≥ 0, λ1 ≥ 0, в задаче на минимум,
λ1 ≤ 0, в задаче на максимум.

Если λ0 = 0, то из уравнений пункта а) выводим, что
λ1 = 0 — все множители Лагранжа — нули, а этого быть не
может. Значит, при λ0 = 0 допустимых точек нет.

Пусть λ0 ̸= 0. Полагаем для удобства λ0 = 1. Получим{
2x1 + x2 − 3 + 3λ1 = 0,

x1 + 2x2 − 3 + 2λ1 = 0,
⇐⇒

{
x1 = 1− 4

3λ1,

x2 = 1− 1
3λ1.

(a′)

Предположим λ1 = 0. Тогда x1 = x2 = 1. Получили кри-
тическую точку на минимум и на максимум x̂1 = (1, 1).

Пусть λ1 ̸= 0, тогда в силу условия b) 3x1 + 2x2 − 8 = 0.
Подставим x1, x2 из (a′) в уравнение: 3

(
1− 4

3λ1
)
+2
(
1− 1

3λ1
)
= 8

⇔ −4λ1− 2
3λ1 = 3 ⇔ −14

3 λ1 = 3 ⇔ λ1 = − 9
14 < 0 (критическая

точка будет в задаче на максимум). Соответственно,{
x1 = 1− 4

3

(
− 9

14

)
= 1 + 6

7 = 13
7 ,

x2 = 1− 1
3

(
− 9

14

)
= 1 + 3

14 = 17
14 .



35

Значит, в случае λ1 ̸= 0 имеется критическая точка в задаче
на максимум x̂2 =

(
13
7 ,

17
14

)
.

Исследование. Вторая производная функционала

f ′′0 = A =

(
2 1
1 2

)
> 0 (A1 = 2, A12 = 4− 1 > 0)

по критерию Сильвестра является положительно определен-
ной матрицей. Значит, функция f0(x) = x21+x

2
2+x1x2−3x1−

3x2 → +∞ при |x| → ∞. Тогда по следствию из теоремы Вей-
ерштрасса решение задачи на минимум существует, а в силу
единственности критической точки на минимум решением мо-
жет быть только точка (1, 1). При этом Sabsmax = +∞, так как
множество допустимых точек неограничено.

Осталось проверить, доставляет ли критическая точка
x̂2 =

(
13
7 ,

17
14

)
с λ1 = − 9

14 локальный максимум. Исследуем
её с помощью необходимых условий 2-го порядка. В ней нера-
венство f1(x) = 3x1 + 2x2 − 8 ≤ 0 обращается в равенство
(это можно не проверять, поскольку λ1 ̸= 0, а в силу усло-
вия дополняющей нежёсткости λ1(3x1+2x2− 8) = 0), значит,
ограничение является активным.

Пространство стационарных направлений

Π:= {h ∈ R2 | ⟨f ′1(x̂), h⟩ = 0 ⇔ 3h1 + 2h2 = 0} ≠ 0.

Для функции Лагранжа L = x21 + x22 + x1x2 − 3x1 − 3x2 +
λ1(3x1 + 2x2 − 8) вторая производная

⟨L ′′h, h⟩ = 2(h21 + h22 + h1h2) > 0 ∀ h ̸= 0.

Матрица A положительно определена, поэтому необходимое
условие максимума в задаче с неравенствами (⟨Ah, h⟩ ≤ 0
∀ h ∈ Π) не выполняется. Значит, x̂2 ̸∈ locmax.
Ответ. (1, 1) ∈ absmin, Sabsmin = −3

2 , критическая точка в
задаче на максимум

(
13
7 ,

17
14

)
̸∈ locmax, Sabsmax = +∞.
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Пример 2. x2
1+x2

2+x2
3

2 → extr; 2x1−x2+x3≤5, x1+ x2 + x3=3.

Решение. Функция Лагранжа

L = λ0
x2
1+x2

2+x2
3

2 + λ1(2x1 − x2 + x3 − 5) + λ2(x1 + x2 + x3 − 3).

Необходимые условия локального экстремума:
а) стационарности:

Lx = 0 ⇐⇒


Lx1 = 0,

Lx2 = 0,

Lx3 = 0,

⇐⇒


λ0x1 + 2λ1 + λ2 = 0,

λ0x2 − λ1 + λ2 = 0,

λ0x3 + λ1 + λ2 = 0;

b) дополняющей нежёсткости: λ1(2x1 − x2 + x3 − 5) = 0;

c) знакоопределенности: λ0 ≥ 0, λ1 ≥ 0, на минимум,
λ1 ≤ 0, на максимум.

Если λ0 = 0, то из уравнений пункта а) выводим, что λ1 =
λ2 = 0 — все множители Лагранжа — нули, а этого быть не
может. Значит, при λ0 = 0 допустимых точек нет.

Пусть λ0 ̸= 0. Полагаем для удобства λ0 = 1. Получим
x1 + 2λ1 + λ2 = 0,

x2 − λ1 + λ2 = 0,

x3 + λ1 + λ2 = 0,

⇐⇒


x1 = −2λ1 − λ2,

x2 = λ1 − λ2,

x3 = −λ1 − λ2.

(a′)

Предположим λ1 = 0. Тогда из (a′) x1 = x2 = x3 = −λ2.
Подставляя xi = −λ2 в равенство x1 + x2 + x3 = 3, получаем,
что −3λ2 = 3 ⇔ λ2 = −1 ⇒ x1 = x2 = x3 = 1. Получили
точку x̂1 = (1, 1, 1) критическую в задаче и на минимум, и на
максимум.

Пусть λ1 ̸= 0, тогда в силу условия b) 2x1−x2+x3−5 = 0.
Подставим x1, x2,x3 в уравнения x1+x2+x3=3, 2x1−x2+x3=5:{
−2λ1 − λ2 + λ1 − λ2 − λ1 − λ2 = 3,

−4λ1 − 2λ2 − λ1 + λ2 − λ1 − λ2 = 5,
⇐⇒

{
−2λ1 − 3λ2 = 3,

−6λ1 − 2λ2 = 5,
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откуда λ1 = − 9
14 < 0 (в этом случае критические точки будут

в задаче на максимум), λ2 = −4
7 . Соответственно,

x1 = −2λ1 − λ2 =
13
7 ,

x2 = λ1 − λ2 = − 1
14 ,

x3 = −λ1 − λ2 =
17
14 .

Значит, в случае λ1 ̸= 0 имеется критическая точка в задаче
на максимум x̂2 =

(
13
7 ,−

1
14 ,

17
14

)
.

Исследование. Функция f0(x) = x21 + x22 + x23 → +∞
при |x| → ∞, значит, по следствию из теоремы Вейерштрасса
решение задачи на минимум существует. В силу единственно-
сти критической точки в задаче на минимум решением может
быть только точка (1, 1, 1). При этом Sabsmax = +∞, так как
множество допустимых точек неограничено.

Осталось проверить, доставляет ли критическая точка
x̂2 =

(
13
7 ,−

1
14 ,

17
14

)
с λ1 = − 9

14 локальный максимум.
Исследуем её с помощью необходимых условий 2-го порядка.
В ней неравенство f1(x) = 2x1 − x2 + x3 − 5 ≤ 0 обращается в
равенство (это можно не проверять, поскольку λ1 ̸= 0, а в силу
условия дополняющей нежёсткости λ1(2x1−x2+x3− 5) = 0),
значит, ограничение является активным.

Пространство стационарных направлений

Π:=

{
h ∈ R2

∣∣∣ ⟨f ′1(x̂), h⟩ = 0,
⟨f ′2(x̂), h⟩ = 0,

⇔ 2h1 − h2 + h3 = 0,
h1 + h2 + h3 = 0,

}
̸= 0.

Для функции Лагранжа L =
x2
1+x2

2+x2
3

2 + λ1(2x1 − x2 + x3 − 5)
+ λ2(x1 + x2 + x3 − 3) вторая производная

⟨L ′′(x̂)h, h⟩ = h21 + h22 + h23 > 0 ∀ h ̸= 0.

Матрица A положительно определена, поэтому необходимое
условие максимума в с неравенствами (⟨Ah, h⟩ ≤ 0 ∀ h ∈ Π)
не выполняется. Значит, x̂2 ̸∈ locmax.
Ответ. (1, 1, 1) ∈ absmin, Sabsmin = 3, критическая точка в
задаче на максимум

(
13
7 ,−

1
14 ,

17
14

)
̸∈ locmax, Sabsmax = +∞.
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Необходимое условие экстремума 2-го порядка

Теорема. Пусть x̂ ∈ locextrP , fi ∈ C2(O(x̂)), i = 0, 1, . . . ,m,
векторы f ′m′+1(x̂), . . . , f

′
m(x̂) — линейно независимы.Тогда су-

ществует ненулевой вектор множителей Лагранжа λ =
(λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1, такой, что для функции Лагранжа

L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) выполняются условия:

a) стационарности12: L ′(x̂) = 0;
b) дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

c) знакоопределенности:

λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i=1, . . . ,m′, для локального минимума,
λi ≤ 0, i=1, . . . ,m′, для локального максимума.для

функции Лагранжа L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) (λ ̸= 0) выполняются
условия:

стационарности: L ′(x̂) = 0;

дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

знакоопределенности множителей Лагранжа:

λ0 ≥ 0,
λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m′, для минимума,
λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m′, для максимума;

непусто;
2) для любого h из конуса допустимых направлений

K = K(x̂) :=

{
h ∈ Rn

∣∣∣∣ ⟨f ′i(x̂), h⟩ ≤ 0, i = 0, 1, . . . ,m′,
⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = m′+ 1, . . . ,m.

}
13

найдётся, зависящий от h, множитель Лагранжа λ ∈ Л
такой, что

L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 для минимума,
L ′′(x̂)[h, h] ≤ 0 для максимума.

(L ′′)

12Условие стационарности можно расписать в эквивалентном виде:
∂L (x̂)

∂xj
= 0, j = 1, . . . , n или

m∑
i=0

λif
′
i(x̂)= 0 ⇔

m∑
i=0

λi⟨f ′
i(x̂), h⟩= 0∀h∈Rn.

13Напомним, что в формировании конуса допустимых направлений из
ограничений типа неравенств берутся только активные ограничения, т. е.
только те, для которых fi(x̂) = 0.
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Достаточное условие экстремума 2-го порядка

Теорема. fi ∈ C2(O(x̂)), i = 0, . . . ,m, для функции Лагран-

жа L (x)=f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) выполняются условия:

a) стационарности: L ′(x̂) = 0;
b) дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

c) неотрицательности: λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m′;

d) ⟨L ′′(x̂)h, h⟩ > 0 ∀ h ∈ Π, h ̸= 0 =⇒ x̂ ∈ locminP.

Если условия c) и d) выполняются в виде:
c′) λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m′;

d′) ⟨L ′′(x̂)h, h⟩ < 0 ∀ h ∈ Π, h ̸= 0 =⇒ x̂ ∈ locmaxP ,

где Π(x̂) :=

{
h∈Rn

∣∣∣∣ λi⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = 1, . . . ,m′,
⟨f ′i(x̂), h⟩ = 0, i = m′+1, . . . ,m.

}
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4 Выпуклый анализ

Пусть в этом пункте X — линейное нормированное простран-
ство (для простоты понимания можно считать, что X = Rn —
конечномерное пространство).

4.1 Элементы выпуклого анализа

4.1.1 Выпуклые множества

Введем некоторые понятия, которые используются в выпук-
лом анализе:

• отрезок [a; b] = {x ∈ X | x = ta+ (1− t)b, 0 ≤ t ≤ 1}
или в виде (1− t)a+ tb, a+ (1− t)b;

• интервал (a; b) = {x ∈ X | x = ta+ (1− t)b, 0 < t < 1};

• выпуклое множество A, если ∀ a, b∈A отрезок [a; b]⊂A,
т. е. ∀ a, b ∈ A точка ta+ (1− t)b ∈ A ∀ 0 ≤ t ≤ 1;

Слева — выпуклое множество; справа — невыпуклое множество.

• конус K (K ̸= ∅), если ∀ x ∈ K точка tx ∈ K ∀ t ≥ 0;

Слева — выпуклый конус; справа — два невыпуклых конуса.
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• аффинное множество A, если ∀ a, b ∈ A точка
ta+ (1− t)b ∈ A ∀ t ∈ R.

Очевидно, что аффинное множество выпукло.
Возьмем фиксированные точки a1, . . . , am ∈ X. Пусть

m∑
i=1

tiai — комбинация этих точек, ti ∈ R. Дадим различные

определения таких комбинаций и оболочек этих комбинаций:

• выпуклая комбинация, если ti ≥ 0,
m∑
i=1

ti = 1;

• коническая комбинация, если ti ≥ 0;

• аффинная комбинация, если
m∑
i=1

ti = 1;

• выпуклая оболочка

conv{a1, . . . , am} :=

{
a=

m∑
i=1

tiai

∣∣∣ ti ≥ 0,
m∑
i=1

ti = 1

}
—

совокупность всех выпуклых комбинаций;

• коническая выпуклая оболочка

conev{a1, . . . , am} :=
{
a =

m∑
i=1

tiai

∣∣∣ ti ≥ 0

}
;

• аффинная оболочка

aff{a1, . . . , am} :=
{
a =

m∑
i=1

tiai

∣∣∣ m∑
i=1

ti = 1

}
.

Слева — выпуклая оболочка точек a1, . . . , am; посередине — коническая
выпуклая оболочка двух точек a1, a2; справа — аффинная оболочка двух
точек a1, a2.
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4.1.2 Выпуклые функции

Пусть задана функция (функционал), отображающая линей-
ное нормированное пространство в “расширенную” прямую:

f : X → R := R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.

С каждой такой функцией f связываются два множества:
dom f = {x ∈ X | f(x) < +∞} — эффективное множество
и epi f = {(a, x) ∈ R×X | a ≥ f(x)} — надграфик функции f .

• Функция f называется выпуклой,
если надграфик f — выпуклое множество.

• Функция f называется замкнутой,
если надграфик f — замкнутое множество.

• Функция f называется собственной,
если f(x) > −∞ ∀ x и f ̸≡ +∞.

Случай f(x) ≡ +∞ не интересен.

Если же для выпуклой функции существует точка z0 та-
кая, что f(z0) = −∞, а |f(z1)| < +∞, то в силу выпуклости
надграфика f(z) = −∞ ∀ z ∈ [z0, z1). Если при этом функция
f является к тому же замкнутой, то f(z) = −∞ ∀ z ∈ dom f .

Мы будем изучать выпуклые собственные функции. Для
краткости будем называть их просто “выпуклые” функции.
Иногда их называют ещё выпуклые вниз функции. Можно
рассматривать также выпуклые вверх (вогнутые) функции.
Они аналогично определяются с помощью подграфика функ-
ции.

Можно выпуклость определять не на всём пространстве, а
на некотором интервале или на выпуклом подмножестве неко-
торого векторного пространства. Если не оговорено иначе, то
будем выпуклость определять на всём пространстве.
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Из определения выпуклого множества сразу следует, что
функция выпукла тогда и только тогда, когда выполнено
неравенство Йенсена14:

f(tx1+(1−t)x2) ≤ tf(x1)+(1−t)f(x2) ∀ x1, x2 ∈ X, ∀ t ∈ (0; 1).

Действительно, если надграфик выпуклое множество, то вы-
пуклая оболочка точек (x1, f(x1)) и (x2, f(x2)) точка
t(x1,f(x1))+(1−t)(x2,f(x2)) = (tx1+(1−t)x2, tf(x1)+(1−t)f(x2))
также принадлежит надграфику. Тогда по определению над-
графика

f(x) ≤ a ⇐⇒ f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2).

Геометрически это означает, что точка на хорде, соединяющая
две точки на графике, лежит выше соответствующей точки
графика.

qq
q6f

- x
�
�
�
�
�
��

q
x1 tx1+(1−t)x2 x2

f(tx1+(1−t)x2)

tf(x1)+(1−t)f(x2)

f(x2)

f(x1)

0

Ясно, что сумма λ1f1 + λ2f2 выпуклых функций f1 и f2 с
неотрицательными коэффициентами λ1 и λ2 является функ-
цией выпуклой.

Суперпозиция двух выпуклых функций не всегда является
выпуклой функцией. Например, функция e−x2 , являющаяся
суперпозицией выпуклых функций f(x) = x2 и g(t) = e−t, не
является выпуклой функцией.

Непрерывно дифференцируемая функция одной перемен-
ной выпукла на интервале тогда и только тогда, когда её гра-

14Иоган Людвиг Виллиам Вальдемар Йенсен — датский математик и
инженер (1859-1925).
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фик лежит не ниже касательной, проведённой к этому графи-
ку в любой точке промежутка выпуклости.

Определение 3. Точка d выпуклого множества D называ-
ется крайней (угловой), если не существует точек d1, d2∈D,
d1 ̸= d2, и числа t ∈ (0; 1) таких, что d = td1 + (1− t)d2.

Определение 4. Замкнутое выпуклое множество называ-
ется строго выпуклым, если все его граничные точки край-
ние.

У отрезка [a; b] крайними точками являются концы отрез-
ка — точки a и b.

У треугольника крайними точками являются его верши-
ны. Точки сторон треугольника, не являющиеся вершинами,
не являются крайними.

У круга крайними точками являются точки порождаю-
щей его окружности. У круга все граничные точки являются
крайними.

Определение 5. Функция f называется строго выпуклой,
если её надграфик — строго выпуклое множество.

Из определения строго выпуклого множества сразу следу-
ет, что функция f строго выпукла тогда и только тогда, когда
для любых точек x1, x2 ∈ X, x1 ̸= x2, и для любого t ∈ (0; 1)
выполнено строгое неравенство Йенсена:

f(tx1 + (1− t)x2) < tf(x1) + (1− t)f(x2).
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Теорема 4.1. Пусть f : R → R — дифференцируемая функ-
ция (на всей числовой прямой). Тогда функция f выпукла то-
гда и только тогда, когда её производная f ′ не убывает (на
всей числовой прямой).

Доказательство. Необходимость. Пусть дифференцируемая
функция f выпукла. Докажем, что ее производная не убывает.
Возьмем произвольную точку x = tx1+(1− t)x2, 0 < t < 1, из
интервала (x1; x2). Из равенства для x находится t = x2−x

x2−x1
,

1−t = x−x1
x2−x1

. Тогда неравенство Йенсена для выпуклой функ-
ции f можно записать в виде:

f(x) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2) ⇐⇒

f(x) ≤ x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2) ⇐⇒

(умножим обе части неравенства на положительное число
x2 − x1 равное x2 − x+ x− x1)

(x2 − x+ x− x1)f(x) ≤ (x2 − x)f(x1) + (x− x1)f(x2)

⇐⇒ (x2 − x)(f(x)− f(x1) ≤ (x− x1)(f(x2)− f(x)) ⇐⇒

(разделим обе части неравенства на положительное число
(x2 − x)(x− x1))

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
. (∗)

Устремляя в неравенстве (∗) x к x1, получим

f ′(x1) ≤
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

Устремляя в неравенстве (∗) x к x2, получим

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f ′(x2).

Из двух последних неравенств следует, что f ′(x1) ≤ f ′(x2).
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Достаточность. Пусть функция f ′ не убывает. Докажем,
выпуклость функции f . Возьмем точки x1 < x2.
В обозначениях предыдущего пункта по теореме Лагранжа

f(x)− f(x1) = f ′(ξ1)(x− x1) ⇐⇒ f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(ξ1);

f(x2)− f(x) = f ′(ξ2)(x2 − x) ⇐⇒ f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(ξ2),

где x1 < ξ1 < x < ξ2 < x2. Поскольку функция f ′ не убывает,
то f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2) и, следовательно,

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
.

Таким образом, для функции f выполнено соотношение (∗),
которое эквивалентно выполнению неравенства Йенсена.
Значит, f — выпуклая функция.

Выпуклость многих классических функций одной пере-
менной сразу вытекает из следующей теоремы.

Теорема 4.2. Пусть функция f : R → R дважды непрерывно
дифференцируема (f ∈ D2(R)). Тогда она выпукла тогда и
только тогда, когда её вторая производная неотрицательна
(f ′′(x) ≥ 0 ∀ x ∈ R).

Если f ′′(x) > 0 ∀ x ∈ R, то функция является строго
выпуклой.

Доказательство. Достаточность. Пусть f ′′(x) ≥ 0 ∀ x ∈ R.
Докажем, что тогда f — выпуклая функция. Поскольку вы-
пуклость функции, как было сказано выше, эквивалентна вы-
полнению неравенства Йенсена, то достаточно доказать, что
выполняется неравенство Йенсена.

Возьмём две произвольные точки x1, x2 и их выпуклую
комбинацию — точку x0 = tx1 + (1− t)x2, 0 < t < 1. Разлагая
функцию f в ряд Тейлора в точке x0 с остаточным членом
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в форме Лагранжа, выпишем значения функции f в точках
x1, x2:

f(x1) = f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) +
1
2f

′′(ξ1)(x1 − x0)
2 ≥

≥ f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0),

f(x2) = f(x0) + f ′(x0)(x2 − x0) +
1
2f

′′(ξ2)(x2 − x0)
2 ≥

≥ f(x0) + f ′(x0)(x2 − x0),

где ξ1 ∈ [x1; x0], ξ2 ∈ [x0; x2] (неравенства выполняются в
силу неотрицательности второй производной). Умножая пер-
вое неравенство на t, второе на 1− t, и складывая, получаем
неравенство Йенсена:

tf(x1) + (1− t)f(x2) ≥ tf(x0) + (1− t)f(x0)+

+f ′(x0)
(
t(x1 − x0) + (1− t)(x2 − x0)

)
=

= f(x0) + f ′(x0)
(
tx1 + (1− t)x2︸ ︷︷ ︸

x0

−x0
)
= f(tx1 + (1− t)x2).

Если f ′′(x) > 0, то неравенства выполняются строгие.
Необходимость. Пусть выпуклая функция f : R → R два-

жды дифференцируема. Докажем, что f ′′(x) ≥ 0 ∀ x ∈ R.
Действительно, поскольку f выпуклая функция, то по Теоре-
ме 4.1 ее производная f ′ не убывает и значит, вторая произ-
водная f ′′(x) ≥ 0.

Отметим, что достаточное условие строгой выпуклости
функции (f ′′(x) > 0) не является необходимым. Например,
функция f(x) = x4 является строго выпуклой. Однако стро-
гое неравенство f ′′(x) > 0 в этом случае не выполняется. так
как в точке x = 0 её вторая производная равна нулю.

Приведем несколько примеров выпуклых функций.
1. f(x) = eax, a ∈ R.
Выпуклость функции следует из Теоремы 4.2
2. f(x) = |x|p, p ≥ 1.
Выпуклость следует из выпуклости надграфика функции.
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3. Аффинная функция (в многомерном случае f : Rn → R,
f(x) = ⟨a, x⟩+ b, a ∈ Rn, b ∈ R).

Аффинная функция является выпуклой по неравенству
Йенсена. Модуль аффинной функции |⟨a, x⟩+ b| также явля-
ется выпуклой функцией, поскольку её надграфик — пересе-
чение полупространств — выпуклое множество.

Выпуклость функций нескольких переменных можно опре-
делять также из следующего многомерного обобщения Теоре-
мы 4.2.

Теорема 4.3. Пусть функция f : Rn → R дважды непрерыв-
но дифференцируема (f ∈ D2(Rn)). Тогда она выпукла тогда
и только тогда, когда её матрица вторых производных всю-
ду неотрицательно определена(

f ′′(x) =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)n

i,j=1

≥ 0 ∀ x ∈ Rn

)
.

4. Квадратичная функция Q(x) = ⟨Ax, x⟩ (A — симмет-
ричная матрица), является выпуклой тогда и только тогда,
когда матрица A неотрицательно определена.

Это сразу вытекает из Теоремы 4.3.
Выпуклыми функциями многих переменных являются так-

же следующие функции:
5. Функция нормы

f(x) = ∥x∥p = ∥x∥
lp
:=


(

n∑
j=1

|xj |p
)1

p
, 1 ≤ p <∞,

max {|x1|, . . . , |xn|}, p = +∞.

6. Индикаторная функция выпуклого множества A ⊂ X

δA(x) =

{
0, x ∈ A,
+∞, x ̸∈ A.

7. Функция Минковского выпуклого множества A ⊂ X

µA(x) =


0, α−1x ∈ A ∀ α > 0,

+∞, α−1x ̸∈ A ∀ α > 0,

inf {α | α > 0, α−1x ∈ A}, иначе.
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Функция Минковского означает наименьшее число, в кото-
рое надо уменьшить вектор x, чтобы он попал в множество A.
Функцию Минковского более кратко можно задать формулой

µA(x) = inf {α > 0 | x ∈ αA}. (∗)

Свойства функции Минковского:
1◦. Функция Минковского является положительно однород-
ной функцией:

µA(λx) = λµA(x) ∀ λ > 0, ∀ x ∈ X.

2◦. Функция Минковского является субаддитивной функцией:
3◦. Функция Минковского является выпуклой функцией.

8. Опорная функция непустого множества A ⊂ X

sA(x∗) = max
x∈A

⟨x∗, x⟩ (sA : X∗ → R).

Опорная функция является выпуклой как верхняя грань вы-
пуклых функций (надграфик является пересечением полу-
пространств — выпуклое множество).
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Теорема 4.4. f : R → R — выпуклая ограниченная функция.
Тогда f(x) = const.

Доказательство. Предположим противное, что f(x) ̸= const.
Тогда существуют точки x1, x2 такие, что x1 < x2 и f(x1) ̸=
f(x2). Не ограничивая общности, считаем, что f(x1) < f(x2).
Поскольку f — выпуклая ограниченная функция, то над-
график функции epi f — выпуклое множество, следователь-
но, хорда

[
(x1, f(x1)), (x2, f(x2))

]
⊂ epi f . Значит, на отрезке

[x1, x2] график функции f лежит ниже этой хорды (или сов-
падает с ней).

Пусть l(x) — прямая, проходящая через точки (x1, f(x1)) и
(x2, f(x2)). Покажем, что

f(x) ≥ l(x) ∀ x > x2. (∗)

Если это не так, то существует точка x > x2 такая, что
f(x) < l(x), т. е. точка (x, f(x)) лежит ниже прямой l. Так как
функция f выпукла, то отрезок

[
(x1, f(x1)), (x, f(x))

]
⊂ epi f

и лежит ниже прямой l, но это не так в точке x2 (ниже точки
(x2, f(x2)) не может быть точек из epi f). Поэтому неравен-
ство (∗) действительно выполняется.

Так как l(x) → +∞ при x→ +∞, то f(x) → +∞ при x→
+∞. Получаем противоречие с ограниченностью функции f.
Значит, предположение противного неверно и f(x) = const.
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4.1.3 Субдифференциал выпуклой функции

Дадим определение важного понятия выпуклого анализа —
субдифференциала функции, обобщающего для выпуклых
функций понятие производной в гладком анализе.

Субдифференциалом выпуклой функции f в точке x̂ назы-
вается следующее множество в сопряженном пространствеX∗:

∂f(x̂) = {x∗ ∈ X∗ | ⟨x∗, x− x̂⟩ ≤ f(x)− f(x̂) ∀ x ∈ X}.

Напомним, что сопряженным пространством X∗ называет-
ся пространство линейных непрерывных функционалов на X.
В случае X = Rn сопряженное пространство (Rn)∗ = Rn.

Из определения сразу вытекает, что субдифференциал —
выпуклое множество в X∗. Легко доказать, что оно замкнуто.
Субдифференциал дифференцируемой функции совпадает с
её производной.

Неравенство в определении субдифференциала можно пе-
реписать в виде

f(x̂) + ⟨x∗, x− x̂⟩ ≤ f(x).
Для функции одной переменной субдифференциал ∂f(x̂) —
это совокупность угловых коэффициентов k = x∗, при кото-
рых прямые y = kx + b, проходящие через точку (x̂, f(x̂)),
лежат под графиком функции y = f(x).

6
f

- x
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x̂ x

f(x̂)

f(x)

f(x̂) + k(x− x̂)

k(x− x̂)

0

∂f(x̂) = {k ∈ R | f(x̂) + k(x− x̂) ≤ f(x) ∀ x ∈ R}.
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Пример. f(x) = |x|.

6
y

- x ∂|x| =
{

signx, x ̸= 0,

[−1; 1], x = 0.
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Для субдифференциала суммы функций имеет место тео-
рема аналогичная теореме о производной суммы функций.

Теорема (Моро–Рокафеллар). Пусть f1 и f2 — выпуклые
функции на X. Существует точка x0, в которой функция f1
конечна (|f1(x0)| <∞), а функция f2 непрерывна (f2 ∈ C(x0)).
Тогда

∂(f1 + f2)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x) ∀ x.

При доказательстве необходимых условий экстремума в
гладкой задаче с равенствами и неравенствами нам понадо-
бится следующая теорема о субдифференциале максимума.

Теорема (Дубовицкий–Милютин). Пусть f1 и f2 — выпук-
лые функции, непрерывные в точке x̂, f1(x̂) = f2(x̂). Тогда

∂max{f1, f2}(x̂) = conv
(
∂f1(x̂) ∪ ∂f2(x̂)

)
.
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4.1.4 Сублинейные функции

Важным примером выпуклой функции являются сублиней-
ные функции.

• Функция называется сублинейной, если её надграфик
является выпуклым конусом с вершиной в нуле.

Из неравенства Йенсена следует, что собственная функ-
ция p является сублинейной тогда и только тогда, когда она
положительно однородна и субаддитивна:
a) p(λx) = λp(x) для любого λ > 0, для любого x ∈ X;
b) p(x1 + x2) ≤ p(x1) + p(x2) для любых x1, x2 ∈ X.

Если X — нормированное пространство, то x → ∥x∥ —
сублинейная функция.

Для непустого множества A ⊂ X функция Минковского
µA(x) и опорная функции sA(x∗) также являются сублиней-
ными функциями.
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Субдифференциал модуля функции

Пусть f(x) — дифференцируемая функция n переменных.
Рассмотрим функцию |f(x)|. Найдём её субдифференциал.

Если f(x) < 0, то |f(x)| = −f(x) и ∂|f(x)| = −f ′(x).
Если f(x) > 0, то |f(x)| = f(x) и ∂|f(x)| = f ′(x).
Если f(x) = 0, то запишем функцию |f(x)| в виде |f(x)| =

max{−f(x), f(x)}. Тогда по теореме Дубовицкого–Милютина

∂|f(x)| = ∂max{−f(x), f(x)} = conv
{
∂(−f)(x) ∪ ∂f(x)

}
=

= conv{−f ′(x), f ′(x)} = [−f ′(x); f ′(x)].

Субдифференциал является отрезком в пространстве Rn.
Таким образом,

∂|f(x)| =


−f ′(x), f(x) < 0,
{αf ′(x), α ∈ [−1; 1]}, f(x) = 0,
f ′(x), f(x) > 0.

Напомним, что для функции n переменных производная есть

вектор частных производных f ′(x) =

(
∂f(x)

∂x1
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

)
.

Поэтому

∂|f(x)| =



−
(
∂f(x)

∂x1
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

)
, f(x) < 0,{

α

(
∂f(x)

∂x1
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

)
, α ∈ [−1; 1]

}
, f(x) = 0,(

∂f(x)

∂x1
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

)
, f(x) > 0.
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Субдифференциал нормы в нуле

Пусть X — линейное нормированное пространство, функцио-
нал f : X → R, f(x) = ∥x∥. Найдём субдифференциал нормы
в нуле.

По определению субдифференциала

x∗ ∈ ∂f(x̂) ⇐⇒ ⟨x∗, x− x̂⟩ ≤ f(x)− f(x̂) ∀ x ∈ X.

У нас x̂ = 0, f(x̂) = ∥0∥ = 0. Следовательно,

x∗ ∈ ∂f(0) ⇐⇒ ⟨x∗, x⟩ ≤ ∥x∥ ∀ x ∈ X. (∗)

Пусть x∗ ∈ ∂f(0). По лемме Банаха (см. п. 5.4) существует
вектор x ∈ X такой, что ∥x∥ = 1, ⟨x∗, x⟩ = ∥x∗∥. Подставляя
этот вектор x в неравенство (∗), получим

∥x∗∥ = ⟨x∗, x⟩
(∗)
≤ ∥x∥ = 1 =⇒ ∥x∗∥ ≤ 1.

Значит, ∂f(0) ⊂ B∗ :=
{
x∗ ∈ X∗ | ∥x∗∥X∗ ≤ 1

}
— единичный

шар сопряженного пространства. Докажем, что ∂f(0) = B∗.
Для этого надо доказать обратное включение ∂f(0) ⊃ B∗.

Возьмем x∗ ∈ B∗, тогда ∥x∗∥ ≤ 1. По неравенству Коши–
Буняковского

⟨x∗, x⟩ ≤ ∥x∗∥ · ∥x∥
∥x∗∥≤1

≤ ∥x∥ ∀ x ∈ X.

Неравенство (∗) выполняется, значит, x∗ ∈ ∂f(0).
Таким образом, ∂f(0) = {x∗ ∈ X∗ | ∥x∗∥X∗ ≤ 1} = B∗.
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4.2 Отделимость выпуклых множеств

При выводе необходимых условий экстремума (принципа
Лагранжа) в выпуклых задачах и в задачах с равенствами и
неравенствами мы будем использовать свойство отделимости
непересекающихся выпуклых множеств.

Определение 6. Множества A и B из пространства X на-
зываются отделимыми, если существует линейный непре-
рывный функционал λ ∈ X∗, λ ̸= 0, для которого

inf
a∈A

⟨λ, a⟩ ≥ sup
b∈B

⟨λ, b⟩.

Из определения следует, что множества являются отдели-
мыми, если можно провести гиперплоскость H := {x ∈ X |
⟨λ, x⟩ = c}, c ∈ R, так, что одно из множеств лежит в од-
ном замкнутом полупространстве H+ := {x ∈ X | ⟨λ, x⟩ ≥ c},
а другое — в другом замкнутом полупространстве
H− := {x ∈ X | ⟨λ, x⟩ ≤ c}.

Замечание. Поскольку функционал λ в определении от-
делимости является непрерывным, то для отделимости (не
строгой!) вместо множеств A и B можно рассматривать их
внутренности или замыкания.

Определение 7. Множества A и B называются строго от-
делимыми, если существует линейный непрерывный функци-
онал λ ∈ X∗, для которого

inf
a∈A

⟨λ, a⟩ > sup
b∈B

⟨λ, b⟩.
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4.2.1 Теоремы отделимости

Приведем результаты об отделимости в конечномерном слу-
чае и в случае линейных нормированных пространств.

Теорема 4.5 (отделимости множеств в конечномерном про-
странстве). Пусть A и B — непустые выпуклые множества
в Rn, A ∩B = ∅. Тогда множества A и B отделимы.

Замечание. Поскольку в определении отделимости (не стро-
гой) стоит нестрогое неравенство, то, если внутренность одно-
го из множеств непуста, например, intA ̸= ∅, то вместо усло-
вия A ∩ B = ∅ в теореме отделимости можно требовать, что
бы intA ∩B = ∅.
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Теорема 4.6 (отделимости множеств в линейном топологи-
ческом пространстве). Пусть A и B — непустые выпуклые
множества в X, intA ̸= ∅, (intA)∩B = ∅. Тогда множества
A и B отделимы.
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Примеры двух непересекающихся выпуклых подмно-
жеств, которые нельзя отделить.

В теореме отделимости в конечномерном пространстве intA
может быть пуста. В теореме отделимости в бесконечномер-
ном пространстве это не так. Условие intA ̸= ∅ является суще-
ственным. Покажем это на примере в бесконечномерном гиль-
бертовом пространстве l2 =

{
x = (x1, x2, . . .) |

∑
k∈N

x2k <∞
}

.

Напомним, что из определения выпуклого множества сле-
дует, что пустое множество является выпуклым.

Пример 3. В пространстве l2 выпуклое множество A ={
a ∈ l2 |

∑
k∈N

ak = 1
}

и точку b = 0 нельзя отделить.

Решение. Множество A имеет пустую внутренность. Действи-
тельно, если предположить противное, что внутренность A
непуста, то существует шар B(â, δ) = {x | ∥â − x∥l2 < δ} с
центром в точке â радиуса δ, содержащийся во множестве A.
Точка x = â + (ε, 0, . . .) ∈ B(â, δ) при 0 < ε < δ. С другой
стороны,

∑
k∈N

xk = ε+
∑
k∈N

âk ̸= 1. Это противоречит тому, что

x ∈ A.
Покажем, что эти множества нельзя отделить. Предполо-

жим противное, что существует ненулевой линейный непре-
рывный функционал λ = (λ1, λ2, . . .) ∈ l∗2 такой, что

inf
a∈A

⟨λ, a⟩ ≥ ⟨λ, b⟩ = 0. (∗)

Поскольку λ ̸= 0, то ∃ λi ̸= λj (для определенности, λi < λj).
Вектор со всеми равными не нулю координатами не принадле-
жит l∗2: (λ, λ, . . .) ̸∈ l∗2 при λ ̸= 0. Возьмем точку a=(a1, a2, . . .),
со следующими компонентами: ai = n, aj = 1− n, ak = 0 при
k ̸= i, j. Тогда точка a ∈ A и
⟨λ, a⟩ = λiai + λjaj = λin+ λj(1− n) = n(λi − λj) + λj → −∞
при n → +∞. Приходим к противоречию с неравенством (∗).
Значит, выпуклое множество A и точка b не отделимы.
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Пример 4. Компактный эллипсоид A=
{
a∈ l2

∣∣∣ ∑
k∈N

k2a2k ≤ 1
}

и луч B =
{
b = β

(
1, 12 , . . . ,

1
k , . . .

)
| β > 0

}
нельзя отделить.

Решение. Поскольку функция f(a) =
∑
k2a2k является выпук-

лой, то в силу неравенства Йенсена множество
A = {a | f(a) ≤ 1} является выпуклым. Действительно, ес-
ли две точки a, a′ ∈ A, то

f(ta+ (1− t)a′) ≤ tf(a) + (1− t)f(a′) ≤ t+ (1− t) = 1.

Значит, выпуклая комбинация ta+ (1− t)a′ ∈ A.
Покажем, что множество A имеет пустую внутренность.

Предположим противное, что внутренность A непуста.
Тогда существует шар B(â, δ) = {x | ∥â − x∥l2 < δ} с цен-
тром в точке â радиуса δ, содержащийся во множестве A.
Точка x = â + εen ∈ B(â, δ) ∀ |ε| < δ (en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .)).
С другой стороны, для точки x∑

k∈N
k2x2k =

∑
k∈N
k ̸=n

k2â2k + n2(ân + ε)2 → +∞ при n→ +∞.

А это противоречит тому, что x ∈ A.
Очевидно, что луч B является выпуклым множеством в l2

и имеет пустую внутренность.
Множества A и B не пересекаются, так как точки луча B

β
(
1, 12 , . . . ,

1
k , . . .

)
̸∈ A при β > 0.

Покажем, что эти множества нельзя отделить. Возьмем
произвольный функционал λ ∈ l∗2, λ ̸= 0. Тогда

sup
b∈B

⟨λ, b⟩ = sup
β>0

β
∑
k∈N

λk
k

≥ 0.

В то время как inf
a∈A

⟨λ, a⟩ = inf
a∈A

∑
k∈N

λkak < 0, так как ком-

поненты ak можем брать с любыми знаками. Неравенство
inf
a∈A

⟨λ, a⟩ ≥ sup
b∈B

⟨λ, b⟩ не может выполняться, значит, множе-
ства нельзя отделить.
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4.2.2 Теоремы о строгой отделимости

Теорема 4.7 (о строгой отделимости точки от множества в
нормированном пространстве). Пусть A — непустое выпук-
лое замкнутое множество в X, b ̸∈ A. Тогда точку b можно
строго отделить от множества A.

Доказательство. Поскольку точка b ̸∈ A — замкнутому мно-
жеству, то существует ε > 0, для которого A ∩ (b + εU) = ∅,
где U := {x ∈ X | ∥x∥ ≤ 1} — единичный шар пространства
X. Следовательно, по теореме отделимости в нормированном
пространстве выпуклые множества A и B := b+εU (intB ̸= ∅,
intB ∩ A = ∅) можно отделить, т. е., существует линейный
непрерывный функционал λ ∈ X∗, λ ̸= 0 такой, что

inf
a∈A

⟨λ, a⟩ ≥ sup
x∈b+εU

⟨λ, x⟩ = sup
u∈U

⟨λ, b+ εu⟩ =

= ⟨λ, b⟩+ ε sup
∥u∥≤1

⟨λ, u⟩ = ⟨λ, b⟩+ ε∥λ∥X∗ > ⟨λ, b⟩.

Отсюда inf
a∈A

⟨λ, a⟩ > ⟨λ, b⟩. Это и означает, что точка b строго

отделена от множества A.

Рассмотрим следующее обобщение доказанной теоремы.

Теорема 4.8 (о строгой отделимости компакта). A и B —
непустые выпуклые замкнутые подмножества нормирован-
ного пространства X, причём B — компакт и A ∩ B = ∅.
Тогда множества A и B строго отделимы.

Приведем еще одно доказательство теоремы о строгой
отделимости компакта, использующее лемму о замкнутости
суммы (разности) замкнутого множества и компакта, кото-
рая также имеет самостоятельный интерес.

Лемма (о замкнутости суммы (разности) замкнутого множе-
ства и компакта). Пусть X — нормированное пространство,
множества A,B ⊂ X, A — замкнуто, B — компакт. Тогда
алгебраическая сумма C = A+B (разность A−B) замкнута.
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Второе доказательство теоремы о строгой отделимо-
сти компакта

Доказательство. Обозначим C := A−B. Тогда множество C
замкнуто по лемме о замкнутости суммы (разности) замкну-
того множества и компакта и 0 /∈ C. Следовательно, по тео-
реме о строгой отделимости точки от выпуклого замкнутого
множества точку 0 можно строго отделить от множества C,
т. е., существует линейный непрерывный функционал λ ∈ X∗,
λ ̸= 0, такой, что

inf
c∈C

⟨λ, c⟩ > 0 ⇐⇒ inf
a∈A,b∈B

⟨λ, a− b⟩ > 0

inf
a∈A

⟨λ, a⟩ − sup
b∈B

⟨λ, b⟩ > 0 ⇐⇒ inf
a∈A

⟨λ, a⟩ > sup
b∈B

⟨λ, b⟩.

Это и означает, что множества A и B строго отделимы.

Замечание. Требование компактности одного из множеств
в теореме о строгой отделимости существенно.

Действительно, непересекающиеся замкнутые множества

ось x и множество точек над гиперболой y =
1

x
, x > 0, не

пересекаются, но не являются строго отделимыми.
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4.3 Выпуклые задачи

4.3.1 Задачи без ограничений

Пусть f : X → R — выпуклая функция, отображающая нор-
мированное пространство X в расширенную прямую. Выпук-
лой задачей без ограничений называется следующая экстре-
мальная задача:

f(x) → min . (P )

Теорема (аналог теоремы Ферма). Для того, чтобы точка
x̂ доставляла в выпуклой задаче без ограничений (P ) абсо-
лютный минимум (x̂ ∈ absminP ), необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось соотношение

0 ∈ ∂f(x̂).

Доказательство. Имеем эквивалентные утверждения:

x̂ ∈ absminP ⇐⇒ f(x) ≥ f(x̂) ⇐⇒ f(x)− f(x̂) ≥ 0 ⇐⇒

f(x)− f(x̂) ≥ ⟨0, x− x̂⟩ ∀ x ∈ X ⇐⇒ 0 ∈ ∂f(x̂).

Поскольку из выпуклости функции f не следует, вообще
говоря, выпуклость функции −f , то существенно, что рас-
сматривается задача на минимум, а не на максимум.
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4.3.2 Задачи с ограничением

Пусть f : X → R — выпуклая функция, отображающая нор-
мированное пространство X в расширенную прямую, A ⊂
X — выпуклое множество. Выпуклой задачей с ограничением
(или просто выпуклой задачей) называется следующая экстре-
мальная задача:

f(x) → min; x ∈ A. (P )

Теорема. Пусть x̂ ∈ locminP — доставляет локальный ми-
нимум в выпуклой задаче (P ). Тогда x̂ ∈ absminP — достав-
ляет абсолютный минимум в этой задаче.

Доказательство. Пусть x̂ ∈ locminP . Это означает, что су-
ществует окрестность U точки x̂ такая, что

f(x̂) ≤ f(x) ∀ x ∈ U ∩A. (∗)

Возьмем произвольную допустимую точку x ∈ A. Поскольку
x и x̂ из A, то их выпуклая комбинация xα = αx+ (1− α)x̂ ∈
U ∩A при достаточно малом α > 0. Следовательно,

f(x̂)
(∗)
≤ f(xα)

defxα
= f(αx+(1−α)x̂) ≤ (по неравенству Иенсена)

≤ αf(x̂) + (1− α)f(x) = f(x̂) + α
(
f(x)− f(x̂)

)
,

откуда

α
(
f(x)− f(x̂)

)
≥ 0

α>0⇔ f(x)− f(x̂) ≥ 0 ⇔ f(x̂) ≤ f(x) ∀ x ∈ A.

Значит, x̂ доставляет абсолютный минимум в задаче (P ).

Из теоремы следует, что в выпуклой задаче локальный
минимум является и абсолютным (глобальным). Поэтому в
дальнейшем в выпуклых задачах, говоря “минимум”, имеем в
виду абсолютный минимум.
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4.3.3 Задача выпуклого программирования

Пусть fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, — выпуклые функции, отоб-
ражающие линейное нормированное пространство X в рас-
ширенную прямую, A ⊂ X — выпуклое множество. Задачей
выпуклого программирования называется следующая экстре-
мальная задача:

f0(x) → min; fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, x ∈ A. (P )

Точка x называется допустимой в задаче, если x ∈ A и
выполняются все заданные ограничения типа неравенств.

При проверке достаточных условий минимума в задаче
выпуклого программирования будет использоваться некото-
рое условие регулярности множества допустимых элементов —
условие Слейтера15.

Множество допустимых элементов в задаче (P ) удовле-
творяет условию Слейтера, если существует точка x ∈ A, для
которой fi(x) < 0, i = 1, . . . ,m.

Теорема (Каруш16–Кун17–Таккер18). 1. Если x̂ ∈ absminP —
решение задачи выпуклого программирования, то найдется
вектор множителей Лагранжа λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1,

λ ̸= 0, такой, что для функции Лагранжа L (x) =
m∑
i=0

λifi(x)

выполняются условия:
a) принцип минимума функции Лагранжа:

min
x∈A

L (x) = L (x̂);

b) дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

c) неотрицательности: λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m.

15Слейтер, Джон Кларк (1900–1976) — американский физик, химик и
математик.

16Каруш, Вильям (1917–1997) — американский математик.
17Кун, Гарольд Уильям (1925–2014) — американский математик.
18Таккер, Альберт (1905–1995) — канадский математик.
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2. Если для допустимой точки x̂ выполнены условия
a)− c) и λ0 ̸= 0, то x̂ ∈ absminP .

3. Если для допустимой точки x̂ выполнены условия
a)− c) и множество допустимых элементов удовлетворяет
условию Слейтера, то x̂ ∈ absminP .

Доказательство. Пусть x̂ ∈ absminP . Не ограничивая общ-
ности, считаем, что f0(x̂) = 0 — иначе введем новую функцию
f̃0(x) = f0(x)− f0(x̂). Положим

B = {b=(b0, . . . , bm)∈Rm+1 | ∃ x ∈ A : fi(x) ≤ bi, i=0, . . . ,m}.

Покажем, что B — непустое выпуклое множество.
Действительно, неотрицательный октант Rm+1

+ ⊂ B, т. е. лю-
бой вектор с неотрицательными компонентами принадлежит
множеству B, ибо в определении B можно положить x = x̂.
Докажем выпуклость множества B. Пусть точки b и b′ при-
надлежат множеству B. Надо доказать, что выпуклая комби-
нация точек b и b′ точка tb+(1−t)b′ ∈ B для любого t ∈ (0; 1).
Поскольку точки b, b′ ∈ B, то по определению множества B
существуют точки x, x′ ∈ A такие, что fi(x) ≤ bi, fi(x′) ≤ b′i,
i = 0, 1, . . . ,m. Положим xt = tx+ (1− t)x′. Тогда xt ∈ A, по-
скольку множество A — выпукло, а ввиду выпуклости функ-
ций fi, i = 0, 1, . . . ,m,

fi(xt) = fi
(
tx+ (1− t)x′

)
≤ (по неравенству Иенсена)

≤ tfi(x) + (1− t)fi(x
′) ≤ tbi + (1− t)b′i,

т. е. точка tb+ (1− t)b′ ∈ B.

Докажем, что точка 0 ̸∈ intB. Если бы 0 ∈ intB, то при
достаточно малом ε < 0 точка (ε, 0, . . . , 0) ∈ B. Тогда по опре-
делению множества B существует точка x̃ ∈ A такая, что
f0(x̃) ≤ ε < 0 = f0(x̂), fi(x̃) ≤ 0, i = 1, . . . ,m. Значит, x̃ яв-
ляется допустимой точкой (x̃ ∈ D(P )) и f0(x̃) < f0(x̂), т. е.
x̂ ̸∈ absminP — противоречие. Следовательно, 0 ̸∈ intB.
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По теореме отделимости в конечномерном пространстве
непустое выпуклое множество B и точку 0 можно отделить,
т. е. существует вектор λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ̸= 0, для которого

inf
b∈B

⟨λ, b⟩ ≥ ⟨λ, 0⟩ ⇐⇒
m∑
i=0

λibi ≥ 0 ∀ b ∈ B. (∗)

Из неравенства (∗) будут выведены условия неотрицательно-
сти, дополняющей нежёсткости и принцип минимума.

1. Условие неотрицательности. Поскольку, как мы уже
говорили, любой вектор с неотрицательными компонентами
принадлежит B, то вектор (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ B, где еди-
ница стоит на i-ом месте (счет начинаем с нуля).
Подставив эту точку в неравенство (∗), получим, что λi ≥ 0.

Условие дополняющей нежёсткости. Нетрудно видеть,
что точка (0, . . . , 0, fi(x̂), 0, . . . , 0) ∈ B. Действительно, в опре-
делении множества B возьмем x = x̂, тогда x ∈ A и нужные
неравенства выполняются: fj(x̂) ≤ 0, j ̸= i, fi(x̂) ≤ fi(x̂).
Подставив эту точку в неравенство (∗), имеем λifi(x̂) ≥ 0.
Если λifi(x̂) > 0, то (так как по уже доказанному условию
неотрицательности λi ≥ 0) λi > 0 ⇒ fi(x̂) > 0 — это противо-
речит допустимости точки x̂. Значит, λifi(x̂) = 0.

Принцип минимума. Возьмем точку x ∈ A, тогда точка
(f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈ B. Поэтому по неравенству (∗)

L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) ≥ 0 =
m∑
i=0

λifi(x̂) = L (x̂),

т. к., не ограничивая общности, положили f0(x̂) = 0 и по уже
доказанному условию дополняющей нежёсткости λifi(x̂) = 0,
i = 1, . . . ,m. Таким образом, принцип минимума для функции
Лагранжа доказан.
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2. Пусть для допустимой точки x̂ выполнены условия
a)− c) и λ0 ̸= 0. Положим λ0 = 1. Тогда для любой допу-
стимой точки x будет выполняться неравенство

f0(x̂)
b)
= f0(x̂) +

m∑
i=1

λifi(x̂)
def
=

= L (x̂)
a)

≤ L (x)
def
= f0(x) +

m∑
i=1

λifi(x)
c)

≤ f0(x)

(в последней сумме все слагаемые λifi(x) неположительны:
λi ≥ 0, fi(x) ≤ 0). Неравенство f0(x̂) ≤ f0(x) для любой допу-
стимой точки x означает, что x̂ ∈ absminP .

3. Пусть для допустимой точки x̂ выполнены условия
a)− c) и множество допустимых элементов удовлетворяет ус-
ловию Слейтера в точке x (∃ x ∈ A : fi(x) < 0, i = 1, . . . ,m).
Предположим, что при этом λ0 = 0. Так как вектор λ ̸= 0, то
в силу условия неотрицательности существует хотя бы одно
λj > 0, j ∈ {1, . . . ,m}. Следовательно, имеем

L (x) =

m∑
i=1

λifi(x)
c)

≤ λjfj(x) < 0
b)
=

m∑
i=1

λifi(x̂) = L (x̂)

отметим, что в первой сумме все слагаемые λifi(x) в силу
условия с) неположительны: λi ≥ 0, а fi(x) < 0). Но получен-
ное неравенство L (x) < L (x̂) противоречит выполненному
условию а). Значит, наше предположение, что λ0 = 0 неверно.
Поэтому λ0 ̸= 0 и по доказанному п. 2 x̂ ∈ absminP .

Теорема Каруша–Куна–Таккера полностью доказана.
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4.3.4 Пример

f(x1, x2) = x21 + x1x2 + x22 + 3|x1 + x2 − 2| → min .

Решение. Функция f является выпуклой функцией как сумма
двух выпуклых функций. Действительно, обозначим g(x) =
x21+x1x2+x

2
2 и h(x) = x1+x2−2. Тогда функция g выпукла по

Теореме 4.3 п. 4.1.2, так как по критерию Сильвестра матрица
вторых производных

g′′(x) =

(
∂2g(x)

∂xi∂xj

)2

i,j=1

=

(
2 1
1 2

)
положительно определена для любого x. Функция |h|, являю-
щаяся модулем аффинной функции, также является выпук-
лой (см. п. 4.1.2).

Необходимое и достаточное условие минимума в выпуклой
задаче без ограничений:

x̂ ∈ absmin ⇐⇒ 0 ∈ ∂f(x̂). (1)

Найдём субдифференциалы функций g и |h|. Для диф-
ференцируемой функции её субдифференциал совпадает с
производной, а производная функции двух переменных есть
вектор частных производных. Поэтому ∂g(x) = (gx1 , gx2) =
(2x1 + x2, x1 + 2x2).

По формуле субдифференциала модуля (см. п. 4.1.4)

∂|h(x)| =


−h′(x), h(x) < 0,

{αh′(x), α ∈ [−1; 1]}, h(x) = 0,

h′(x), h(x) > 0,

для h(x) = x1 + x2 − 2 имеем:

∂|h(x)| =


(−1,−1), x1 + x2 − 2 < 0,

(α, α), |α| ≤ 1, x1 + x2 − 2 = 0,

(1, 1), x1 + x2 − 2 > 0.
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Значит, по теореме Моро–Рокафеллара о субдифференциале
суммы

∂f(x) = ∂g(x) + 3∂|h(x)| =

= (2x1 + x2, x1 +2x2) + 3


(−1,−1), x1 + x2 − 2 < 0,

(α, α), |α| ≤ 1, x1 + x2 − 2 = 0,

(1, 1), x1 + x2 − 2 > 0,

=

=


(2x1 + x2 − 3, x1 + 2x2 − 3), x1 + x2 − 2 < 0,

(2x1 + x2 + 3α, x1 + 2x2 + 3α), |α| ≤ 1, x1 + x2 − 2 = 0,

(2x1 + x2 + 3, x1 + 2x2 + 3), x1 + x2 − 2 > 0.

Следовательно, соотношение (1) запишется в виде

(0, 0) ∈ ∂f(x̂) ⇐⇒




2x1 + x2 − 3 = 0,

x1 + 2x2 − 3 = 0,

x1 + x2 − 2 < 0,

(i)


2x1 + x2 + 3α = 0,

x1 + 2x2 + 3α = 0,

x1 + x2 − 2 = 0 (|α| ≤ 1),

(ii)


2x1 + x2 + 3 = 0,

x1 + 2x2 + 3 = 0,

x1 + x2 − 2 > 0.

(iii)

В случае (i) нет критических точек, так как, складывая
два первых уравнения системы и деля на 3, получаем, что
x1 + x2 − 2 = 0 — противоречие с условием x1 + x2 − 2 < 0.

В случае (iii) также нет критических точек, так как из
уравнений системы следует, что x1+x2+2 = 0 — противоречие
с условием x1 + x2 − 2 > 0.

В случае (ii) система из трёх уравнений с тремя неизвест-
ными имеет единственное решение x̂1 = x̂2 = 1, α = −1.
Ответ. x̂ = (x̂1, x̂2) = (1, 1) ∈ absmin, Sabsmin = 3.
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5 Элементы функционального анализа

5.1 Линейные, нормированные, банаховы прост-
ранства

Определение 1. Последовательность точек {xn}∞n=1 метри-
ческого пространства называется фундаментальной, если она
удовлетворяет критерию Коши, т. е. если для любого ε > 0
существует Nε такое, что d(xn1 , xn2) < ε для всех n1, n2 > Nε.

Определение 2. Метрическое пространство называется пол-
ным, если любая фундаментальная последовательность схо-
дится.

Определение 3. Полное нормированное пространство назы-
вается банаховым пространством.

5.1.1 Сопряженное пространство, сопряженный
оператор

Совокупность X∗ всех линейных непрерывных функционалов
на нормированном пространстве X образует сопряженное к
X пространство. Оно является банаховым пространством от-
носительно нормы

∥x∗∥X∗ := max
∥x∥X≤1

⟨x∗, x⟩,

где ⟨x∗, x⟩ означает действие функционала x∗ на элемент x.
Пусть X и Y — нормированные пространства. Обозначим

через L(X,Y ) пространство линейных непрерывных операто-
ров из X в Y .

Для оператора Λ ∈ L(X,Y ) можно определить сопряжен-
ный оператор Λ∗ : Y ∗ → X∗, действующий по формуле

⟨Λ∗y∗, x⟩ = ⟨y∗,Λx⟩ ∀ x ∈ X.
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5.2 Определения производных

Для вещественнозначных функций одного вещественного пе-
ременного два определения — существование конечного пре-
дела

lim
h→0

f(x̂+ h)− f(x̂)

h
(1)

и возможность асимптотического разложения при h→ 0

f(x̂+ h) = f(x̂) + f ′(x̂)h+ o(h) (2)

— приводят к одному и тому же понятию дифференцируемо-
сти. Но уже для функций двух и большего числа переменных
существует несколько различных подходов к понятию диффе-
ренцируемости (гладкости). Определение (1), ведущее начало
от Ньютона, ведет к понятиям производной по направлению,
вариации по Лагранжу и производной Гато. Определение (2),
ведущее начало от Лейбница, ведет к понятиям производной
Гато, Фреше и строгой дифференцируемости.

Пусть далее в этом пункте X,Y, Z — линейные норми-
рованные пространства. Как правило (если это не оговорено
иначе), f : X → Y — отображение пространства X или неко-
торой окрестности точки x̂ ∈ X в пространство Y .19

5.2.1 Производная по направлению

Будем говорить, что отображение f имеет в точке x̂ производ-
ную по направлению h, если существует предел справа

lim
λ→+0

f(x̂+ λh)− f(x̂)

λ
=:δ+f(x̂, h),

который обозначается δ+f(x̂, h). Плюс в индексе здесь указы-
вает на то, что берется именно предел справа.

19Но вполне содержателен пример, когда X = Rn, Y = Rm. Элемент
из L(X,Y ) определяется в этом случае матрицей размера n×m.
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5.2.2 Вариация по Лагранжу

Если для отображения f в точке x̂ существует предел

δf(x̂, h) := lim
λ→0

f(x̂+ λh)− f(x̂)

λ
∀ h ∈ X,

то говорят, что отображение f имеет в точке x̂ вариацию
по Лагранжу по направлению h. При этом отображение h →
δf(x̂, h) называют вариацией по Лагранжу, δf(x̂, ·) : X → Y .

Таким образом, для существования вариации по Лагран-
жу необходимо существование в точке x̂ производной по всем
направлениям h и выполнения равенств

δ+f(x̂, h) = −δ+f(x̂,−h) ∀ h ∈ X.

5.2.3 Производная Гато

Если оператор вариации по Лагранжу δf(x̂, ·) : X → Y ли-
неен и непрерывен по h (δf(x̂, ·) ∈ L(X,Y )), то говорят, что
отображение f дифференцируемо по Гато в точке x̂, а опера-
тор δf(x̂, ·) называется производной Гато отображения f в
точке x̂ и обозначается f ′G(x̂).

Отсюда следует, что если отображение f дифференцируе-
мо по Гато в точке x̂, то для любого фиксированного вектора
h имеет место разложение

f(x̂+ λh) = f(x̂) + λf ′G(x̂)[h] + r(h, λ),

где ∥r(h, λ)∥Y = o(|λ|) при λ → 0. Через f ′G(x̂)[h] обозначен
образ действия оператора f ′G(x̂) на элемент h.

Отметим, что отображение, дифференцируемое по Гато в
точке x̂, не обязано быть непрерывным в этой точке (см. При-
мер 4, п. 5.2.8).
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5.2.4 Производная Фреше

Отображение f называют дифференцируемым по Фреше в
точке x̂ и пишут f ∈ D(x̂), если существуют линейный непре-
рывный оператор f ′(x̂) : X → Y и отображение r : X → Y
такие, что

f(x̂+ h) = f(x̂) + f ′(x̂)[h] + r(h), (∗)

где ∥r(h)∥Y = o(∥h∥X) при ∥h∥X → 0. Оператор f ′(x̂) на-
зывается производной Фреше. Разложение (∗) можно кратко
записать так:

f(x̂+ h) = f(x̂) + f ′(x̂)[h] + o(h),

понимая o(h) как элемент пространства Y , для которого
∥o(h)∥Y = o(∥h∥) при ∥h∥ → 0.

Из разложения (∗) следует, что функция, дифференциру-
емая по Фреше, непрерывна в точке дифференцируемости, а
также дифференцируема в этой точке по Гато. Уже в двумер-
ном случае эти два понятия различаются: из дифференциру-
емости функции по Гато не следует её дифференцируемость
по Фреше (см. Пример 4, п. 5.2.8). Аналогично из дифферен-
цируемости по Гато по определению вытекает существование
вариации по Лагранжу. И снова (уже в двумерном случае)
эти понятия различны. Отметим, что производная Фреше ли-
нейного оператора совпадает с самим оператором.

Если в каждой точке x открытого множества U отображе-
ние f ∈ D(x), а отображение x→ f ′(x) непрерывно, то пишем
f ∈ C1(U).

На языке ε–δ определение дифференцируемости по Фре-
ше отображения f в точке x̂ формулируется так: существует
оператор f ′(x̂) ∈ L(X,Y ) такой, что для любого ε > 0 най-
дется δ > 0, при котором для любого ∥h∥ < δ выполняется
неравенство

∥f(x̂+ h)− f(x̂)− f ′(x̂)[h]∥Y ≤ ε∥h∥X .
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Из разложения (∗) следует, что производная Фреше опреде-
лена однозначно, ибо{

f(x̂+ h) = f(x̂) + Λ1[h] + r1(h),

f(x̂+ h) = f(x̂) + Λ2[h] + r2(h),
=⇒ Λ1h− Λ2h = o(h),

а последнее равенство для линейных непрерывных операторов
Λ1 и Λ2 возможно лишь при Λ1 = Λ2. Чтобы убедиться в этом
достаточно разделить обе части равенства на ∥h∥ и устремить
h к нулю.

Для функций одной переменной производная по Фреше
совпадает с обычной производной, которая изучается в курсе
математического анализа.

Пример 1. Для функции нескольких переменных f : Rn → R
производная в точке x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) является вектором
f ′(x̂) =

(
∂f(x̂)
∂x1

, . . . , ∂f(x̂)∂xn

)
. Оператор производной Фреше опре-

деляется следующим образом:

f ′(x̂)[h] = ⟨f ′(x̂), h⟩ =〈(∂f(x̂)
∂x1

, . . . ,
∂f(x̂)

∂xn

)
, (h1, . . . , hn)

〉
=

n∑
i=1

∂f(x̂)

∂xi
hi.

Пример 2. Для отображений f : Rn → Rm, где f(x) =(
f1(x), . . . , fm(x)

)
, производная в точке x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) явля-

ется матрицей f ′(x̂) =


∂f1(x̂)
∂x1

. . . ∂f1(x̂)
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm(x̂)
∂x1

. . . ∂fm(x̂)
∂xn

. Оператор про-

изводной Фреше определяется следующим образом:

f ′(x̂)[h] = f ′(x̂)h =


∂f1(x̂)
∂x1

. . . ∂f1(x̂)
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fm(x̂)
∂x1

. . . ∂fm(x̂)
∂xn


h1...
hn

 .
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5.2.5 Строгая дифференцируемость

Во многих задачах конечномерного и бесконечномерного ана-
лиза дифференцируемости по Фреше в точке недостаточно
для получения содержательного результата. Это побуждает к
следующему усилению дифференцируемости в точке.

Пусть отображение f дифференцируемо по Фреше в точке
x̂. Оно называется строго дифференцируемым в точке x̂ (при
этом пишут f ∈ SD(x̂)), если для любого ε > 0 найдется такое
δ > 0, что для всех x1 и x2, удовлетворяющих неравенствам
∥x1 − x̂∥ < δ, ∥x2 − x̂∥ < δ, выполнено неравенство

∥f(x1)− f(x2)− f ′(x̂)[x1 − x2]∥Y ≤ ε∥x1 − x2∥X .

Из определения следует, что функция, строго дифференциру-
емая по Фреше в точке, непрерывна в некоторой окрестности
этой точки.

Ниже будет показано, что если производная Фреше (да-
же производная Гато) отображения непрерывна в точке, то
отображение будет строго дифференцируемо в этой точке.

5.2.6 Частные производные

Пусть X,Y, Z — линейные нормированные пространства. Рас-
смотрим отображение f : X × Y → Z, (x̂, ŷ) ∈ X × Y .

Если отображение x→ f(x, ŷ) дифференцируемо в точке x̂
по Фреше, то его производная называется частной производ-
ной по x отображения f в точке (x̂, ŷ) и обозначается f ′x(x̂, ŷ)

или
∂f(x̂, ŷ)

∂x
.

Аналогично определяется частная производная по y

f ′y(x̂, ŷ) =
∂f(x̂, ŷ)

∂y
.
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5.2.7 Производные высших порядков

Дадим теперь определение второй производной Фреше. Ес-
ли отображение f : X → Y дифференцируемо в каждой точ-
ке x ∈ X, то определено отображение x → f ′(x) простран-
ства X в пространство L(X,Y ). Поскольку L(X,Y ) также яв-
ляется линейным нормированным пространством, то можно
определять производную Фреше этого отображения f ′ : X →
L(X,Y ), которая и называется второй производной отобра-
жения f :

f ′′(x̂) = (f ′)′(x̂) ∈ L
(
X,L(X,Y )

)
.

Для вектора h1 ∈ X определен оператор f ′′(x̂)[h1] ∈ L(X,Y ).
Для h2 ∈ X определен элемент f ′′(x̂)[h1][h2] ∈ Y . Тем са-
мым определено отображение f ′′(x̂)[h1, h2] := f ′′(x̂)[h1][h2].
Значит, определено билинейное (линейное по каждому аргу-
менту) отображение f ′′(x̂) : X ×X → Y .

Аналогично определяются производные высших порядков.

Теорема (о смешанных производных ). Если отображение f
дважды дифференцируемо в точке x̂

(
f ∈ D2(x̂)

)
, то

f ′′(x̂)[h1, h2] = f ′′(x̂)[h2, h1] ∀ h1, h2 ∈ X.

Замечание. Можно считать, что отображения определены
(дифференцируемы) не на всем пространстве, а в окрестности
рассматриваемых точек.
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5.2.8 Контрпримеры на дифференцируемость

Приведем несколько контрпримеров, показывающих, что вве-
денные выше понятия дифференцируемости действительно
различны.

Пример 1. Непрерывная функция не имеет в фиксированной
точке производной ни по какому направлению:

f : R → R, f(x) =

{
x sin

1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0,
x̂ = 0.

На прямой R имеются с точностью до умножения на по-
ложительную константу два направления: h1 = 1 и h2 = −1.
Однако производных ни по какому направлению не существу-
ет. Действительно, предел

δ+f(x̂, h)
∣∣∣
x̂=0
h=1

= lim
λ→+0

f(x̂+ λh)− f(x̂)

λ

∣∣∣∣
x̂=0
h=1

=

= lim
λ→+0

λ sin 1
λ

λ
= lim

λ→+0
sin

1

λ

не существует. В силу чётности функции f не существует так-
же предел по направлению h = −1.
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Пример 2. Непрерывная функция имеет в фиксированной
точке производную по всем направлениям, но не имеет в
этой точке вариации по Лагранжу:

f : R → R, f(x) = |x|, x̂ = 0.

Как и в примере 1 на прямой R имеются с точностью до
умножения на положительную константу два направления:
h1 = 1 и h2 = −1. Пределы по обоим направлениям суще-
ствуют:

δ+f(x̂, h)
∣∣∣

x̂=0
h=hi

= lim
λ→+0

f(x̂+ λh)− f(x̂)

λ

∣∣∣∣
x̂=0
h=hi

=

= lim
λ→+0

|λhi|
λ

= lim
λ→+0

|λ|
λ

= 1, i = 1, 2.

Но предел

δf(x̂, h)
∣∣∣
x̂=0
h=1

= lim
λ→0

f(x̂+ λh)− f(x̂)

λ

∣∣∣∣
x̂=0
h=1

= lim
λ→0

|λ|
λ

не существует. Следовательно, отображение f не имеет в точ-
ке x̂ = 0 вариации по Лагранжу.

Отметим, что если x̂ ̸= 0, то δf(x̂, h) = f ′(x̂)[h] = sign x̂ · h.
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Пример 3. Отображение имеет в фиксированной точке ва-
риацию по Лагранжу, непрерывно в этой точке, но не имеет
в этой точке производной Гато:

Возьмём отображение f : R2 → R, в полярных координа-
тах x = (x1, x2) = (r cosφ, r sinφ) задающееся по формуле
f(x) = r cos 3φ.
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Пример 4. Функция f имеет в фиксированной точке произ-
водную Гато, но не имеет в этой точке производной Фреше:

f : R2 → R, f(x) =
{
1, x2 = x21, x1 > 0,
0, в остальных случаях, x̂ = (0, 0).

-
x1

6

x2

�
�
�
�
�
�
�
�

7h

0

�
0

1

Так как δf(x̂, h)= lim
λ→0

f(x̂+λh)−f(x̂)
λ

=

= lim
λ→0

f(λh)

λ
= 0 для любого h, то про-

изводная Гато существует и f ′G(x̂) = 0.
С другой стороны, функция f раз-
рывна в точке x̂ = (0, 0), а функция,
дифференцируемая по Фреше, долж-
на быть непрерывна в точке диффе-
ренцируемости.

Пример 5. Функция имеет в фиксированной точке произ-
водную Фреше, но не строго дифференцируема в этой точке:

f : R → R, f(x) =
{
x2, x рационально,
0, x иррационально,

x̂ = 0.

-
x

6

f(x)

0

x2

Выписанная функция одной (!)
переменной дифференцируема
в точке x̂ = 0. Значит она диф-
ференцируема по Фреше в этой
точке.
С другой стороны, функция
имеет разрывы в любой окрест-
ности нуля, а строго диффе-
ренцируемая функция должна
быть непрерывна в некоторой
окрестности x̂.
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5.3 Некоторые теоремы дифференциального ис-
числения в нормированных пространствах.

Приведем несколько теорем, наиболее часто используемых в
теории экстремальных задач.

5.3.1 Теорема о суперпозиции

Теорема. Пусть X,Y, Z — линейные нормированные про-
странства, φ : X → Y , ψ : Y → Z, f = ψ ◦ φ : X → Z — су-
перпозиция отображений φ и ψ, φ(x̂) = ŷ. Тогда, если отоб-
ражение ψ дифференцируемо по Фреше в точке ŷ, а отобра-
жение φ в точке x̂ имеет вариацию по Лагранжу (диффе-
ренцируемо по Гато, дифференцируемо по Фреше), то отоб-
ражение f обладает в точке x̂ тем же свойством, что и
отображение φ, и при этом соответственно

A) δf(x̂, h) = ψ′(ŷ)[δφ(x̂, h)] ∀ h ∈ X,

B) f ′G(x̂) = ψ′(ŷ) ◦ φ′
G(x̂),

C) f ′(x̂) = ψ′(ŷ) ◦ φ′(x̂)
(
⇔ f ′(x̂)[h] = ψ′(ŷ)[φ′(x̂)[h]]

)
,

D) Если ψ ∈ SD(ŷ), а φ ∈ SD(x̂), то f ∈ SD(x̂).

5.3.2 Формула Тейлора

Теорема. Пусть X,Y — линейные нормированные простран-
ства, отображение f : X → Y , причём f ∈ Dn(x̂). Тогда
имеет место разложение в ряд Тейлора

f(x̂+ h) =

= f(x̂)+f ′(x̂)[h]+
1

2
f ′′(x̂)[h, h]+ . . .+

1

n!
f (n)(x̂)[h, . . . , h]+r(h),

где ∥r(h)∥ = o(∥h∥n) при h→ 0.
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5.4 Дополнительные сведения из алгебры и функ-
ционального анализа

В этом пункте приводятся дополнительные сведения из ал-
гебры и функционального анализа, которые понадобятся для
доказательства теорем об условиях экстремума в гладких экс-
тремальных задачах в нормированных пространствах.

Определение. Аннулятором A⊥ множества A линейного
нормированного пространства X называется множество
линейных непрерывных функционалов x∗, для которых
⟨x∗, x⟩ = 0 для любого x ∈ A:

A⊥ := {x∗ ∈ X∗ | ⟨x∗, x⟩ = 0 ∀ x ∈ A}.

Отметим, что аннулятор A⊥ всегда содержит нулевой эле-
мент (x∗ = 0) сопряженного пространства X∗.

Лемма (о нетривиальности аннулятора). Пусть L — замкну-
тое собственное (т. е. L ̸= X) подпространство линейного
нормированного пространства X. Тогда аннулятор L⊥ содер-
жит ненулевой элемент x∗ ∈ X∗.

Далее нам понадобятся следующие теоремы из функцио-
нального анализа и некоторые леммы.

Теорема (Банаха об открытости). Пусть X,Y — банаховы
пространства, Λ — линейный непрерывный оператор из X
в Y , являющийся эпиморфизмом20. Тогда образ каждого от-
крытого множества в X открыт в Y .

Теорема (Банаха об обратном операторе). Пусть X,Y — ба-
наховы пространства, Λ — линейный непрерывный оператор
из X в Y , являющийся эпиморфизмом и KerΛ = 0. Тогда
существуют обратный оператор Λ−1 : Y → X так же ли-
нейный и непрерывный.

20Λ: X
на→ Y
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Лемма (Банаха). Пусть X — линейное нормированное про-
странство, точка x0 ∈ X. Тогда существует линейный
непрерывный функционал x∗ ∈ X∗ такой, что ∥x∗∥ = 1,
⟨x∗, x0⟩ = ∥x0∥.

Лемма Банаха также является следствием теоремы Хана–
Банаха о продолжении линейного функционала.
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Лемма (о правом обратном отображении). Пусть X,Y — ба-
наховы пространства, Λ — непрерывный линейный оператор
из X в Y , являющийся эпиморфизмом. Тогда существуют
обратное отображение M : Y → X (необязательно непрерыв-
ное и необязательно линейное) и константа K > 0 такие,
что

Λ ◦M = IY
21, ∥My∥ ≤ C∥y∥ ∀ y ∈ Y.

Доказательство. Обозначим BX := {x ∈ X | ∥x∥ < 1} —
открытый шар радиуса 1 в пространстве X. По теореме Ба-
наха об открытости образ открытого множества ΛBX открыт.
Поскольку при линейном отображении ноль переходит в ноль,
то множество ΛBX содержит внутренней точкой ноль, и, сле-
довательно, содержит некоторый открытый шар с центром в
нуле δBY := {y ∈ Y | ∥y∥ < δ}.
Значит, для любого y ∈ δBY найдется x(y) такой, что

Λx(y) = y, (i)

∥x(y)∥ < 1. (ii)

Для любого y ∈ Y , y ̸= 0, обозначим My :=
2∥y∥
δ

x
( δy

2∥y∥

)
.

Тогда
∥∥∥ δy

2∥y∥

∥∥∥ =
δ

2
< δ, т. е.

δy

2∥y∥
∈ δBY и из определения

отображения M имеем:

Λ ◦My = Λ

(
2∥y∥
δ

x
( δy

2∥y∥

))
=

2∥y∥
δ

Λ

(
x
( δy

2∥y∥

))
(i)
=

=
2∥y∥
δ

· δy

2∥y∥
= y,

∥My∥ =

∥∥∥∥2∥y∥δ x
( δy

2∥y∥

)∥∥∥∥ =
2∥y∥
δ

·
∥∥∥∥x( δy

2∥y∥

)∥∥∥∥ (ii)

≤ 2

δ
∥y∥.

21Через IY обозначается тождественный оператор на пространстве Y .
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Лемма (о замкнутости образа). Пусть X,Y, Z — банаховы
пространства, A : X → Y , B : X → Z — линейные непре-
рывные операторы, подпространство ImA замкнуто в Y ,
подпространство BKerA замкнуто в Z, C : X → Y × Z,
Cx := (Ax,Bx). Тогда C — линейный непрерывный оператор
и подпространство ImC замкнуто в Y × Z.

Лемма (об аннуляторе ядра регулярного22 оператора). Пусть
X,Y — банаховы пространства, A : X → Y — линейный
непрерывный эпиморфизм. Тогда (KerA)⊥ = ImA∗.

Касательные векторы, конусы, пространства

При выводе условий экстремума в задачах с ограничения-
ми понадобятся понятия касательных векторов, конусов, про-
странств и теоремы для их нахождения. В этом пункте при-
водятся теорема об обратном отображении, теорема Люстер-
ника и теорема о касательном пространстве.

Пусть X — линейное нормированное пространство, M —
некоторое его подмножество. Вектор h ∈ X называется од-
носторонним касательным (полукасательным) вектором к
множеству M в точке x̂ ∈ X, если существуют ε > 0 и отоб-
ражение r : (0; ε] → X, такие, что

а) x̂+ th+ r(t) ∈M ∀ t ∈ (0; ε];

b) ∥r(t)∥ = o(t) при t→ +0.

Вектор h называется касательным к множеству M в
точке x̂ ∈ X, если векторы h и −h являются односторонними
касательными векторами к M в точке x̂, т. е. если существуют
ε > 0 и отображение r : [−ε; ε] → X такие, что

а) x̂+ th+ r(t) ∈M ∀ t ∈ [−ε; ε], t ̸= 0;

b) ∥r(t)∥ = o(t) при t→ 0.

22Оператор называется регулярным, если он является линейным непре-
рывным эпиморфизмом.
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Множество всех касательных векторов к M в точке x̂ обо-
значается Tx̂M , множество односторонних касательных век-
торов обозначается T+

x̂ M . Очевидно, что Tx̂M и T+
x̂ M — кону-

сы. Если множество Tx̂M является подпространством в X, то
оно называется касательным пространством к множеству
M в точке x̂.

Если точка x̂ ∈ M , то в обоих определениях t может рав-
няться нулю.

Пример. На круге с вырезанной первой четвертью в точках
A и B проведены односторонние касательные (короткие) и
касательные векторы (более длинные).

Теорема (об обратном отображении). Пусть X,Z — бана-
ховы пространства, отображение F : X → Z, F (x̂) = ẑ,
F ∈ SD(x̂), оператор F ′(x̂) является эпиморфизмом. Тогда
существуют обратное отображение F−1 : U ⊂ Z → X неко-
торой окрестности U точки ẑ и константа K > 0 такие,
что F−1(ẑ) = x̂ и

F (F−1(z)) = z, ∥F−1(z)− F−1(ẑ)∥ ≤ K∥z − ẑ∥ ∀ z ∈ U.

Теорема (Люстерник). Пусть X,Z — банаховы простран-
ства, отображение F : X → Z, F ∈ SD(x̂), оператор F ′(x̂)
является эпиморфизмом. Тогда существуют отображение
φ : U ⊂ X → X некоторой окрестности U точки x̂ и число
C > 0 такие, что

F
(
x+φ(x)

)
= F (x̂), ∥φ(x)∥ ≤ C∥F (x)−F (x̂)∥ ∀ x ∈ U. (1.1)
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Если обозначить x + φ(x) = ψ(x), то соотношения (1.1)
можно переформулировать в следующем виде:

F
(
ψ(x)

)
= F (x̂), ∥ψ(x)−x∥ ≤ C∥F (x)−F (x̂)∥ ∀ x ∈ U. (1.2)

Геометрический смысл теоремы Люстерника заключается
в том, что если обозначить M(x̂) = {x ∈ X | F (x) = F (x̂)}, то
справедливо неравенство

d(x,M) ≤ C∥F (x)− F (x̂)∥ ∀ x ∈ U, (1.3)

где d(x,M) — расстояние от точки x до множества M .
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Лемма (Хоффман). Пусть X,Y — банаховы пространства,
оператор Λ ∈ L(X,Y ), ΛX = Y , функционалы x∗i ∈ X∗,
i=1, . . . , n, конус K := {h∈X | ⟨x∗i , h⟩≤0, i=1, . . . , n, Λh=0}.
Тогда существует константа C > 0 такая, что23

d(x,K) ≤ C

( n∑
i=1

⟨x∗i , x⟩+ + ∥Λx∥
)
.

23Напомним, что для числа a ∈ R a+
def
=

{
a, a ≥ 0,
0, a < 0.
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Лемма 1. Пусть X,Y — банаховы пространства, оператор
Λ ∈ L(X,Y ), подпространство ImA замкнуто в Y . Тогда
любой вектор h ∈ X можно представить в виде суммы h =
h1 + h2, где

Λh1 = 0, ∥h2∥ ≤ C∥Λh∥

с некоторой константой C > 0, не зависящей от h.

Доказательство. Замкнутое подпространство банахового про-
странства само банахово и, значит, линейный непрерывный
оператор Λ: X → Ỹ := ImΛ является эпиморфизмом. Тогда
по лемме о правом обратном операторе существуют оператор
M : Ỹ → X и константа C > 0 такие, что

ΛM = I
Ỹ
, ∥My∥ ≤ C∥y∥ ∀ y ∈ Ỹ .

Для вектора h ∈ X вектор Λh ∈ Ỹ . Поэтому определён
вектор h2 := M(Λh) ∈ X. Обозначим h1 := h − h2. Тогда
h = h1 + h2,

Λh1 = Λ(h−h2) = Λh−Λh2 = Λh−ΛM(Λh)
ΛM=I

Ỹ= Λh−Λh = 0,

а для вектора h2 по лемме о правом обратном операторе вы-
полняется оценка: ∥h2∥ = ∥M(Λh)∥ ≤ C∥Λh∥.
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6 Гладкая задача без ограничений

В этом пункте даются необходимые и достаточные условия
экстремума функционалов в нормированных пространствах.

6.1 Постановка задачи

Пусть f : X → R — отображение линейного нормированного
пространства X во множество действительных чисел (в этом
случае обычно говорим функционал на пространствеX), обла-
дающее некоторой гладкостью, т. е. определенными свойства-
ми дифференцируемости.

Гладкой задачей без ограничений называется задача об
отыскании экстремумов этого функционала:

f(x) → extr.

6.2 Необходимые условия 1-го порядка

Теорема 6.1 (аналог теоремы Ферма в нормированных про-
странствах). Пусть x̂ ∈ locextr f — точка локального экс-
тремума функционала f и функционал f дифференцируем по
Фреше (имеет вариацию по Лагранжу) в точке x̂. Тогда

f ′(x̂) = 0 (δf(x̂, h) = 0 ∀ h ∈ X).

Доказательство. Возьмем произвольный элемент h ∈ X,
зафиксируем его. Рассмотрим функцию φ(λ) = f(x̂ + λh).
Поскольку точка x̂ ∈ locextr f , то 0 ∈ locextrφ — локаль-
ный экстремум функции φ. По теореме Ферма для функций
одной переменной φ′

λ(0) = 0. В терминах производной по на-
правлению это эквивалентно тому, что δf(x̂, h) = 0. В силу
произвольности h вариация δf(x̂, h) = 0 ∀ h ∈ X. Значит,
вариация по Лагранжу δf(x̂, ·) = 0.

Если функционал f дифференцируем по Фреше в точ-
ке x̂, то в этой точке он имеет вариацию по Лагранжу и
f ′(x̂)[h] = δf(x̂, h). Поскольку из уже доказанного следует,
что эта вариация δf(x̂, ·) = 0, то и f ′(x̂) = 0 в силу определе-
ния дифференцируемости по Фреше.
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6.3 Необходимые и достаточные условия 2-го по-
рядка

Теорема 6.2. Необходимые условия минимума: если x̂ — точ-
ка локального минимума функционала f

(
x̂ ∈ locmin f

)
и

функционал f дважды дифференцируем в точке x̂
(
f ∈D2(x̂)

)
,

то
f ′(x̂) = 0, f ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ X.

Достаточные условия минимума: если f ′(x̂) = 0 и

f ′′(x̂)[h, h] ≥ α∥h∥2 ∀ h ∈ X (∗)

при некотором α > 0, то x̂ ∈ locmin f .

Доказательство. Возьмём произвольный вектор h ∈ X.
По формуле Тейлора

f(x̂+h) = f(x̂)+f ′(x̂)[h]+
1

2
f ′′(x̂)[h, h]+r(h), r(h) = o(||h||2).

Необходимость. Поскольку x̂ ∈ locmin f , то по аналогу
теоремы Ферма f ′(x̂) = 0. Поэтому в силу формулы Тейлора
при фиксированном h и достаточно малых λ

f(x̂+ λh)− f(x̂) =
λ2

2
f ′′(x̂)[h, h] + r(λh), r(λh) = o(|λ|2).

Поскольку x̂ ∈ locmin f, то f(x̂+ λh)− f(x̂) ≥ 0 при малых λ.
Поэтому

λ2

2 f
′′(x̂)[h, h] + r(λh) ≥ 0.

Разделим обе части последнего неравенства на λ2 и устремим
λ к нулю. Поскольку r(λh)

λ2 → 0, то отсюда

f ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ X.

Достаточность. Так как f ′(x̂) = 0, то по формуле Тейло-
ра в силу заданного условия f ′′(x̂)[h, h] ≥ α||h||2 имеем:

f(x̂+ h)− f(x̂) =
1

2
f ′′(x̂)[h, h] + r(h) ≥ α

2
||h||2 + r(h) ≥ 0

при достаточно малых h, так как r(h) = o(∥h∥2). Следова-
тельно, x̂ ∈ locminf .
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Для локального максимума неравенства имеют противо-
положный вид: f ′′(x̂)[h, h] ≤ 0 и f ′′(x̂)[h, h] ≤ −α∥h∥2 (α > 0)
соответственно.

Условие (∗) называется условием строгой положительно-
сти второй производной Фреше функционала f .

В конечномерных пространствах условие положительной
определенности симметричной матрицы A, т. е. условие

⟨Ah, h⟩ > 0 ∀ h ∈ Rn, h ̸= 0,

гарантирует её строгую положительность (и, значит, является
достаточным условием минимума в стационарной точке).
В бесконечномерных пространствах это не так.

Пример 1. В бесконечномерных пространствах условие по-
ложительной определенности отображения не гарантирует
строгой положительности отображения.

Рассмотрим отображение24 f : l2 → R, задающееся формулой

f(x) =

∞∑
n=1

x2n
n
, x = (x1, . . . , xn, . . .).

Производная Фреше f ′(x)[h] =
∞∑
n=1

2xnhn
n

. Вторая производ-

ная f ′′(x)[h, h] = 2
∞∑
n=1

h2n
n
> 0 ∀ h ̸= 0 и, следовательно, поло-

жительно определена.
Но вместе с тем вторая производная отображения f не

является строго положительной. Действительно, неравенство
f ′′(x)[h, h] ≥ α∥h∥2 ∀ h не может выполняться ни для какой
константы α > 0, поскольку на последовательности векторов
{en} (en — n-й базисный вектор пространства l2),

f ′′(x)[en, en] =
2

n
=

2

n
∥en∥2 ̸≥ α∥en∥2.

24Напомним, что l2 — гильбертово пространство с нормой

∥x∥l2 =

(
+∞∑
n=1

x2
n

) 1
2

.
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Пример 2. В бесконечномерных пространствах условие ра-
венства нулю первой производной и положительной опреде-
ленности второй производной не гарантируют локального
экстремума отображения.

Рассмотрим задачу без ограничений

f(x) =
∞∑
n=1

(
x2n
n3

− x4n

)
→ min

в гильбертовом пространстве l2, x = (x1, . . . , xn, . . .).

Производная Фреше f ′(x)[h] =
∞∑
n=1

(
2xnhn
n3

− 4x3nhn

)
.

В точке x̂ = 0 производная f ′(x̂) = 0.
Следовательно, точка x̂ = 0 является стационарной.

Вторая производная f ′′(x)[h, h] =
∞∑
n=1

(
2h2n
n3

− 12x2nh
2
n

)
.

Отсюда f ′′(0)[h, h] = 2
∞∑
n=1

h2n
n3
>0 ∀ h ̸=0 и, значит, вторая про-

изводная является положительно определенным оператором.
Но вместе с тем, как и в предыдущем примере, вторая

производная не является строго положительным оператором:

f ′′(0)[en, en] =
2

n3
=

2

n3
∥en∥2 ̸≥ α∥en∥2

ни для какой константы α > 0 (en — n-й базисный вектор
пространства l2).

Точка x̂ = 0 ̸∈ locminf , поскольку на последовательности

векторов {xn}, xn =
en
n

, f(xn) =
1

n5
− 1

n4
< 0 = f(0) при n > 1,

а сама последовательность {xn} → x̂ = 0 в пространстве l2
при n→ +∞.
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7 Гладкая задача с равенствами в бана-
ховых пространствах

7.1 Постановка задачи

Пусть X,Y — банаховы пространства. Функционал f : X → R
и отображение F : X → Y обладают определенной гладко-
стью. Гладкой экстремальной задачей с ограничениями типа
равенств называется следующая задача:

f(x) → extr; F (x) = 0. (P )

Поскольку пространство Y может быть бесконечномер-
ным, то количество уравнений в ограничении F (x) = 0 может
быть бесконечным.

7.2 Необходимые условия 1-го порядка

Теорема 7.1 (принцип Лагранжа). Пусть x̂ ∈ locextrP —
точка локального экстремума, X,Y — банаховы простран-
ства (условие банаховости), функционал f и отображение
F ∈ SD(x̂) — строго дифференцируемы в точке x̂ (усло-
вие гладкости), ImF ′(x̂) — замкнутое подпространство в Y
(ослабленное условие регулярности). Тогда существуют мно-
жители Лагранжа λ0 ∈ R и функционал y∗ ∈ Y ∗ не равные
одновременно нулю, и такие, что для функции Лагранжа

L (x) = λ0f(x) + ⟨y∗, F (x)⟩

выполняется условие стационарности:

L ′(x̂) = 0
(
⇐⇒

m∑
i=0

λif
′
i(x̂)[h] + ⟨y∗, F ′(x̂)[h]⟩ = 0 ∀ h ∈ X

)
.

Точки, удовлетворяющие условию стационарности, назы-
ваются стационарными. Это точки возможного локального
экстремума.
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Доказательство. Не ограничивая общности, считаем, что
f(x̂) = 0. Определим отображение Φ, действующее по фор-
муле Φ(x) := (f(x), F (x)). Тогда Φ(x̂) = (f(x̂), F (x̂)) = (0, 0),
отображение Φ строго дифференцируемо в точке x̂, производ-
ная Фреше Φ′(x̂) =

(
f ′(x̂), F ′(x̂)

)
, оба отображения Φ и Φ′(x̂)

отображают пространство X в пространство R× Y.

Перепишем условие стационарности в виде

⟨(λ0, y∗), (⟨f ′(x̂), h⟩, F ′(x̂)[h])⟩ = 0 ⇐⇒

⟨(λ0, y∗),Φ′(x̂)[h]⟩ = 0 ∀ h ∈ X ⇐⇒ ⟨(λ0, y∗), ImΦ′(x̂)⟩ = 0

⇐⇒ (λ0, y
∗) ∈ (ImΦ′(x̂))⊥ ⇐⇒ (ImΦ′(x̂))⊥ ̸= 0.

Таким образом, условие стационарности означает, что анну-
лятор (ImΦ′(x̂))⊥ содержит ненулевые элементы.

Поскольку подпространство ImF ′(x̂) замкнуто по усло-
вию, образ f ′(KerF ′(x̂)) тоже замкнут (в R имеются всего два
подпространства: 0 и R, и оба они замкнутые), то к отобра-
жению Φ′(x̂) можно применить лемму о замкнутости образа.
По этой лемме образ ImΦ′(x̂) замкнут в R× Y .

Если подпространство ImΦ′(x̂) является собственным (вы-
рожденный случай), то по лемме о нетривиальности анну-
лятора замкнутого собственного подпространства аннулятор
(ImΦ′(x̂))⊥ содержит ненулевые элементы и, следовательно,
условие стационарности выполняется.

Предположим, что подпространство ImΦ′(x̂) не являет-
ся собственным, то есть ImΦ′(x̂) = R × Y (невырожденный
случай). В этом случае для отображения Φ: X → R × Y ,
Φ(x̂) = (f(x̂), F (x̂)) = (0, 0) = (α̂, ŷ), по теореме об обратном
отображении существуют отображение Φ−1 : W ⊂ R×Y → X
некоторой окрестности W точки (α̂, ŷ) и константа K > 0 та-
кие, что Φ−1(α̂, ŷ) = x̂, Φ(Φ−1(α, y))=(α, y),

∥Φ−1(α, y)− Φ−1(α̂, ŷ)∥≤K∥(α, y)−(α̂, ŷ)∥

⇐⇒ ∥Φ−1(α, y)− x̂∥ ≤ K∥(α, y)∥ ∀ (α, y) ∈W.
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Положим x(ε) = Φ−1(ε, 0) для малых по модулю ε. Тогда

Φ(x(ε)) = (ε, 0) ⇐⇒ f(x(ε)) = ε, F (x(ε)) = 0,

∥Φ−1(ε, 0)− x̂∥ = ∥x(ε)− x̂∥ ≤ K∥(ε, 0)∥ = K|ε|.

Из этих соотношений следует, что вектор x̂ не доставляет в
задаче экстремума, ибо вблизи него существуют допустимые
векторы x(ε), на которых функционал f принимает значения
как большие, так и меньшие чем f(x̂). Получили противоре-
чие с тем, что x̂ ∈ locextrP . Таким образом, невырожденный
случай невозможен, и тем самым теорема доказана.

Замечание. Если в условиях теоремы выполнено условие ре-
гулярности отображения F в точке x̂, т. е. ImF ′(x̂) = Y ,
то множитель λ0 ̸= 0, и, следовательно, можем считать
его равным единице (λ0 = 1).

Доказательство. Действительно, если λ0 = 0, то y∗ ̸= 0 в си-
лу того, что множители Лагранжа одновременно в ноль не об-
ращаются. Поэтому условие стационарности приобретает вид:
⟨y∗, F ′(x̂)[h]⟩ = 0 ∀ h ∈ X ⇔ ⟨y∗, Y ⟩ = 0 ⇔ y∗ = 0. Получили
противоречие.
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7.3 Необходимые условия 2-го порядка

Выведем необходимые условия 2-го порядка экстремума в за-
даче с равенствами:

f(x) → extr; F (x) = 0. (P )

Здесь X,Y — банаховы пространства, функционал f : X → R,
отображение F : X → Y .

Теорема 7.2. Пусть x̂ ∈ locextrP — точка локального экс-
тремума, X,Y — банаховы пространства (условие банахово-
сти), функционал f и отображение F имеют в этой точке
вторые производные Фреше (f, F ∈ D2(x̂)) (условие гладко-
сти), ImF ′(x̂) = Y (условие регулярности).

Тогда существуют множители Лагранжа λ0=1, y∗∈Y ∗,
такие, что для функции Лагранжа L (x) = f(x) + ⟨y∗, F (x)⟩
выполняется условие стационарности

L ′(x̂) = 0

и вторая производная функции Лагранжа знакоопределена на
пространстве стационарных направлений Π := {h ∈ X |
F ′(x̂)[h] = 0} :

L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ Π для минимума,
L ′′(x̂)[h, h] ≤ 0 ∀ h ∈ Π для максимума.

Доказательство. По Замечанию к Следствию2 п. 5.3.3 су-
ществование второй производной Фреше в точке гарантиру-
ет строгую дифференцируемость отображения в этой точке.
Тогда в силу выполнения условия банаховости пространств,
условия гладкости отображений и выполнения условия ослаб-
ленной регулярности по теореме о необходимых условиях 1-го
порядка для функции Лагранжа выполняется условие стацио-
нарности. Причём, в силу выполнения условия регулярности
множитель Лагранжа λ0 можем положить равным единице
согласно Замечанию к этой теореме.
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Проведем доказательство неотрицательности второй про-
изводной функции Лагранжа на пространстве стационарных
направлений для минимума. Случай максимума рассматри-
вается аналогично.

Возьмем произвольный вектор h ∈ Π = KerF ′(x̂).
Для отображения F и множества M := {x | F (x) = 0} — мно-
жества допустимых точек в задаче (P ) — выполнены все усло-
вия теоремы о касательном пространстве (строгая дифферен-
цируемость отображения F в точке x̂ и регулярность операто-
ра F ′(x̂)). По теореме о касательном пространстве (см. § 5.4)
Tx̂M = KerF ′(x̂). Значит, вектор h будет касательным к мно-
жеству M в точке x̂.

По определению касательного вектора существуют чис-
ло ε > 0 и отображение r : [−ε; ε] → X такие, что точка
xt := x̂+ th+ r(t) ∈M (⇔ F (xt) = 0) для любого t ∈ [−ε; ε] и
норма ∥r(t)∥ = o(t) при t → 0. Таким образом, xt — допусти-
мые точки в задаче и находятся в окрестности точки x̂.

Поскольку F (xt) = 0 и F (x̂) = 0, то

f0(xt) = f0(xt) + ⟨y∗, F (xt)⟩
def
= L (xt),

f0(x̂) = f0(x̂) + ⟨y∗, F (x̂)⟩ def
= L (x̂).

Поэтому

f0(xt)− f0(x̂) = L (xt)− L (x̂) = L (x̂+ th+ r(t))− L (x̂) =

(по формуле Тейлора)

= L ′(x̂)[th+r(t)]+
1

2
L ′′(x̂)[th+r(t), th+r(t)]+o(∥th+r(t)∥2)=

L ′(x̂)=0
=

t2

2
L ′′(x̂)[h, h] + o(t2) ≥ 0, так как x̂ ∈ locminP .

Деля это неравенство на t2 и переходя к пределу при t → 0,
получаем L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ Π.
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7.4 Достаточные условия 2-го порядка

Выведем достаточные условия 2-го порядка локального экс-
тремума в гладкой задаче с ограничениями типа равенств в
банаховых пространствах:

f(x) → extr; F (x) = 0. (P )

Теорема 7.3. Пусть X,Y — банаховы пространства (усло-
вие банаховости), функционалы fi, i = 0, 1, . . . ,m, и отоб-
ражение F ∈ C2(O(x̂)) (условие гладкости), ImF ′(x̂) — за-
мкнутое подпространство в Y (ослабленное условие регу-
лярности). В допустимой точке x̂ для функции Лагранжа
L (x) = f(x) + ⟨y∗, F (x)⟩ с множителем Лагранжа λ0 = 1
выполняется условие стационарности (L ′(x̂) = 0).

Тогда, если вторая производная функции Лагранжа L ′′(x̂)
строго положительно определена на пространстве стацио-
нарных направлений25:

L ′′(x̂)[h, h] ≥ α∥h∥2 ∀ h ∈ Π

с некоторой константой α > 0, то x̂ ∈ locminP — точка
локального минимума.

Если L ′′(x̂)[h, h] ≤ −α∥h∥2 ∀ h ∈ Π, то x̂ ∈ locmaxP —
точка локального максимума.

Доказательство. Проведем доказательство для случая ми-
нимума. Случай максимума рассматривается аналогично.

Возьмем x̂+h— допустимый элемент в задаче (F (x̂+h)=0).
По Лемме 1 п. 5.4, применённой к линейному непрерывному
оператору F ′(x̂) вектор h ∈ X можно представить в виде сум-
мы h = h1 + h2, где

F ′(x̂)[h1] = 0, ∥h2∥ ≤ C∥F ′(x̂)h∥ (L)

25Пространство стационарных направлений
Π = Π(x̂) := {h ∈ X | F ′(x̂)[h] = 0}.
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с некоторой константой C > 0, не зависящей от h.
Значит, вектор h1 ∈ Π.

По формуле Тейлора

F (x̂+ h)︸ ︷︷ ︸
=0

= F (x̂)︸ ︷︷ ︸
=0

+F ′(x̂)[h] +
1

2
F ′′(x̂)[h, h] + r(h),

где r(h) = o(∥h∥2). Отсюда F ′(x̂)[h] = −1

2
F ′′(x̂)[h, h]− r(h).

Следовательно, при достаточно малых h

∥F ′(x̂)[h]∥ ≤ 1

2
∥F ′′(x̂)[h, h]∥+ ∥r(h)∥ ≤ C1∥h∥2

с некоторой константой C1 > 0. Поэтому при таких h

∥h2∥
(L)

≤ C∥F ′(x̂)[h]∥ ≤ CC1∥h∥2 = γ∥h∥2 (h2)

для γ := CC1, а по неравенству треугольника для норм

∥h∥ − ∥h2∥ ≤ ∥h1∥
def
= ∥h− h2∥ ≤ ∥h∥+ ∥h2∥

∥h2∥<γ∥h∥2
=⇒

∥h∥ − γ∥h∥2 ≤ ∥h1∥ ≤ ∥h∥+ γ∥h∥2 ⇐⇒

(1− γ∥h∥)∥h∥ ≤ ∥h1∥ ≤ (1 + γ∥h∥)∥h∥. (h1)

Поскольку для допустимых точек F (x̂+h) = 0 и F (x̂) = 0, то

f(x̂+ h) = f(x̂+ h) + ⟨y∗, F (x̂+ h)⟩ def L
= L (x̂+ h),

f(x̂) = f(x̂) + ⟨y∗, F (x̂)⟩ def L
= L (x̂).

Поэтому

f(x̂+ h)− f(x̂) = L (x̂+ h)− L (x̂) =

(по формуле Тейлора)

= L ′(x̂)[h] + 1
2L

′′(x̂)[h, h] + o(∥h∥2) =
L ′(x̂)=0

= 1
2L

′′(x̂)[h, h] + o(∥h∥2) =



102

(подставим h = h1 + h2)

=
1

2
L ′′(x̂)[h1 + h2, h1 + h2] + o(∥h∥2) =

=
1

2

(
L ′′(x̂)[h1, h1]+2L ′′(x̂)[h1, h2]+L ′′(x̂)[h2, h2]

)
+o(∥h∥2) ≥

(поскольку по условию L ′′(x̂)[h1, h1] ≥ α∥h1∥2 для вектора
h1 ∈ Π, а для непрерывного билинейного оператора имеет
место оценка ∥L ′′(x̂)[ξ, η]∥ ≤ B∥ξ∥·∥η∥)

≥ 1

2

(
α∥h1∥2 − 2B∥h1∥·∥h2∥ −B∥h2∥2

)
+ o(∥h∥2)

(h1)

≥

≥ 1

2

(
α(1−γ∥h∥)2∥h∥2−2B(1+γ∥h∥)∥h∥·∥h2∥−B∥h2∥2

)
+o(∥h∥2)

(h2)

≥

≥ 1

2

(
α(1−γ∥h∥)2∥h∥2−2B(1+γ∥h∥)∥h∥γ∥h∥2−Bγ2∥h∥4

)
+o(∥h∥2) =

=
1

2

(
α(1− γ∥h∥)2 − 2B(1 + γ∥h∥)γ∥h∥ −Bγ2∥h∥2

)
∥h∥2 + o(∥h∥2) ≥

(возьмём ∥h∥ < ε)

≥ 1

2

(
α(1− γε)2 − 2B(1 + γε)εγ −Bγ2ε2

)
∥h∥2 + o(∥h∥2) ≥ 0,

так как при достаточно малых ε > 0 (при ε = 0 множитель
в круглых скобках равен α > 0). Из полученного неравенства
f(x̂+ h)− f(x̂) ≥ 0 следует, что x̂ ∈ locminP .
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7.5 Квадратично-линейная задача с линейным
ограничением типа равенства

Постановка задачи

Пусть X,Y — линейные нормированные пространства.
Рассмотрим квадратично-линейную задачу с линейным огра-
ничением типа равенства

f0(x) = A(x, x) + ⟨x∗0, x⟩+ b0 → extr; Λx = b, (P )

где A : X × X → R — квадратичный симметрический били-
нейный функционал, x∗0 : X → R — линейный непрерывный
функционал, b0 ∈ R, Λ: X → Y — линейный непрерывный
оператор, элемент b ∈ Y .

Теорема 7.4. Пусть x̂ — допустимый элемент в задаче
(P ), удовлетворяющий условию стационарности (L ′(x̂) = 0)
функции Лагранжа L (x) = f0(x) + ⟨y∗,Λx⟩ с множителем
Лагранжа λ0 = 1.

Если A(h, h) ≥ 0 ∀ h ∈ Π:= KerΛ = {h ∈ X | Λh = 0}, то
x̂ ∈ absminP . Если для A не выполнено условие A(h, h) ≥ 0
на пространстве Π, то x̂ ̸∈ locminP , а Sabsmin = −∞.

Если A(h, h) ≤ 0 ∀ h ∈ Π, то x̂ ∈ absmaxP . Если для
A не выполнено условие A(h, h) ≤ 0 на пространстве Π, то
x̂ ̸∈ locmaxP , а Sabsmax = +∞.

Доказательство. Проведем доказательство для случая ми-
нимума. Случай максимума рассматривается аналогично.

Пусть вектор h такой, что вектор x̂+ h является допусти-
мым. Для линейного ограничения это эквивалентно тому, что
Λh = 0. Действительно,

Λ(x̂+ h) = b ⇐⇒ Λx̂+ Λh = b ⇐⇒ Λh = 0,

поскольку x̂ — допустимый элемент, то Λx̂ = b. Значит, век-
тор x̂ + h является допустимым тогда и только тогда, когда
h ∈ Π — пространству стационарных направлений.
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Поскольку в точке x̂ выполняется условие стационарности
функции Лагранжа, то

L ′(x̂) = 0 ⇐⇒ f ′0(x̂)[h] + ⟨y∗,Λh⟩ = 0 ∀ h ∈ X.

Отсюда
f ′0(x̂)[h] = 0 ∀ h ∈ Π. (∗)

Для функционала f0(x) = A(x, x) + ⟨x∗0, x⟩ + b0 вторая
производная f ′′0 (x̂) = 2A, следовательно, по формуле Тейлора
имеет место равенство

f0(x̂+ h) = f0(x̂) + f ′0(x̂)[h] +
1
2f

′′
0 (x̂)[h, h] ⇐⇒

f0(x̂+ h)− f0(x̂) = f ′0(x̂)[h] +A(h, h) ∀ h ∈ X.

Из последнего равенства в силу равенства (∗) и неотрицатель-
ной определенности квадратичного функционала A на про-
странстве стационарных направлений Π вытекает, что

f0(x̂+ h)− f0(x̂) ≥ 0 ∀ h ∈ Π.

Значит, x̂ ∈ absminP .
Предположим, что не выполнено условие неотрицательно-

сти формы A на пространстве стационарных направлений, то
есть существует элемент h ∈ Π, для которого A(h, h) < 0.
Тогда th ∈ Π ∀ t ∈ R, а

f0(x̂+ th)− f0(x̂) = A(th, th) = t2A(h, h) < 0.

Отсюда, с одной стороны, f0(x̂ + th) < f0(x̂), а x̂ + th → x̂
при t→ 0, поэтому, x̂ ̸∈ locminP .

С другой стороны, f0(x̂ + th) = f0(x̂) + t2A(h, h) → −∞
при t→ +∞, и, значит, Sabsmin = −∞.
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8 Гладкая задача с равенствами и нера-
венствами

8.1 Постановка задачи

Пусть X,Y — банаховы пространства. Отображение F : X →
Y , функционалы fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, обладают неко-
торой гладкостью. Гладкой экстремальной задачей с ограни-
чениями типа равенств и неравенств в нормированных про-
странствах называется следующая задача:

f0(x) → extr; fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, F (x) = 0. (P )

8.2 Необходимые условия 1-го порядка

Теорема 8.1 (правило множителей Лагранжа). Пусть точ-
ка x̂ ∈ locextrP , X,Y — банаховы пространства, отобра-
жения F, fi ∈ SD(x̂), i = 0, 1, . . . ,m, ImF ′(x̂) — замкну-
тое подпространство в Y . Тогда существуют множители
Лагранжа — вектор λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1 и функцио-
нал y∗ ∈ Y ∗, (λ, y∗) ̸= 0, такие, что для функции Лагранжа

L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) + ⟨y∗, F (x)⟩ выполняются условия:

a) стационарности :

L ′(x̂) = 0
(
⇐⇒

m∑
i=0

λif
′
i(x̂)[h]+⟨y∗, F ′(x̂)[h]⟩ = 0 ∀ h ∈ X

)
;

b) дополняющей нежёсткости : λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

c) знакоопределенности :

λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, для локального минимума,
λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m, для локального максимума.



106

8.3 Необходимые условия 1-го и 2-го порядка

Рассмотрим гладкую задачу с ограничениями типа равенств
и неравенств в банаховых пространствах:

f0(x) → extr; fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, F (x) = 0, (P )

функционалы fi :X→R, i=0, 1, . . . ,m, отображение F :X→Y .

Теорема 8.2. Пусть точка x̂ ∈ locextrP , X,Y — банаховы
пространства, функционалы fi, i = 0, 1, . . . ,m, и отображе-
ние F ∈ C2(O(x̂)), ImF ′(x̂) = Y . Тогда существуют множи-
тели Лагранжа — вектор λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ Rm+1, λ ̸= 0,
и функционал y∗ ∈ Y ∗, такие, что для функции Лагранжа

L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) + ⟨y∗, F (x)⟩ выполняются условия:

a) стационарности: L ′(x̂) = 0;

b) дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

c) знакоопределенности множителей Лагранжа:

λ0 ≥ 0,
λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, для минимума,
λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m, для максимума;

d) для любого h из конуса допустимых направлений26

K = K(x̂) := {h ∈ X | f ′i(x̂)[h] ≤ 0, i=0, 1, . . . ,m, F ′(x̂)[h]=0}
найдутся множители Лагранжа (λ, y∗) ̸= 0, удовлетворяю-
щие условиям a)–c) и такие, что

L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 для минимума,
L ′′(x̂)[h, h] ≤ 0 для максимума.

(L ′′)

Замечание. Отметим, что если для точки локального экс-
тремума x̂ вектор множителей Лагранжа (λ, y∗) единственен
(с точностью до умножения на положительную константу), то
неравенства (L ′′) выполняются для любого h ∈ K.

26Напомним, что в формировании конуса допустимых направлений из
ограничений типа неравенств берутся только активные ограничения, т. е.
только те, для которых fi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m.
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8.4 Достаточные условия 2-го порядка

Выведем достаточные условия 2-го порядка локального экс-
тремума в гладкой задаче с ограничениями типа равенств и
неравенств в банаховых пространствах:

f0(x) → extr; fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, F (x) = 0, (P )

функционалы fi :X→R, i=0, 1, . . . ,m, отображение F :X→Y .

Теорема 8.3. Пусть X,Y — банаховы пространства (усло-
вие банаховости), функционалы fi, i = 0, 1, . . . ,m, и отоб-
ражение F ∈ C2(O(x̂)) (условие гладкости), ImF ′(x̂) = Y
(условие регулярности). В допустимой точке x̂ для функции

Лагранжа L (x) = f0(x)+
m∑
i=1

λifi(x)+⟨y∗, F (x)⟩ выполняются
условия:

a) стационарности: L ′(x̂) = 0;

b) дополняющей нежёсткости: λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

c) неотрицательности: λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m;

d) строгой положительности L ′′(x̂) на конусе допусти-
мых направлений27:

L ′′(x̂)[h, h] ≥ α∥h∥2 ∀ h ∈ K

с некоторой константой α > 0.
Тогда x̂ ∈ locminP — точка локального минимума.
Если условия c) и d) выполняются в виде:
c) λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m;

d) L ′′(x̂)[h, h] ≤ −α∥h∥2 ∀ h ∈ K(x̂),
то x̂ ∈ locmaxP — точка локального максимума.

27Конус допустимых направлений
K = K(x̂) := {h ∈ X | f ′

i(x̂)[h] ≤ 0, i = 1, . . . ,m, F ′(x̂)[h] = 0}.
Напомним, что в формировании конуса допустимых направлений из

ограничений типа неравенств берутся только активные ограничения, т. е.
только те, для которых fi(x̂) = 0.
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8.5 Квадратично-линейная задача с линейными
ограничениями типа неравенств и равенства

Постановка задачи

Пусть X,Y — линейные нормированные пространства. Рас-
смотрим квадратично-линейную задачу с линейными ограни-
чениями типа неравенств и равенства

f0(x) := A(x, x) + ⟨x∗0, x⟩+ b0 → extr;
⟨x∗i , x⟩+ bi ≤ 0, i = 1, . . . ,m, Λx = b, (P )

где A : X×X → R — квадратичный симметрический билиней-
ный функционал, f0 : X → R, x∗i ∈ X∗, bi ∈ R, i = 0, 1, . . . ,m,
Λ:X→Y — линейный непрерывный оператор, элемент b ∈ Y .

Теорема 8.4. Пусть x̂ — допустимый элемент в задаче (P ),
удовлетворяющий условию стационарности функции Лаг-

ранжа L (x) = f0(x) +
m∑
i=1

λi(⟨x∗i , x⟩+ bi) + ⟨y∗,Λx⟩ и условию

знакоопределенности множителей Лагранжа, а все ограни-
чения типа неравенств активны.

Тогда, если A(h, h) ≥ 0 на конусе допустимых направле-
ний K := {h ∈ X | ⟨x∗i , h⟩ ≤ 0, i = 1, . . . ,m, Λh = 0} в крити-
ческой точке x̂ на минимум, то x̂ ∈ absminP . Если для A не
выполнено условие A(h, h) ≥ 0 на конусе K, то Sabsmin = −∞.

Если A(h, h) ≤ 0 на конусе K в критической точке x̂ на
максимум, то x̂ ∈ absmaxP . Если для A не выполнено усло-
вие A(h, h) ≤ 0 на конусе K, то Sabsmax = +∞.

Доказательство. Проведем доказательство для случая кри-
тической точки в задаче на минимум, т. е. λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m.
Случай максимума рассматривается аналогично.
Пусть вектор h такой, что вектор x̂+h является допустимым.

Тогда в силу активности всех ограничений (⟨x∗i , x̂⟩+bi=0)

⟨x∗i , x̂+ h⟩+ bi ≤ 0 ⇐⇒ ⟨x∗i , h⟩ ≤ 0, i = 1, . . . ,m; (i)

Λ(x̂+ h) = b ⇐⇒ Λx̂+ Λh = b ⇐⇒ Λh = 0. (ii)
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Следовательно, вектор x̂+h является допустимым в зада-
че тогда и только тогда, когда h ∈ K — конусу допустимых
направлений.

Поскольку в точке x̂ выполняется условие стационарности
функции Лагранжа, то

L ′(x̂) = 0 ⇐⇒ f ′0(x̂)[h] +

m∑
i=1

λi⟨x∗i , h⟩+ ⟨y∗,Λh⟩ = 0 ∀ h ∈ X.

Отсюда

f ′0(x̂)[h] = −
m∑
i=1

λi⟨x∗i , h⟩
(i)

≥ 0 ∀ h ∈ K. (∗)

Для функционала f0(x) = A(x, x)+ ⟨x∗0, x⟩+b0 вторая про-
изводная f ′′0 (x̂)[h, h] = 2A(h, h), следовательно, по формуле
Тейлора имеет место равенство

f0(x̂+ h) = f0(x̂) + f ′0(x̂)[h] +
1
2f

′′
0 (x̂)[h, h] ⇐⇒

f0(x̂+ h)− f0(x̂) = f ′0(x̂)[h] +A(h, h) ∀ h ∈ X.

Из последнего равенства в силу неравенства (∗) и неотрица-
тельной определенности квадратичного функционалаA на ко-
нусе допустимых направлений K вытекает, что

f0(x̂+ h)− f0(x̂) ≥ 0 ∀ h ∈ K.

Значит, x̂ ∈ absminP .
Предположим, что не выполнено условие неотрицатель-

ной определенности матрицы A на конусе допустимых на-
правлений, то есть существует элемент h ∈ K, для которого
⟨Ah, h⟩ < 0. Тогда th ∈ K ∀ t > 0, а

f0(x̂+ th) = f0(x̂) + tf ′0(x̂)[h] + t2(Ah, h) → −∞

при t→ ∞ и, значит, Sabsmin = −∞.



Глава 3

Вариационное
исчисление

1 Простейшая задача вариационного ис-
числения

1.1 Постановка задачи

Простейшей задачей вариационного исчисления называется
экстремальная задача в пространстве C1([t0; t1],R)1:

J(x(·)) =
t1∫

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ extr; x(t0)=x0, x(t1)=x1. (P )

Здесь L = L(t, x, ẋ) — заданная функция трех перемен-
ных, называемая интегрантом. Отрезок [t0; t1] предполага-
ется фиксированным и конечным, t0 < t1. Экстремум в за-
даче рассматривается среди непрерывно дифференцируемых

1C1([t0; t1],R) = C1([t0; t1]) — пространство отображений отрезка
[t0; t1] в пространство R, имеющих на отрезке [t0; t1] непрерывную про-
изводную.

110
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функций x(·) ∈ C1([t0; t1],R), удовлетворяющих условиям на
концах, или краевым условиям: x(t0) = x0, x(t1) = x1. Такие
функции называются допустимыми.

Определение. Говорим, что допустимая функция x̂ достав-
ляет слабый локальный минимум в задаче (P ), и пишем x̂(·) ∈
wlocmin 2P , если существует δ > 0 такое, что J(x(·)) ≥ J(x̂(·))
для любой допустимой функции x(·) (x(·) ∈ D(P )), для кото-
рой ∥x(·)− x̂(·)∥C1([t0; t1])

3 < δ.

Аналогично определяется слабый локальный максимум.

1.2 Вывод уравнения Эйлера с помощью основ-
ной леммы вариационного исчисления

Теорема 1.1. Пусть функция x̂(·) доставляет слабый ло-
кальный экстремум в задаче (P ), функции L,Lx, Lẋ — непре-
рывны как функции трех переменных, L̂ẋ(·)4 ∈ C1([t0; t1]).
Тогда функция x̂(·) удовлетворяет уравнению Эйлера

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Функции, удовлетворяющие уравнению Эйлера, называ-
ются экстремалями. Множество экстремалей будем обозна-
чать E(P ). Допустимые функции (класса C1 с заданными гра-
ничными условиями), удовлетворяющие уравнению Эйлера,
называются допустимыми экстремалями. Множество допу-
стимых экстремалей в задаче (P ) обозначаем DE(P ).

2weak — слабый
3напомним, что ∥y(·)∥C1([t0; t1])

:= max{∥y(·)∥C([t0; t1]), ∥ẏ(·)∥C([t0; t1])},
где ∥y(·)∥C([t0; t1]) := max{|y(t)| | t ∈ [t0; t1]}.

4L̂ẋ(t) :=
∂

∂ẋ
L(t, x, ẋ)

∣∣∣∣x=x̂(t)

ẋ= ˙̂x(t)

, L̂x(t) :=
∂

∂x
L(t, x, ẋ)

∣∣∣∣x=x̂(t)

ẋ= ˙̂x(t)

.
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Лемма (Лагранж). 5 Пусть функция a(·) ∈ C([t0; t1]) и
t1∫

t0

a(t)h(t) dt = 0 ∀ h(·) ∈ C1
0 ([t0; t1]). Тогда a(t) ≡ 0.

5Лемму Лагранжа иногда называют еще основной леммой вариаци-
онного исчисления.
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1.3 Вывод уравнения Эйлера с помощью леммы
Дюбуа-Реймона

В этом пункте мы выведем уравнение Эйлера для меньших
условий гладкостей, наложенных на интегрант L. При выводе
уравнения Эйлера вместо леммы Лагранжа будем использо-
вать лемму Дюбуа-Реймона6.

Теорема 1.2. Пусть функция x̂ доставляет слабый локаль-
ный экстремум в задаче (P ), функции L,Lx, Lẋ — непре-
рывны в некоторой окрестности расширенного графика Γx̂ ˙̂x

7.
Тогда L̂ẋ непрерывно дифференцируемая функция и выполне-
но уравнение Эйлера

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Лемма (Дюбуа-Реймон). Пусть функции a0, a1 ∈ C([t0; t1])

и

t1∫
t0

(
a1(t)ḣ(t) + a0(t)h(t)

)
dt = 0 ∀ h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1]).

Тогда функция a1(·) ∈ C1([t0; t1]) и выполняется диффе-

ренциальное уравнение − d

dt
a1(t)+a0(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1] (ана-

лог уравнения Эйлера).

6Дюбуа-Реймон, Поль Давид Густав (1831–1889) — немецкий матема-
тик.

7Γx̂ ˙̂x := {(t, x̂(t), ˙̂x(t)) | t ∈ [t0; t1]} — расширенный график.
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1.4 Интегралы уравнения Эйлера

Если интегрант L = L(t, x, ẋ) не зависит явно от одной из
переменных, то уравнение Эйлера сводится к более простым
уравнениям.

1. Если интегрант L = L(t, ẋ) не зависит явно от x, то
имеет место интеграл импульса

L̂ẋ(t) = const.

Интеграл импульса выводится из уравнения Эйлера:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0

L̂x=0⇐⇒ − d

dt
L̂ẋ(t) = 0 ⇐⇒ L̂ẋ(t) = const.

2. Если интегрант L = L(x, ẋ) не зависит явно от t, то
имеет место обобщенный интеграл энергии (оба названия ин-
тегралов взяты из классической механики)

˙̂x(t)L̂ẋ(t)− L̂(t) = const.

Для доказательства интеграла энергии достаточно продиф-
ференцировать последнее равенство по t и воспользоваться
уравнением Эйлера:

¨̂xL̂ẋ + ˙̂x
d

dt
L̂ẋ − L̂x

˙̂x− L̂ẋ
¨̂x = 0 ⇐⇒ − ˙̂x

(
− d

dt
L̂ẋ + L̂x

)
= 0.

Замечание. Отметим, что при выводе интеграла энергии мы
использовали дополнительное предположение о существова-
нии второй производной ¨̂x. Интеграл энергии имеет также
всегда экстремаль x̂(t) = const, которая быть может не удо-
влетворяет уравнению Эйлера.
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1.5 Примеры

Пример 1. J(x(·)) =
1∫

0

ẋ2 dt→ extr; x(0) = 0, x(1) = 1.

Решение. Необходимое условие экстремума — уравнение Эй-
лера для интегранта L = ẋ2:

− d

dt
Lẋ + Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
2ẋ = 0 ⇐⇒ −2ẍ = 0 ⇐⇒ ẍ = 0.

Общее решение уравнения Эйлера: x = C1t+ C2.
Неизвестные константы C1, C2 находим из условий на концах:

x(0) = 0 ⇒ C2 = 0;

x(1) = 1 ⇒ C1 = 1.

Значит, имеется единственная допустимая экстремаль x̂ = t.
Проверим, доставляет ли найденная допустимая экстре-

маль минимум или максимум в задаче. Для этого надо срав-
нить значение функционала J(x̂) со значением функциона-
ла J(x) на произвольной допустимой функции x. Обозначим
h = x − x̂. Тогда x = x̂ + h, h ∈ C1([0; 1]), h(0) = h(1) = 0.
Функционал J является квадратичным. Тогда для задачи с
квадратичным функционалом и линейными ограничениями

J(x̂+ h)− J(x̂) = J(h) =

1∫
0

ḣ2 dt ≥ 0.

Разность J(x̂+ h)− J(x̂) неотрицательна, значит, x̂ ∈ absmin,

Sabsmin =

1∫
0

˙̂x
2
dt =

1∫
0

1 dt = 1.
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Покажем, что Sabsmax = +∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых функций xn(t) = x̂(t) + nh(t),
например, h = t(t− 1). Тогда

J(xn)=

1∫
0

ẋ2n dt=

1∫
0

(1+nḣ)2 dt= n2
1∫

0

ḣ2 dt+1 →+∞ при n→ ∞.

Ответ. Допустимая экстремаль x̂ = t ∈ absmin, Sabsmin = 1;
Sabsmax = +∞.

Замечание. В Примере 1 и во многих других задачах КВИ
(где в отличии от задач оптимального управления нет ограни-
чения на величину производной) показать, что Sabsmax = +∞
можно рассматривая значение функционала на допустимых
функциях (типа “пилы”) с большой по модулю производной.
В Главе 5 (см. Лемма о скруглении углов) будет показано, что
такие негладкие функции можно “сгладить”.

Пример 2. J(x(·)) =

3π
2∫

0

(ẋ2−x2) dt→ extr; x(0) = x
(3π

2

)
= 0.

Решение. Необходимое условие экстремума — уравнение Эй-
лера для интегранта L = ẋ2 − x2:

− d

dt
Lẋ + Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
2ẋ− 2x = 0 ⇐⇒

− 2ẍ− 2x = 0 ⇐⇒ ẍ+ x = 0.

Общее решение уравнения Эйлера: x = C1 sin t+ C2 cos t.
Неизвестные константы C1, C2 находим из условий на концах:

x(0) = 0 ⇒ C2 = 0;

x
(3π

2

)
= 0 ⇒ C1 = 0.

Значит, имеется единственная допустимая экстремаль x̂ ≡ 0,
J(x̂) = 0.
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Проверим, доставляет ли найденная допустимая экстре-
маль минимум или максимум в задаче. Рассмотрим допусти-

мые функции вида xλ(t) = λ sin
2t

3
. Очевидно, что xλ(·) → x̂(·)

в метрике пространства C1
([
0; 3π

2

])
при λ→ 0, но при этом

J(xλ) = λ2

3π
2∫

0

(4
9
cos2

2t

3
− sin2

2t

3

)
dt =

= λ2

3π
2∫

0

(4
9
·
1+cos 4t

3

2
−
1−cos 4t

3

2

)
dt = λ2

3π

4

(4
9
−1
)
<0 = J(x̂).

Значение функционала на xλ меньше чем на x̂, значит, x̂ не
доставляет слабого локального минимума.

Поскольку J(xλ(·)) → −∞ при λ→ ∞, то Sabsmin = −∞.

Если взять допустимые функции xλ(t) = λ sin
4t

3
, то ана-

логично получим

J(xλ) = λ2

3π
2∫

0

(16
9

cos2
4t

3
− sin2

4t

3

)
dt =

=λ2

3π
2∫

0

(16
9
·
1+cos 8t

3

2
−
1−cos 8t

3

2

)
dt = λ2

3π

4

(16
9
−1
)
>0 = J(x̂).

Значение функционала на xλ больше чем на x̂, значит, x̂ не
доставляет слабого локального максимума.

Поскольку J(xλ(·)) → +∞ при λ→ ∞, то Sabsmax = +∞.
Из этого примера видно, что уравнение Эйлера — необхо-

димое, но не достаточное условие экстремума.
Ответ. Sabsmin = −∞; Sabsmax = +∞; допустимая экстремаль
x̂ ≡ 0 ̸∈ wlocextr.
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2 Задача Больца

2.1 Постановка задачи

Задачей Больца8 называется следующая экстремальная зада-
ча без ограничений в пространстве C1([t0; t1]):

B(x(·)) =
t1∫

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt+ l(x(t0), x(t1)) → extr. (P )

Здесь L = L(t, x, ẋ) — заданная функция трех, а l =
l(x(t0), x(t1)) — заданная функция двух переменных. Зада-
ча Больца — элементарная задача вариационного исчисления.
Функционал B называется функционалом Больца, функция
l — терминантом. Любые функции класса C1([t0; t1]) явля-
ются допустимыми в задаче.
Определение. Говорим, что допустимая функция x̂(·) до-
ставляет слабый локальный минимум в задаче (P ), и пишем
x̂(·) ∈ wlocminP , если существует δ > 0 такое, что B(x(·)) ≥
B(x̂(·)) для любой допустимой функции x(·), для которой
∥x(·)− x̂(·)∥C1([t0; t1]) < δ.

2.2 Необходимое условие экстремума

Теорема. Пусть функция x̂(·) доставляет слабый локаль-
ный экстремум в задаче (P ) (x̂(·) ∈ wlocextrP ), функции
L,Lx, Lẋ — непрерывны в некоторой окрестности расширен-
ного графика Γx̂ ˙̂x (L,Lx, Lẋ ∈ C(O(Γx̂ ˙̂x))), функция l — непре-
рывно дифференцируема в окрестности точки (x̂(t0), x̂(t1))
(l ∈ C1(O(x̂(t0), x̂(t1))). Тогда L̂ẋ(·) — непрерывно дифферен-
цируемая функция (L̂ẋ(·) ∈ C1([t0; t1])) и выполнены

a) уравнение Эйлера

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1];

b) условия трансверсальности

L̂ẋ(t0) = l̂x(t0), L̂ẋ(t1) = −l̂x(t1).
8Больц, Оскар (1857–1942) — немецкий математик.
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Доказательство. Возьмём произвольную функцию h(·) ∈
C1([t0; t1]) и зафиксируем её. Поскольку x̂ ∈ locextrP , то
функция одного переменного

φ(λ) := B(x̂(·)+λh(·)) =
t1∫

t0

L
(
t, x̂(t)+λh(t), ˙̂x(t)+λḣ(t)

)
dt+

+ l
(
x̂(t0) + λh(t0), x̂(t1) + λh(t1)

)
имеет экстремум при λ = 0. Тогда по теореме Ферма φ′(0) = 0.
Дифференцируя функцию φ и полагая λ = 0, получаем:

φ′(0) =

t1∫
t0

(
L̂ẋ(t)ḣ(t)+L̂x(t)h(t)

)
dt+l̂x(t0)h(t0)+l̂x(t1)h(t1) = 0

∀ h(·) ∈ C1([t0; t1]). (1)

Равенство (1) выполняется для любой функции
h(·) ∈ C1([t0; t1]), а, значит, и для функций h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1]).
Следовательно, из соотношения (1) вытекает, что

t1∫
t0

(
L̂ẋ(t)ḣ(t) + L̂x(t)h(t)

)
dt = 0 ∀ h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1]).

Отсюда по лемме Дюбуа-Реймона функция L̂ẋ(·) ∈ C1([t0; t1])
и выполняется уравнение Эйлера

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Для завершения доказательства теоремы осталось выве-
сти условия трансверсальности. Проинтегрируем по частям
первый интеграл в соотношении (1) (интегрирование по ча-
стям возможно в силу уже доказанной непрерывной диффе-
ренцируемости L̂ẋ(·)):
t1∫

t0

L̂ẋ(t)ḣ(t) dt =

t1∫
t0

L̂ẋ(t)dh(t) = L̂ẋ(t)h(t)
∣∣∣t1
t0
−

t1∫
t0

h(t)
d

dt
L̂ẋ(t) dt.
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Подставляя полученное выражение в соотношение (1) и
учитывая уже доказанное уравнение Эйлера, имеем

t1∫
t0

(
− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t)

)
h(t) dt+

+ L̂ẋ(t1)h(t1)− L̂ẋ(t0)h(t0) + l̂x(t0)h(t0) + l̂x(t1)h(t1) =

=
(
L̂ẋ(t1) + l̂x(t1)

)
h(t1) +

(
− L̂ẋ(t0) + l̂x(t0)

)
h(t0) = 0

∀ h(·) ∈ C1([t0; t1]). (3.1)

Подставляя в (2) последовательно h(t) = t − t1 и h(t) =
t− t0, придем к условиям трансверсальности L̂ẋ(t0) = l̂x(t0) и
L̂ẋ(t1) = −l̂x(t1).
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2.3 Примеры

Пример. B(x(·)) =
1∫

0

(ẋ2 − x) dt+ x2(1) → extr.

Решение. Необходимые условия экстремума:
a) уравнение Эйлера для интегранта L = ẋ2 − x

− d

dt
Lẋ + Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
2ẋ− 1 = 0 ⇐⇒

− 2ẍ− 1 = 0 ⇐⇒ ẍ = −1

2
;

b) условия трансверсальности для терминанта l = x2(1){
Lẋ(0) = lx(0),

Lẋ(1)=−lx(1),
⇐⇒

{
2ẋ(0) = 0,

2ẋ(1)=−2x(1),
⇐⇒

{
ẋ(0) = 0,
ẋ(1)=−x(1).

Решение уравнения Эйлера: ẋ = − t

2
+C1, x = − t

2

4
+C1t+C2.

Из условий трансверсальности находим константы C1 и C2:

{
ẋ(0) = 0,

ẋ(1) = −x(1),
⇐⇒

C1 = 0,

−1

2
=

1

4
− C2 ⇔ C2 =

3

4
.

Единственная допустимая экстремаль x̂(t) =
−t2 + 3

4
.

Проверим, доставляет ли найденная допустимая экстре-
маль минимум или максимум в задаче. Сравним значение
функционала B(x̂) со значением функционала B(x) на произ-
вольной допустимой функции x. Обозначим h = x− x̂. Тогда
x = x̂ + h, где h ∈ C1([0; 1]). Функционал B с квадратично-
линейным интегрантом L = ẋ2 − x и квадратичной терми-
нальной частью l = x2(1) является квадратично-линейным.
Тогда для задачи без ограничений с квадратично-линейным
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функционалом

B(x̂+ h)−B(x̂) =
1

2
B′′(h) =

1∫
0

ḣ2 dt+ h2(1) ≥ 0.

Разность B(x̂+h)−B(x̂) неотрицательна, значит, x̂ ∈ absmin,

Sabsmin = B(x̂) =

1∫
0

( ˙̂x
2 − x̂) dt+ x̂2(1) =

=

1∫
0

( t2
4
+
t2

4
− 3

4

)
dt+

1

4
=
( t3
6
− 3t

4

)∣∣∣1
0
+
1

4
=

2− 9 + 3

12
= −1

3
.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых функций xn(t) = n. Тогда

B(xn(·)) =
1∫

0

(ẋ2n−xn) dt+x2n(1) = −n+n2 → +∞ при n→ ∞.

Ответ. Допустимая экстремаль
−t2+ 3

4
∈absmin, Sabsmin=−1

3
;

Sabsmax = +∞.
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3 Задача с подвижными концами

3.1 Постановка задачи

Задачей c подвижными концами называется следующая экс-
тремальная задача в пространстве C1(∆)× R2:

J(ξ) =

t1∫
t0

f(t, x, ẋ) dt+ l0(t0, x(t0), t1, x(t1)) → extr; (P )

li(t0, x(t0), t1, x(t1)) = 0, i = 1, . . . ,m, (1)

где ξ=(x(·), t0, t1), ∆ — заданный конечный отрезок, t0, t1∈∆,
t0 < t1. Здесь t0, t1 — концы отрезка интегрирования являют-
ся подвижными и поэтому значение как интегральной так и
терминальной частей функционала зависят от величин t0, t1.

Частным случаем является задача, в которой один из кон-
цов или даже оба закреплены.

Элемент ξ = (x(·), t0, t1) называется допустимым, если
x ∈ C1(∆), t0, t1 ∈ ∆, t0 < t1, и выполняются условия (1)
на концах.

Определение. Говорим, что допустимый элемент ξ̂ =
(x̂(·), t̂0, t̂1)) доставляет слабый локальный минимум в задаче
(P ), и пишем ξ̂ ∈ wlocminP , если существует δ > 0 такое, что
J(ξ) ≥ J(ξ̂) для любого допустимого элемента ξ = (x(·), t0, t1),
для которого ∥x(·)− x̂(·)∥C1(∆) < δ, |t0 − t̂0| < δ, |t1 − t̂1| < δ.

Аналогично определяется слабый локальный максимум.
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3.2 Необходимые условия экстремума

Теорема. Пусть элемент ξ̂ = (x̂(·), t̂0, t̂1) доставляет сла-
бый локальный экстремум в задаче (P ) (ξ̂ ∈ wlocextrP ),
функции L,Lx, Lẋ — непрерывны в некоторой окрестности
расширенного графика Γx̂ ˙̂x

9 (L,Lx, Lẋ ∈ C(O(Γx̂ ˙̂x))), функ-
ции li — непрерывно дифференцируемы в окрестности точки
(t̂0, x̂(t̂0), t̂1, x̂(t̂1)) (li ∈ C1(t̂0, x̂(t̂0), t̂1, x̂(t̂1))), i = 0, 1, . . . ,m.
Тогда существует ненулевой вектор множителей Лагран-
жа λ = (λ0, . . . , λm) ∈ Rm+1, λ ̸= 0, такой, что для функции
Лагранжа

L = L (x(·), t0, t1) =
t1∫

t0

λ0f(t, x, ẋ) dt+
m∑
i=0

λili(t0, x(t0), t1, x(t1))

выполнены условия:
a) стационарности по x — уравнение Эйлера для инте-

гранта L = λ0f(t, x, ẋ)

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ ∆ ⇐⇒ − d

dt
λ0f̂ẋ(t) + λ0f̂x(t) = 0;

b) трансверсальности по x для терминанта

l =
m∑
i=0

λili(t0, x(t0), t1, x(t1))

{
L̂ẋ(t̂0) = l̂x(t0),

L̂ẋ(t̂1) = −l̂x(t1)
⇐⇒

{
λ0f̂ẋ(t̂0) = l̂x(t0),

λ0f̂ẋ(t̂1) = −l̂x(t1);

c) стационарности по подвижным концам (выписывает-
ся только для подвижных концов отрезка интегрирования):

L̂t0 = 0 ⇐⇒ −λ0f̂(t̂0) + l̂t0 + l̂x(t0)
˙̂x(t̂0) = 0,

L̂t1 = 0 ⇐⇒ λ0f̂(t̂1) + l̂t1 + l̂x(t1)
˙̂x(t̂1) = 0.

9Γx̂ ˙̂x := {(t, x̂(t), ˙̂x(t)) | t ∈ ∆} — расширенный график.
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Необходимые условия экстремума в задаче со подвижны-
ми концами непосредственно будут вытекать из необходимых
условий экстремума в задаче Лагранжа п. 6.2.

3.3 Примеры

Пример. J(x(·), T ) =
T∫
0

(ẋ2 + 4x+ 4) dt→ extr; x(0) = 0.

Решение. Функция Лагранжа

L = L (x(·), T ) =
T∫
0

λ0(ẋ
2 + 4x+ 4) dt+ λ1x(0).

Необходимые условия экстремума:
a) уравнение Эйлера для интегранта L = λ0(ẋ

2 + 4x+ 4)

− d

dt
Lẋ+Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
2λ0ẋ+4λ0 = 0 ⇐⇒ −2λ0(ẍ−2) = 0;

b) трансверсальность по x для терминанта l = λ1x(0){
Lẋ(0) = lx(0),

Lẋ(T ) = −lx(T ),
⇐⇒

{
2λ0ẋ(0) = λ1,

2λ0ẋ(T ) = 0;

c) стационарность по T (выписываем только для подвиж-
ного конца отрезка интегрирования)

LT = 0 ⇐⇒ λ0
(
ẋ2(T ) + 4x(T ) + 4

)
= 0.

Если λ0 = 0, то из b) следует, что λ1 = 0 — все множители
Лагранжа оказались нулями. Этого не может быть. Значит,
λ0 ̸= 0.

Положим λ0 = 1. Тогда условия a)–c) преобразуются к
виду

ẍ = 2, ẋ(T ) = 0, x(T ) = −1.
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Найдем допустимую экстремаль. Из уравнения Эйлера и на-
чального условия в нуле

ẍ = 2 ⇔ ẋ = 2t+ C1 ⇔ x = t2 + C1t+ C2;

x(0) = 0 ⇔ C2 = 0 ⇒ x = t2 + C1t;
Из полученных условий на конце T находим C1, T :{
ẋ(T ) = 0,

x(T ) = −1,
⇐⇒

{
2T + C1 = 0,

T 2 + C1T = −1,
⇐⇒

{
T̂ = 1,

C1 = −2.

Таким образом, в задаче имеется единственный допусти-
мый экстремальный элемент ξ̂ = (x̂(·), T̂ ) = (t2 − 2t, 1).

Покажем, что ξ̂ не доставляет локального экстремума, т. е.
что в любой его окрестности существует другой допустимый
элемент, на котором значение функционала J в точке ξ как
больше, так и меньше значения функционала J в точке ξ̂.
Действительно, возьмем допустимый элемент ξ = (x(·), T ) =
(t2 − 2t, T ). Тогда ξ → ξ̂ при T → T̂ , а

J(ξ) =

T∫
0

(ẋ2 + 4x+ 4) dt =

T∫
0

(
(2t− 2)2 + 4(t2 − 2t) + 4

)
dt =

=

T∫
0

(8t2 − 16t+ 8) dt = 8

T∫
0

(t− 1)2 dt > J(ξ̂) = 8

1∫
0

(t− 1)2 dt

при T > 1 и J(ξ) < J(ξ̂) при T < 1, поскольку под знаком ин-
теграла стоит неотрицательная функция. Значит, ξ̂ ̸∈ locextr.

Покажем, что Sabsmin = −∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых элементов ξn = (xn(·), Tn) =
(−t, n). Тогда

J(xn,Tn)=

Tn∫
0

(ẋ2n+4xn+4) dt=

n∫
0

(5−4t) dt→ −∞ при n→ +∞.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых элементов ξn = (xn(·), Tn) =
(nt, 1). Тогда
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J(xn(·), Tn) =
Tn∫
0

(ẋ2n + 4xn + 4) dt =

1∫
0

(n2 + 4nt+ 4) dt→ +∞

при n→ +∞.
Ответ. Допустимая экстремальная пара (x̂(·), T̂ ) =
(t2 − 2t, 1) ̸∈ wlocextr, Sabsmin = −∞; Sabsmax = +∞.
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4 Изопериметрическая задача

4.1 Постановка задачи

Изопериметрической задачей в вариационном исчислении на-
зывается следующая экстремальная задача в пространстве
C1([t0; t1]):

J0(x(·)) =
t1∫

t0

f0(t, x(t), ẋ(t)) dt→ extr; (P )

Ji(x(·)) =
t1∫

t0

fi(t, x(t), ẋ(t)) dt = αi, i = 1, . . . ,m, (1)

x(t0) = x0, x(t1) = x1, (2)

где α1, . . . , αm ∈ R — заданные числа.
Отрезок [t0; t1] является фиксированным и конечным,

t0 < t1. Ограничения вида (1) называются изопериметри-
ческими. Экстремум в задаче рассматривается среди функ-
ций x(·) ∈ C1([t0; t1]), удовлетворяющих изопериметрическим
условиям (1) и условиям (2) на концах. Такие функции назы-
ваются допустимыми.

Определение. Говорим, что допустимая функция x̂(·)
доставляет слабый локальный минимум в задаче (P ), и пи-
шем x̂(·) ∈ wlocminP , если существует δ > 0 такое, что
J0(x(·)) ≥ J0(x̂(·)) для любой допустимой функции x(·), для
которой ∥x(·)− x̂(·)∥C1([t0; t1]) < δ.
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4.2 Необходимое условие экстремума

Теорема. Пусть функция x̂(·) доставляет слабый локаль-
ный экстремум в задаче (P ) (x̂(·) ∈ wlocextrP ), функции
fi, fix, fiẋ, i = 0, 1, . . . ,m, — непрерывны в некоторой окрест-
ности расширенного графика Γx̂ ˙̂x (fi, fix, fiẋ ∈ C(O(Γx̂ ˙̂x))).

Тогда существует вектор множителей Лагранжа
λ = (λ0, . . . , λm) ∈ Rm+1, λ ̸= 0, такой, что для лагран-

жиана L =
m∑
i=0

λifi(t, x, ẋ) выполняется условие гладкости

L̂ẋ(·) ∈ C1([t0; t1]) и выполнено уравнение Эйлера

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Замечание. Если функционал в изопериметрической задаче
является квадратично-линейным, а ограничения являются ли-
нейными, то имеет место формула для задачи с квадратично-
линейным функционалом и линейными ограничениями типа
равенств (см. Глава 1 п. 7.5), согласно которой, если x̂ — до-
пустимая экстремаль, а x̂+ h — допустимая функция, то для
квадратично-линейного функционала

J0(x̂+ h) = J0(x̂) +
1

2
J ′′
0 [h, h],

а для квадратичного функционала

J0(x̂+ h) = J0(x̂) + J0(h).

4.3 Примеры

Пример. J0(x)=

1∫
0

ẋ2 dt→ extr;

1∫
0

x dt=0, x(0)=0, x(1)=1.

Решение. Лагранжиан L = λ0ẋ
2 + λ1x.
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Необходимое условие экстремума — уравнение Эйлера для
лагранжиана L

− d

dt
Lẋ+Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
2λ0ẋ+λ1 = 0 ⇐⇒ −2λ0ẍ+λ1 = 0.

Если λ0 = 0, то λ1 = 0 — все множители Лагранжа — нули.
Этого не может быть.

Положим λ0 = 1. Тогда 2ẍ = λ1.
Общее решение x = C2t

2 + C1t+ C0.
Неизвестные константы C0, C1, C2 находим из условий на

концах и изопериметрического условия:
x(0) = 0 ⇒ C0 = 0,

x(1) = 1 ⇒ C2 + C1 = 1,
1∫
0

x dt = 0 ⇒
1∫
0

(C2t
2 + C1t) dt = 0 ⇒ C2

3
+
C1

2
= 0.

Отсюда C2 = 3, C1 = −2. Таким образом, в задаче имеется
единственная допустимая экстремаль x̂ = 3t2 − 2t.

Исследуем найденную допустимую экстремаль. Возьмём
произвольную допустимую в задаче функцию x. Обозначим

h = x−x̂. Тогда x = x̂+h, где h ∈ C1([0; 1]),
1∫
0

h dt = 0 и h(0) =

h(1) = 0. В задаче с квадратично-линейным функционалом и
линейными ограничениями типа равенств на экстремали x̂

J0(x̂+ h)− J0(x̂) = J0(h) =

1∫
0

ḣ2 dt ≥ 0.

Разность J0(x̂+h)−J0(x̂) неотрицательна, значит, x̂ ∈ absmin,

Sabsmin =

1∫
0

˙̂x
2
dt =

1∫
0

(6t− 2)2 dt =
36t3

3
− 24t2

2
+ 4t

∣∣∣1
0
= 4.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых функций xn = x̂+nh, h(·) ̸≡ 0.
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Для того, чтобы последовательность функций была допусти-

ма необходимо, чтобы h(·) ∈ C1
0 ([0; 1]),

1∫
0

h dt = 0, например,

возьмем h(t) = sin 2πt. Тогда

J0(xn) =

1∫
0

ẋ2n dt =

1∫
0

(
˙̂x+ nḣ

)2
dt→ +∞ при n→+∞.

Ответ. Допустимая экстремаль 3t2−2t ∈ absmin, Sabsmin = 4;
Sabsmax = +∞.
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4.4 Задача Дидоны

Одними из первых задач на отыскание наибольших и наи-
меньших величин являлись изопериметрические задачи из-
вестные еще с древних времен о нахождении замкнутой кри-
вой, имеющей заданную длину и охватывающую наибольшую
площадь, и о нахождении пространственной замкнутой по-
верхности, имеющей заданную площадь и охватывающей наи-
больший объем. Еще до Аристотеля (IV век до н. э.) было из-
вестно, что среди изопериметрических (имеющих равную дли-
ну) кривых наиболее вместимой является окружность, а сре-
ди изопифанных (имеющих равную площадь) поверхностей —
сфера.

Изопериметрическая задача содержится также в легенде о
царице Дидоне. Описываемые события легенда относит к 825
году до н. э.

Финикийская царица Дидона и с ней небольшая часть жи-
телей города Тира, спасаясь от преследований, покинули род-
ной город и в поисках счастья отправились на кораблях на
запад вдоль берегов Средиземного моря. Выбрав на африкан-
ском побережье удобное место (нынешний Тунисский залив),
Дидона и её спутники решили основать здесь город. Эта идея
не понравилась местным жителям, но все же финикийской
царице удалось уговорить их предводителя Ярба, и он про-
стодушно и неосторожно согласился уступить Дидоне клочок
земли, “который можно окружить бычьей шкурой”. Хитрая
финикиянка, разрезав шкуру на тонкие ремни, связала их в
один длинный ремень и, окружив им значительную террито-
рию, заложила на ней город Карфаген. В память об этой исто-
рии карфагенская цитадель получила название Бирса (шку-
ра).

Из истории город Карфаген помнится нам еще войнами с
Римом за обладание господством на Средиземном море (Пу-
нические войны III–II век до н. э.), которые завершились взя-
тием римлянами Карфагена и его разрушением.
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Мы видим, что Дидона “решала” классическую изопери-
метрическую задачу о наибольшей вместимости. Естественно
считать, что Дидона хотела сохранить выход к морю. Тогда
мы получаем первую задачу Дидоны. Среди всех кривых дли-
ны l с концами на фиксированной прямой (прямолинейный
берег), найти ту, которая ограничивает фигуру наибольшей
площади. Формализованная задача имеет вид:

T∫
−T

x dt→ max;

T∫
−T

√
1 + ẋ2 dt = l, x(−T ) = x(T ) = 0

(здесь T — подвижный конец). Эта задача относится к типу
задач Лагранжа (см. § 6).

Давайте решим вторую задачу Дидоны, в которой оба кон-
ца кривой закреплены на прямой. Формализованная вторая
задача Дидоны имеет вид:

T0∫
−T0

x dt→ max;

T0∫
−T0

√
1 + ẋ2 dt = l, x(−T0) = x(T0) = 0

(здесь T0 — фиксировано). Это — задача, укладывающаяся в
схему изопериметрических задач п. 4.1.
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5 Задача со старшими производными

5.1 Постановка задачи

Задачей со старшими производными в вариационном исчис-
лении называется следующая экстремальная задача в про-
странстве Cn([t0; t1]):

J(x(·)) =
t1∫

t0

L
(
t, x(t), ẋ(t), ẍ(t), . . . , x(n)(t)

)
dt→ extr; (P )

x(k)(tj) = xkj , k = 0, 1, . . . , n− 1, j = 0, 1. (1)

Здесь интегрант L = L(t, x, ẋ, . . . , x(n)) — функция n + 2
переменных. Отрезок [t0; t1] является фиксированным и ко-
нечным, t0 < t1. Экстремум в задаче рассматривается сре-
ди функций x(·) ∈ Cn([t0; t1]), удовлетворяющих условиям на
концах (1); такие функции называются допустимыми.

Определение. Говорим, что допустимая функция x̂(·)
доставляет слабый локальный минимум в задаче (P ), и пи-
шем x̂(·) ∈ wlocminP , если существует δ > 0 такое, что
J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) для любой допустимой функции x(·), для
которой ∥x(·)− x̂(·)∥Cn([t0; t1])

10 < δ.

5.2 Вывод уравнения Эйлера–Пуассона с помо-
щью леммы Лагранжа

Теорема. Пусть функция x̂(·) доставляет слабый локаль-
ный экстремум в задаче (P ) (x̂(·) ∈ wlocextrP ), функции
L,Lx, Lẋ, . . . , Lx(n) — непрерывны в окрестности расширен-
ного графика Γx̂ ˙̂x...x̂(n)

11, (L,Lx, . . . , Lx(n) ∈ C(O(Γx̂ ˙̂x...x̂(n)))),
L̂x(k)(·) ∈ Ck([t0; t1]), k = 1, . . . , n.

10∥y∥Cn([t0;t1]) := max
{
∥y∥C([t0;t1]), ∥ẏ∥C([t0;t1]), . . . , ∥y

(n)∥C([t0;t1])

}
11Γx̂ ˙̂x...x̂(n) :=

{
(t, x̂(t), ˙̂x(t), . . . , x̂(n)(t)) ∈ Rn+2 | t ∈ [t0; t1]

}
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Тогда выполнено уравнение Эйлера–Пуассона

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L̂x(k)(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

При n = 1 уравнение Эйлера–Пуассона совпадает с урав-
нением Эйлера. При n = 2 уравнение Эйлера–Пуассона вы-
глядит следующим образом:

d2

dt2
L̂ẍ(t)−

d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0.
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5.3 Пример

J(x(·)) =
1∫

0

ẍ2 dt→ extr; x(0) = ẋ(0) = x(1) = 0, ẋ(1) = 1.

Решение. Необходимое условие — уравнение Эйлера–Пуассона

d2

dt2
Lẍ −

d

dt
Lẋ + Lx = 0 ⇐⇒ d2

dt2
2ẍ = 0 ⇐⇒ x(4) = 0.

Общее решение уравнения Эйлера–Пуассона:
x = C3t

3 + C2t
2 + C1t+ C0.

Неизвестные константы C0, C1, C2, C3 находим из условий на
концах:

x(0) = 0 ⇒ C0 = 0,

ẋ(0) = 0 ⇒ C1 = 0,{
x(1) = 0,

ẋ(1) = 1,
⇐⇒

{
C3 + C2 = 0,

3C3 + 2C2 = 1,
⇐⇒

{
C2 = −1,

C3 = 1.

Имеется единственная допустимая экстремаль x̂ = t3 − t2.
Проверим, доставляет ли найденная допустимая экстре-

маль минимум или максимум в задаче. Сравним значение
функционала J(x̂) со значением функционала J(x) на про-
извольной допустимой функции x. Представим функцию x в
виде суммы x = x̂ + h, где функция h такова, что их сум-
ма x̂ + h допустима. Для этого надо взять h ∈ C2([0; 1]),
h(0) = ḣ(0) = h(1) = ḣ(1) = 0. Тогда в силу равенства

J(x̂+ h)− J(x̂) = J(h) ∀ h ∈ C2
0 ([0; 1])

для квадратичного функционала J на экстремали x̂ имеем

J(x̂+ h)− J(x̂) =

1∫
0

ḧ2 dt ≥ 0. (∗)

Разность J(x̂+ h)− J(x̂) неотрицательна, значит, x̂ ∈ absmin,

Sabsmin =

1∫
0

¨̂x
2
dt =

1∫
0

(6t− 2)2 dt =

1∫
0

(36t2 − 24t+ 4) dt =
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= 12t3 − 12t2 + 4t
∣∣∣1
0
= 4.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых функций xn(·) = x̂(·) + nh(·),
h ̸≡ 0. Для того, чтобы последовательность функций была
допустима необходимо, чтобы h ∈ C2

0 ([0; 1]), например, возь-
мем h(t) = t2(t− 1)2. Тогда из равенства (∗)

J(xn) = J(x̂+ nh) = J(x̂) + n2
1∫

0

ḧ2 dt→ +∞ при n→ +∞.

Ответ. Допустимая экстремаль t3 − t2 ∈ absmin, Sabsmin = 4;
Sabsmax = +∞.
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6 Задача Лагранжа

Все задачи, изученные нами в предыдущих пунктах, явля-
ются частными случаями или могут быть сведены к задаче
(мы сформулируем её ниже), поставленной Лагранжем в со-
чинении “Аналитическая механика” в 1788 году. Для её реше-
ния Лагранж использовал метод неопределенных множите-
лей, который впоследствии стали называть методом множи-
телей Лагранжа. Впрочем этот метод не был им аккуратно
обоснован, и понадобилось более ста лет для того, чтобы при-
дать рассуждениям Лагранжа вид строго доказанной теоре-
мы.

6.1 Постановка задачи

Задачей Лагранжа называется экстремальная задача

B0(ξ) → extr;
Bi(ξ) ≤ 0, i = 1, . . . ,m′,

Bi(ξ) = 0, i = m′ + 1, . . . ,m,
(P )

ẋα(t)− φ(t, x(t)) = 0 ∀ t ∈ ∆, (∗)

где ξ = (x(·), t0, t1), x(·) ∈ C1(∆,Rn)12, t0, t1 ∈ ∆, t0 < t1,
∆ — заданный конечный отрезок,

Bi(ξ) =

t1∫
t0

fi(t, x(t), ẋ(t)) dt+li(t0, x(t0), t1, x(t1)), i=0, 1, . . . ,m.

Условие (∗), называемое дифференциальной связью, мо-
жет быть наложено не на все координаты вектор-функции
x(·) = (x1(·), . . . , xn(·)), а только на некоторые, для определен-
ности на первые k координат: ẋi(t)−φi(t, x(t)) = 0, i = 1, . . . , k.
Обозначим x(·) = (xα(·), xβ(·)), где xα(·) = (x1(·), . . . , xk(·)) —

12C1(∆,Rn) — пространство вектор-функций x(·) = (x1(·), . . . , xn(·)),
где xi(·) ∈ C1(∆,R).
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вектор с координатами, на которые наложена дифференци-
альная связь, xβ(·) = (xk+1(·), . . . , xn(·)) — вектор с координа-
тами, на которые не наложена дифференциальная связь. Если
дифференциальная связь отсутствует, то k = 0 и x(·) = xβ(·).

Поскольку вместо ẋα(·) в функции fi(t, x, ẋ) можно под-
ставить из (∗) равное ему выражение φ(t, x), то в дальнейшем
считаем, что fi = fi(t, x, ẋβ).

Частным случаем задачи (P ) является задача, в которой
один из концов t0 или t1 — подвижный, а другой закреплен,
или оба конца отрезка интегрирования [t0; t1] фиксированы.

Элемент ξ, для которого выполнены все указанные усло-
вия и ограничения задачи, называется допустимым.

Определение. Говорим, что допустимый элемент ξ̂ =
(x̂(·), t̂0, t̂1)) доставляет слабый локальный минимум в зада-
че Лагранжа (P ), и пишем ξ̂ ∈ wlocminP , если существу-
ет δ > 0 такое, что B0(ξ) ≥ B0(ξ̂) для любого допустимого
элемента ξ = (x(·), t0, t1), для которого ∥ξ − ξ̂∥C1(∆)×R2 < δ

(⇐⇒ ∥x(·)− x̂(·)∥C1(∆) < δ, |t0 − t̂0| < δ, |t1 − t̂1| < δ).

Аналогично формулируется определение слабого локаль-
ного максимума.

6.2 Необходимые условия экстремума

Теорема (Эйлер–Лагранж). Пусть элемент ξ̂ = (x̂(·), t̂0, t̂1)
доставляет слабый локальный экстремум в задаче Лагран-
жа (P ) (ξ̂ ∈ wlocextrP ), функции fi, fix, fiẋ непрерывны в
некоторой окрестности расширенного графика Γx̂ ˙̂x

13 (fi, fix, fiẋ
∈ C(O(Γx̂ ˙̂x))), i = 0, 1, . . . ,m, функции φ,φx непрерывны
в некоторой окрестности графика Γx̂

14 (φ,φx ∈ C(O(Γx̂)),
функции li непрерывно дифференцируемы в некоторой окрест-
ности точки (t̂0, x̂(t̂0), t̂1, x̂(t̂1)) (li ∈ C1(O(t̂0, x̂(t̂0), t̂1, x̂(t̂1)))),
i = 0, 1, . . . ,m (условие гладкости).

13Γx̂ ˙̂x := {(t, x̂(t), ˙̂x(t)) | t ∈ ∆} — расширенный график.
14Γx̂ := {(t, x̂(t)) | t ∈ ∆} — график.
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Тогда найдутся множители Лагранжа (λ, p(·)) ∈ Rm+1×
C1(∆,Rk), λ ̸= 0, такие, что для функции Лагранжа

L (x(·), t0, t1) =
t1∫

t0

( f︷ ︸︸ ︷
m∑
i=0

λifi(t, x, ẋβ)+p(t)
(
ẋα−φ(t, x)

))
dt+

+

m∑
i=0

λili
(
t0, x(t0), t1, x(t1)

)
︸ ︷︷ ︸

l

,

выполнены условия:
a) стационарности по x — уравнение Эйлера15 для лагран-

жиана L(t, x, ẋ) = f(t, x, ẋβ) + p(ẋα − φ(t, x)) :

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ ∆;

b) трансверсальности16 по x :
{
L̂ẋ(t̂0) = l̂x(t0),

L̂ẋ(t̂1) = −l̂x(t1);
c) стационарности по подвижным концам (выписывается

только для подвижных концов отрезка интегрирования) 17:

L̂t0 = 0, L̂t1 = 0;

d) дополняющей нежесткости: λiBi(ξ̂) = 0, i = 1, . . . ,m′;

15Уравнения Эйлера для переменных xα и xβ распишутся следующим

образом:

−ṗ(t)− p(t)φ̂xα(t) + f̂xα(t) = 0,

− d

dt
f̂ẋβ (t)− p(t)φ̂xβ (t) + f̂xβ (t) = 0.

16Условия трансверсальности можно более подробно расписать в сле-

дующем виде:


L̂ẋα(t̂0) = l̂xα(t0),

L̂ẋα(t̂1) = −l̂xα(t1),

L̂ẋβ (t̂0) = l̂xβ(t0),

L̂ẋβ (t̂1) = −l̂xβ(t1),

⇐⇒


p(t̂0) = l̂xα(t0),

p(t̂1) = −l̂xα(t1),

f̂ẋβ (t̂0) = l̂xβ(t0),

f̂ẋβ (t̂1) = −l̂xβ(t1).
17Условия стационарности расписываются следующим образом:
−f̂(t̂0) + l̂t0 + l̂x(t0)

˙̂x(t̂0) = 0, f̂(t̂1) + l̂t1 + l̂x(t1)
˙̂x(t̂1) = 0.
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e) знакоопределенности:

λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m′, для локального минимума,
λi ≤ 0, i = 1, . . . ,m′, для локального максимума.

Доказательство. Проведем доказательство для случая ми-
нимума. Случай максимума рассматривается аналогично.

Поскольку равенство Bi = 0 можно заменить двумя нера-
венствами Bi ≤ 0, −Bi ≤ 0, то в дальнейшем для простоты
записи считаем, что имеются только ограничения типа нера-
венств и m′ = m.

Доказательство основано на правиле множителей Лагран-
жа для гладких задач с ограничениями типа равенств и нера-
венств в банаховых пространствах (Глава 1, п. 8.2). Напомним
эту теорему для регулярного случая.

Пусть X,Y — банаховы пространства, отображение F : X → Y ,
функционалы fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m. Рассмотрим задачу

f0(x) → min; fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, F (x) = 0. (P )

Теорема. Пусть точка x̂ ∈ locextrP , отображения F, fi ∈ SD(x̂), i =
0, 1, . . . ,m, ImF ′(x̂) = Y .

Тогда существуют множители Лагранжа — вектор λ ∈ Rm+1,
λ ̸= 0, и функционал y∗ ∈ Y ∗ такие, что для функции Лагранжа

L (x) =
m∑
i=0

λifi(x) + ⟨y∗, F (x)⟩ выполняются условия:

a) стационарности : L ′(x̂) = 0;

b) дополняющей нежёсткости : λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

c) неотрицательности : λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m.

Покажем, что все условия теоремы о правиле множителей
Лагранжа в полученной задаче

B0(ξ) → min; Bi(ξ) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, F (ξ) = 0. (P̃ )

выполняются. Здесь X = C1(∆,Rn) × R2, Y = C(∆,Rk) —
банаховы пространства. Отображение F : X → Y действует
по формуле

F (ξ) = F (x(·), t0, t1) = ẋα(t)− φ(t, x(t)).
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Из непрерывной дифференцируемости функций следует, что
функционалы Bi и отображение F строго дифференцируемы
в точке ξ̂ — условие гладкости выполняется.

Покажем, что ImF ′(ξ̂) = C(∆,Rk). Производная

F ′(ξ̂)[h(·), τ0, τ1] = ḣ(t)− φ̂xα(t)h(t).

Уравнение F ′(ξ̂)[ξ] = y является системой линейных диффе-
ренциальных уравнений с непрерывными коэффициентами

ḣ(t)− φ̂xα(t)h(t) = y(t). (1)

Такая система для любой функции y ∈ C(∆,Rk) с любым
граничным условием в форме Коши имеет решение. Возьмем
граничное условие h(t̂0) = γ. Таким образом, ImF ′(ξ̂) = Y .

Согласно этой теореме существуют множители Лагранжа
(λ, y∗) ∈ Rm+1 × Y ∗, причём λ ̸= 0 при ImF ′(ξ̂) = Y , такие,
что для функции Лагранжа

L̃ (ξ) =
m∑
i=0

λiBi(ξ) + ⟨y∗, F (ξ)⟩ = L̃ (x(·), t0, t1) =

=

t1∫
t0

f(t, x, ẋβ) dt+ l(t0, x(t0), t1, x(t1)) +
〈
y∗, ẋα(t)− φ(t, x(t))

〉
выполняются условия:

а′) стационарности

̂̃
L ξ = 0 ⇐⇒

̂̃
L x = 0 ⇔ ̂̃

L xα = 0,
̂̃
L xβ

= 0,̂̃
L t0 = 0,̂̃
L t1 = 0;

b′) дополняющей нежесткости: λiBi(ξ̂) = 0, i = 1, . . . ,m;

c′) неотрицательности: λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m.
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Покажем, что из уравнения ̂̃L xα = 0 следует существова-
ние функции p ∈ C1(∆,Rk) такой, что

⟨y∗, y⟩ =
t̂1∫

t̂0

py dt ∀ y ∈ C(∆,Rk)

и для которой выполняются условия а),b) для xα теоремы
Эйлера–Лагранжа. Тогда L̃ = L и теорема будет доказана.
Уравнения Эйлера и условия трансверсальности по xβ будут
вытекать из условия стационарности функции Лагранжа L
по xβ . Они выводятся как и для задачи Больца.

Распишем условие стационарности L̃ по xα:

̂̃
L xα = 0 ⇐⇒ ̂̃

L xα [h] = 0 ∀ h ∈ C1(∆,Rk) ⇐⇒
t̂1∫

t̂0

f̂xαh dt+ l̂xα(t0)h(t̂0) + l̂xα(t1)h(t̂1) + ⟨y∗, ḣ− φ̂xαh⟩ = 0.

Отсюда в силу соотношения (1) (ḣ− φ̂xαh = y)

⟨y∗, y⟩ = −
t̂1∫

t̂0

f̂xαh dt− l̂xα(t0)γ − l̂xα(t1)h(t̂1)

∀ y ∈ C(∆,Rk), ∀ γ ∈ Rk. (2)

Определим функцию p из условий:

−ṗ− pφ̂xα + f̂xα = 0, p(t̂1) = −l̂xα(t1). (3)

По теореме существования и единственности решения задачи
Коши для линейной неоднородной системы функция
p ∈ C1(∆,Rk) определяется нашими условиями однозначно.
Таким образом, уравнение Эйлера по xα и условие стацио-
нарности по xα в точке t̂1 выполняются.
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В силу соотношений (3) и (1) имеем:

t̂1∫
t̂0

d

dt
(ph) dt = p(t̂1)h(t̂1)− p(t̂0)h(t̂0) =

t̂1∫
t̂0

(ṗh+ pḣ) dt =

=

t̂1∫
t̂0

(
(f̂xα − pφ̂xα)h+ p(y + φ̂xαh)

)
dt =

t̂1∫
t̂0

(
f̂xαh+ py

)
dt.

Находя из последнего соотношения
t̂1∫̂
t0

f̂xαh dt и подставляя по-

лученное выражение в (2), получим

⟨y∗, y⟩ =
t̂1∫

t̂0

py dt−p(t̂1)h(t̂1)+p(t̂0)h(t̂0)−l̂xα(t0)γ−l̂xα(t1)h(t̂1)
(3)
=

=

t̂1∫
t̂0

py dt+ γ
(
p(t̂0)− l̂xα(t0)

)
∀ y ∈ C(∆,Rk), ∀ γ ∈ Rk.

Поскольку функция y и вектор γ определяются независимо,
то значение функционала ⟨y∗, y⟩ не зависит от γ, и, значит, ко-
эффициент при γ должен обращаться в ноль. Откуда следует,
что

⟨y∗, y(·)⟩ =
t̂1∫

t̂0

p(t)y(t) dt, p(t̂0) = l̂xα(t0).

Таким образом, L̃ = L . Теорема полностью доказана.
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6.3 Примеры

Пример 1. J(x(·)) =
1∫

0

ẋ2 dt→ extr;
1∫

0

x dt = 0, x(1) = 1.

Решение. Выписанная задача не является изопериметриче-
ской задачей, поскольку не задано граничное условие функ-
ции x(·) в нуле. Задачу надо решать как задачу Лагранжа.

Функция Лагранжа L =
1∫
0

(λ0ẋ
2 + λ1x) dt+ λ2(x(1)− 1).

Необходимые условия:
а) уравнение Эйлера для лагранжиана L = λ0ẋ

2 + λ1x

− d

dt
Lẋ+Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
2λ0ẋ+λ1 = 0 ⇐⇒ −2λ0ẍ+λ1 = 0;

b) трансверсальность по x для терминанта l = λ2(x(1)−1){
Lẋ(0) = lx(0),

Lẋ(1) = −lx(1),
⇐⇒

{
2λ0ẋ(0) = 0,

2λ0ẋ(1) = −λ2.

Если λ0 = 0, то из а) λ1 = 0, а из b) λ2 = 0 — все множи-
тели Лагранжа — нули. Этого не может быть.

Положим λ0 = 1. Тогда ẍ = λ1
2 . Общее решение x =

C2t
2 + C1t + C0. Неизвестные константы C0, C1, C2 находим

из условия трансверсальности ẋ(0) = 0, условия на конце в
единице и изопериметрического условия:

ẋ(0) = 0 ⇒ C1 = 0,
x(1) = 1,
1∫
0

x dt = 0,
⇐⇒

C2 + C0 = 1,
C2

3
+ C0 = 0,

⇐⇒


C0 = −1

2
,

C2 =
3

2
.

Единственная допустимая экстремаль x̂ =
3t2 − 1

2
.
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Покажем с помощью непосредственной проверки, что функ-
ция x̂ доставляет абсолютный минимум в задаче. Возьмем
функцию h ∈ C1([0; 1]) такую, чтобы x̂ + h была допусти-
мой функцией. Для этого надо взять функцию h, для которой
1∫
0

h dt = 0 и h(1) = 0. Тогда в силу равенства для квадратич-

ного функционала J в задаче с линейными ограничениями
экстремали x̂ имеем

J(x̂+ h)− J(x̂) = J(h) =

1∫
0

ḣ2 dt ≥ 0.

Разность J(x̂+ h)− J(x̂) неотрицательна, значит, x̂ ∈ absmin,

Sabsmin =

1∫
0

˙̂x
2
dt =

1∫
0

(3t)2 dt =

1∫
0

9t2 dt =
9t3

3

∣∣∣1
0
= 3.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых функций xn(·) = x̂(·) + nh(·),
h ̸≡ 0. Для того, чтобы последовательность функций бы-
ла допустима необходимо, чтобы h ∈ C1([0; 1]), h(1) = 0 и
1∫
0

h dt = 0, например, возьмем h(t) = sin 2πt. Тогда

J(xn) = J(x̂+ nh) = J(x̂) + J(nh) = J(x̂) + n2
1∫

0

ḣ2dt→ +∞

при n→ +∞.

Ответ. Допустимая экстремаль
3t2− 1

2
∈ absmin, Sabsmin = 3,

Sabsmax = +∞.
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Пример 2. J(x(·)) =
1∫

0

ẍ2 dt→ extr; x(0) = ẋ(0)=0, x(1)=1.

Решение. Выписанная задача не является задачей со старши-
ми производными, поскольку не задано значение ẋ(1).
Задачу надо свести к задаче Лагранжа, ввoдя вместо функ-
ции x вектор-функцию (x1, x2), и обозначения: x1 = x, x2 = ẋ.
Тогда исходная задача сведется к задаче Лагранжа:

1∫
0

ẋ22 dt→ extr; ẋ1 = x2, x1(0) = 0, x2(0) = 0, x1(1) = 1.

Функция Лагранжа

L =

1∫
0

(
λ0ẋ

2
2+p(t)(ẋ1−x2)

)
dt+λ1x1(0)+λ2x2(0)+λ3(x1(1)−1).

Необходимые условия:
а) система уравнений Эйлера для лагранжиана

L = λ0ẋ
2
2 + p(ẋ1 − x2)

− d

dt
Lẋ1+Lx1 =0,

− d

dt
Lẋ2+Lx2 =0,

⇐⇒


− d

dt
p = 0,

−d
dt
2λ0ẋ2−p=0,

⇐⇒
{
−ṗ = 0,

−2λ0ẍ2−p=0;

b) трансверсальность по x для терминанта
l = λ1x1(0) + λ2x2(0) + λ3(x1(1)− 1)

Lẋ1(0) = lx1(0),

Lẋ1(1) = −lx1(1),

Lẋ2(0) = lx2(0),

Lẋ2(1) = −lx2(1),

⇐⇒


p(0) = λ1,

p(1) = −λ3,
2λ0ẋ2(0) = λ2,

2λ0ẋ2(1) = 0.

Если λ0 = 0, то из а) следует, что p = 0, а из b) λ1 = λ2 =
λ3 = 0 — все множители Лагранжа — нули.
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Положим λ0 = 1. Тогда из а){
−ṗ = 0,

−2ẍ2 − p = 0,
⇐⇒

{
p = C,

ẍ2 = −C
2 ,

=⇒ x
(3)
2 = 0 =⇒ x(4) = 0.

Общее решение x = C3t
3 + C2t

2 + C1t+ C0.
Неизвестные константы C0, . . . , C3 находим из условия транс-
версальности ẋ2(1) = 0 ⇔ ẍ(1) = 0 и условий на концах:

x(0) = 0 ⇒ C0 = 0,

ẋ(0) = 0 ⇒ C1 = 0,{
x(1) = 1,

ẍ(1) = 0
⇐⇒

{
C3 + C2 = 1,

6C3 + 2C2 = 0,
⇐⇒

{
C2 =

3
2 ,

C3 = −1
2 .

Единственная допустимая экстремаль x̂ = − t
3

2
+

3t2

2
.

Покажем, что функция x̂ доставляет абсолютный мини-
мум в задаче. Возьмем функцию h ∈ C2([0; 1]) такую, чтобы
x̂+h была допустимой функцией. Для этого надо взять функ-
цию h, для которой h(0) = h(1) = ḣ(0) = 0. Тогда для задачи
с квадратичным функционалом и линейными ограничениями

J(x̂+ h)− J(x̂) = J(h) =

1∫
0

ḧ2 dt ≥ 0.

Разность J(x̂+ h)− J(x̂) неотрицательна, значит, x̂ ∈ absmin,

Sabsmin =

1∫
0

¨̂x
2
dt =

1∫
0

(−3t+ 3)2 dt = 3.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Действительно, возьмем по-
следовательность допустимых функций xn(·) = x̂(·) + nh(·),
h ̸≡ 0, например, h(t) = t2(t− 1). Тогда

J(xn) = J(x̂ + nh) = J(x̂) + J(nh) = J(x̂) + n2
1∫
0

ḧ2 dt → +∞

при n→ +∞.

Ответ. Допустимая экстремаль − t
3

2
+
3t2

2
∈absmin;Sabsmin=3,

Sabsmax = +∞.



Глава 5

Условия второго порядка
в вариационном
исчислении

1 Простейшая задача вариационного ис-
числения

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления
(для определенности задачу на минимум)

t1∫
t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ min; x(t0) = x0, x(t1) = x1. (P )

Функционал задачи будем обозначать J(x(·)), если не сказано
иначе.

1.1 Сильный и слабый экстремум

Задачу (P ) мы рассматривали на слабый экстремум. Иногда,
чтобы подчеркнуть, что задача рассматривается на слабый
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экстремум, будем писать P (W ). Множество допустимых эле-
ментов в задаче на слабый экстремум D(P (W )) составляют
непрерывно дифференцируемые функции класса C1([t0; t1]) с
заданными условиями на концах. Напомним определение сла-
бого экстремума.

Определение 1. Говорим, что функция x̂(·) ∈ D(P (W )) до-
ставляет слабый локальный минимум в задаче (P ) (и пишем
x̂(·) ∈ wlocminP ), если она доставляет локальный минимум
в пространстве C1([t0; t1]), т. е. если существует δ > 0 такое,
что J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) для любой функции x(·) ∈ D(P (W )),
для которой ∥x(·)− x̂(·)∥C1([t0; t1])

1 < δ.

Наряду со слабым экстремумом простейшую задачу вари-
ационного исчисления будем рассматривать на сильный экс-
тремум P (S) (буква S — начальная буква слова strong — силь-
ный). Множество допустимых элементов в задаче на сильный
экстремум D(P (S)) составляют кусочно-дифференцируемые
функции (PC1([t0; t1])) с заданными условиями на концах.

Определение 2. Говорим, что функция x̂(·) ∈ D(P (S)) до-
ставляет сильный локальный минимум в задаче (P ) (и пишем
x̂(·) ∈ strlocminP ), если она доставляет локальный минимум
в пространстве C([t0; t1]), т. е. если существует δ > 0 такое,
что J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) для любой функции x(·) ∈ D(P (S)), для
которой ∥x(·)− x̂(·)∥C([t0; t1]) < δ.

Так как множество функций, среди которых доставляет-
ся сильный экстремум, шире, чем для слабого экстремума,
то если функция x̂(·) ∈ C1([t0; t1]) доставляет сильный, то
она доставляет и слабый экстремум. Поэтому для функций
x̂(·) ∈ C1([t0; t1]) необходимое условие слабого экстремума яв-
ляется необходимым условием сильного, а достаточное усло-
вие сильного экстремума является достаточным условием сла-

1напомним, что ∥y(·)∥C1([t0; t1])
:= max{∥y(·)∥C([t0; t1]), ∥ẏ(·)∥C([t0; t1])},

где ∥y(·)∥C([t0; t1]) := max{|y(t)| | t ∈ [t0; t1]}.
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бого:

ДУ =⇒ x̂ ∈ strlocminP =⇒ x̂ ∈ wlocminP =⇒ НУ

1.2 Пример слабого, но не сильного экстремума

Приведем пример задачи, в которой допустимая экстремаль
доставляет слабый локальный минимум, но не доставляет
сильного локального минимума.

Пример 1.

1∫
0

ẋ3 dt→ min; x(0) = 0, x(1) = 1.

Решение. Необходимое условие слабого, а значит и сильного
экстремума — уравнение Эйлера:

− d

dt
Lẋ+Lx = 0 ⇐⇒ d

dt
3ẋ2 = 0 ⇐⇒ 3ẋ2=C ⇐⇒ ẋ = const.

Общее решение уравнения Эйлера: x = C1t+C0. Из условий на
концах находим, что C1 = 1, C0 = 0. Таким образом, имеется
единственная допустимая экстремаль x̂ = t.

Покажем, что x̂ ∈ wlocmin. Возьмём произвольную допу-
стимую в задаче функцию x. Обозначим h = x − x̂. Тогда
x = x̂+ h, где h ∈ C1

0 ([0; 1])
2. Имеем

J(x)− J(x̂) = J(x̂+ h)− J(x̂) =

1∫
0

( ˙̂x+ ḣ)3 dt−
1∫

0

˙̂x
3
dt =

=

1∫
0

(1+ḣ)3 dt−
1∫

0

13 dt =

1∫
0

(3ḣ+3ḣ2+ḣ3) dt =

1∫
0

ḣ2(3+ḣ) dt, (∗)

так как
1∫
0

ḣ dt = h(1) − h(0) = 0. Отсюда видно, что если

∥h∥1<3, то 3+ḣ(t) > 0 и, значит, J(x)≥J(x̂), т. е. x̂ ∈ wlocmin.
2C1

0 ([t0; t1]) :=
{
h(·) ∈ C1([t0; t1]) | h(t0) = h(t1) = 0

}
.
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Покажем, что x̂ не доставляет сильного локального мини-
мума (x̂ ̸∈ strlocmin). Рассмотрим последовательность функ-
ций hn (n > 2) такую, что

- t

6
ḣn

1
n

1
2

10
a a a

−
√
n

2√
n

ḣn(t) =


−
√
n, t ∈

[
0; 1

n

]
,

0, t ∈
(
1
n ;

1
2

)
,

2√
n
, t ∈

[
1
2 ; 1

]
.

Тогда hn(t) =
t∫
0

ḣn(τ)dτ =

- t

6

@    
  

hn
1
n

1
2 10

− 1√
n

a a=


−
√
n t, t ∈

[
0; 1

n

]
,

− 1√
n
, t ∈

(
1
n ;

1
2

)
,

2t√
n
− 2√

n
, t ∈

[
1
2 ; 1

]
.

Функция hn ∈ PC1
0 ([0; 1]) и ∥hn∥C([0; 1]) = 1√

n
→ 0 при

n → ∞. Положим xn = x̂ + hn. Получим последовательность
допустимых (в задаче на сильный экстремум) функций xn,
xn(·) → x̂(·) в метрике пространства C([0; 1]), для которых в
силу равенства (∗)

J(xn)− J(x̂) =

1∫
0

ḣ2n(3 + ḣn) dt =

=

1
n∫

0

n(3−
√
n) dt+

1∫
1
2

4

n

(
3+

2√
n

)
dt = 3−

√
n+

6

n
+

4

n
√
n
→ −∞,

при n → ∞, т. е. функция x̂ не доставляет сильного локаль-
ного минимума, более того Sstrabsmin = −∞.

Ниже в лемме о скруглении углов покажем,
Sstrabsmin = Swabsmin. В нашей задаче можно было постро-
ить последовательность допустимых функций x̃n класса C1

такую, что J(x̃n) → −∞, т. е. сгладить функции xn.



153

1.2.1 Лемма о скруглении углов

Для простоты записи сформулируем лемму и проведем дока-
зательство для n = 1.

Лемма. Пусть функция x̂(·) ∈ PC1([t0; t1]), интегрант L
является непрерывной функцией. Тогда существует последо-
вательность гладких функций {xk(·)}∞k=1 ∈ C1([t0; t1]),
xk(t0) = x̂(t0), xk(t1) = x̂(t1), такая, что xk(·) → x̂(·) в мет-
рике пространства C([t0; t1]) и lim

k→∞
J(xk) = J(x̂).

Доказательство. Возьмём функцию

h(t) =


(t+1)2

4 , −1 ≤ t ≤ 0,
(t−1)2

4 , 0 ≤ t ≤ 1,

0, |t| > 1.

Тогда ḣ(t) =


t+1
2 , −1 ≤ t ≤ 0,

t−1
2 , 0 ≤ t ≤ 1,

0, |t| > 1.

6
h(t)

- t
0 1−1

1/4 6

- t0 1−1

ḣ(t)

1/2

��
��

��

�
���

��−1/2

Функция h непрерывна, a её производная в точке t = 0 имеет
скачок ḣ(−0) − ḣ(+0) = lim

t→−0
ḣ(t) − lim

t→+0
ḣ(t) = 1, |h(t)| ≤ 1

4 ,

|ḣ(t)| ≤ 1
2 . Пусть τi ∈ (t0; t1), i = 1, . . . ,m, — точки разрыва

производной ˙̂x и ∆i = ˙̂x(τi − 0)− ˙̂x(τi + 0) — её скачки в этих
точках.

Функция hk(t, τi) = 1
kh
(
k(t− τi)

)
, график которой получа-

ется из графика функции h преобразованиями сдвига и подо-
бия, отлична от нуля на интервале

(
τi − 1

k , τi +
1
k

)
и непре-

рывна. Её производная непрерывна всюду кроме точки τi, где
производная по-прежнему имеет скачок равный 1. Кроме того
|hk(t, τi)| ≤ 1

4k , |ḣk(t, τi)| ≤ 1
2 .
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Тогда функция xk(t) = x̂(t) −
m∑
i=1

∆ihk(t, τi) будет непре-

рывна вместе со своей производной на всем отрезке [t0; t1].
Непрерывность производной функции xk(t) в точках τi следу-
ет из того, что скачки производной функции x̂(·) равные ∆i

компенсируются скачками −∆i производной функции hk(·,τi).
Отметим, что xk(t) = x̂(t) вне отрезков

[
τi − 1

k , τi +
1
k

]
.

В частности, для достаточно больших k (для определенно-
сти, k > k0) эти отрезки не перекрываются и xk(t0) = x̂(t0),
xk(t1) = x̂(t1). Поэтому

|xk(t)− x̂(t)| =
∣∣∣∣ m∑
i=1

∆ihk(t, τi)

∣∣∣∣ ≤ 1

4k
max

i
|∆i| =

∆

4k
→ 0

при k → +∞, (∆ :=max
i

|∆i|), значит, xk(·) → x̂(·) в метрике

пространства C([t0; t1]);

|ẋk(t)− ˙̂x(t)|=
∣∣∣∣ m∑
i=1

∆iḣk(t, τi)

∣∣∣∣≤ 1

2
max

i
|∆i|=

∆

2
.

На компакте
{
(t, x, ẋ) | t0≤ t ≤ t1, |x−x̂(t)|≤ ∆

4 , |ẋ− ˙̂x(t)|≤ ∆
2

}
непрерывная функция L ограничена: |L(t, x, ẋ)| ≤ M .
Поэтому

|J(xk)− J(x̂)| =

∣∣∣∣∣
t1∫

t0

L(t, xk, ẋk) dt−
t1∫

t0

L(t, x̂, ˙̂x) dt

∣∣∣∣∣ =
при k>k0

=

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

τi+
1
k∫

τi− 1
k

(
L(t, xk, ẋk)− L(t, x̂, ˙̂x)

)
dt

∣∣∣∣∣ ≤ 4Mm

k
→ 0

и, следовательно, J(xk) → J(x̂) при k → +∞.

Следствие. Абсолютный экстремум в задаче (P ) сильный
и слабый совпадают: SstrabsminP = SwabsminP .

Для локальных экстремумов это может быть не так (см.
п. 1.2.).
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1.3 Теорема Боголюбова

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления

J(x) =

t1∫
t0

L(t, x, ẋ) dt→ min; x(t0) = x0,
x(t1) = x1.

(P )

Теорема (Боголюбов3). Пусть L : R2n+1 → R — непрерыв-
ный интегрант, L̃(t, x, ·) — вторая сопряженная4 (в смысле
выпуклого анализа) функции ẋ → L(t, x, ẋ). Рассмотрим за-
дачу

J̃(x(·) =
t1∫

t0

L̃(t, x, ẋ) dt→ min;
x(t0) = x0,
x(t1) = x1.

(P̃ )

Тогда SabsminP = S
absmin P̃

. Более того, для любой допусти-
мой функции x ∈ PC1([t0; t1]) существует последователь-
ность гладких допустимых функций {xk(·) ∈ C1([t0; t1])}k≥1

такая, что xk(·)
C([t0; t1])→ x(·) и lim

k→∞
J(xk) = J̃(x).

Задачу на максимум можно свести к задаче на минимум,
взяв вместо функционала J функционал −J .

−J(x) =
t1∫

t0

(
− L(t, x, ẋ)

)
dt→ min; x(t0) = x0,

x(t1) = x1.
(P ′)

При этом SabsmaxP = −SabsminP ′ . Далее рассмотрим задачу

(̃−J)(x) =
t1∫

t0

(̃−L)(t, x, ẋ) dt→ min; x(t0) = x0,
x(t1) = x1.

(̃P ′)

3Н.Н. Боголюбов (1909–1992) — советский математик
4Напомним, что сопряженной функцией к функции f : Rn → R назы-

вается функция f∗(y) := sup
x

{⟨y, x⟩ − f(x)}.

Функция f∗∗(x) := sup
y

{⟨x, y⟩− f∗(y)}, являющаяся сопряженной к f∗,

называется второй сопряженной к f .
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Вторую сопряженную надо брать к функции −L.
Таким образом, SabsmaxP = −S

absmin (̃P ′)
.
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1.4 Условия Лежандра, Якоби, Вейерштрасса

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления,
для определенности, задачу на минимум

t1∫
t0

L (t, x(t), ẋ(t)) dt→ min; x(t0) = x0, x(t1) = x1. (P )

Пусть x̂(·) ∈ C1([t0; t1]) — некоторая фиксированная до-
пустимая (x̂(t0) = x0, x̂(t1) = x1) экстремаль (т. е. функция x̂
удовлетворяет уравнению Эйлера). Далее предполагаем, что
интегрант L по меньшей мере дважды непрерывно дифферен-
цируем в некоторой окрестности расширенного графика Γx̂ ˙̂x.
Возьмём произвольную допустимую функцию x ∈ C1([t0; t1]).
Тогда функция h=x−x̂ принадлежит пространству C1

0 ([t0; t1])
(x = x̂+ h). По формуле Тейлора

J(x) = J(x̂+h) = J(x̂)+J ′(x̂)[h]+
1

2
J ′′(x̂)[h, h]+o

(
∥h∥2C1([t0; t1])

)
.

Из этого разложения выводятся необходимые и достаточные
условия экстремума.

Необходимое условие 1-го порядка локального экстремума

J ′(x̂)[h] =

t1∫
t0

(
L̂ẋ(t)ḣ(t) + L̂x(t)h(t)

)
dt = 0 ∀ h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1])

равносильно, как было показано в Гл. 3 § 1, уравнению Эйлера.
Необходимое условие 2-го порядка локального минимума

J ′′(x̂)[h, h] =

t1∫
t0

(
L̂ẋẋ(t)ḣ

2(t)+2L̂xẋ(t)ḣ(t)h(t)+L̂xx(t)h
2(t)
)
dt≥0

∀ h(·) ∈ C1
0 ([t0; t1]). (5.1)

Из последнего неравенства выводятся условия 2-го порядка
минимума в простейшей задаче вариационного исчисления.
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Важную роль для выполнения неравенства играет коэф-
фициент L̂ẋẋ(t) при ḣ2.

Определение 3. Говорим, что на экстремали x̂ выполнено
условие Лежандра5, если L̂ẋẋ(t) ≥ 0 ∀ t ∈ [t0; t1],
усиленное условие Лежандра, если L̂ẋẋ(t) > 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Пусть далее L̂ẋẋ, L̂ẋx, L̂xx ∈ C1([t0; t1]) и выполнено уси-
ленное условие Лежандра. Уравнение Эйлера по h для инте-
гранта L̃= L̃(t, h, ḣ) := L̂ẋẋ(t)ḣ

2(t)+2L̂xẋ(t)ḣ(t)h(t)+L̂xx(t)h
2(t)

− d

dt
L̃ḣ(t) + L̃h(t) = 0 ⇐⇒

− d

dt

(
L̂ẋẋ(t)ḣ(t) + L̂ẋx(t)h(t)

)
+ L̂xẋ(t)ḣ(t) + L̂xx(t)h(t) = 0

называется уравнением Якоби для исходной задачи на экстре-
мали x̂.

Уравнение Якоби — однородное линейное дифференциаль-
ное уравнение 2-го порядка, которое (из-за усиленного усло-
вия Лежандра) можно разрешить относительно второй про-
изводной.

Точка τ называется сопряженной к точке t0, если для
нетривиального решения уравнения Якоби h(·) с начальным
условием h(t0) = 0 функция h в точке τ обращается в ноль
(h(τ) = 0). Обычно второе граничное условие задается как
ḣ(t0) = 1 (или ḣ(t0) ̸= 0, поскольку все такие решения од-
нородного уравнения пропорциональны и корни функции h
одни и те же).

5Андриен Мари Лежандр — французский математик (1752-1833).
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Определение 4. Говорят, что на x̂ выполнено условие Якоби,
если в интервале (t0; t1) нет точек, сопряженных с t0, и уси-
ленное условие Якоби, если в полуинтервале (t0; t1] нет точек,
сопряженных с t0.

Утверждение 1. Если выполнено усиленное условие Якоби,
то a) для любых h0, h1 ∈ R существует и единственно реше-
ние уравнения Якоби h(·), для которого h(t0) = h0, h(t1) = h1;
b) существует решение уравнения Якоби h(·), для которого
h(t) > 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Доказательство. Если выполнено усиленное условие Якоби,
то существуют решения уравнения Якоби H0(·), H1(·) с гра-
ничными условиями H0(t0) = 1, H0(t1) = 0, H1(t1) = 1,
H1(t0) = 0. Причём, из-за выполнения усиленного условия
Якоби, эти функции не имеют нулей на полуинтервалах и,
следовательно, сохраняют знак на отрезке [t0; t1].

a) b)

a) Положим h(t) = H0(t)h0 +H1(t)h1. Тогда
h(t0) = H0(t0)h0 +H1(t0)h1 = h0,
h(t1) = H0(t1)h0 +H1(t1)h1 = h1.

Если существует другое решение уравнения Якоби h ̸= h,
то функция h̃ = h − h ̸≡ 0 тоже является решением уравне-
ния Якоби с граничными условиями h̃(t0) = h̃(t1) = 0, что
противоречит выполнению усиленного условия Якоби.

b) Очевидно, что для функции h = H0 +H1 выполняется
условие h(t) > 0 ∀ t ∈ [t0; t1].
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Пусть f — дифференцируемая функция. Функцию

E(x, x′) := f(x′)− f(x)− f ′(x)(x′ − x)

назовем функцией Вейерштрасса функции f .
Геометрический смысл функции Вейерштрасса.

E(x, x′) — разность между значением f в точке x′ и значени-
ем в точке x′ линейной функции, касательной к графику f в
точке x.

6
f

- x

��
��

��
��
�

}
}

x x′

f(x)

f(x′)

E(x, x′) = f(x′)−f(x)−f ′(x)(x′−x)

f ′(x)(x′ − x)

0

Отсюда ясно, что если f выпукла, то E(x, x′) ≥ 0. Можно
показать, что верно и обратное. Если E(x, x′) ≥ 0, то функция
f выпукла.

Пусть L(ẋ) = L(t, x, ẋ) — интегрант простейшей задачи
вариационного исчисления. Функция

E(t, x, ẋ, u) := L(t, x, u)− L(t, x, ẋ)− Lẋ(t, x, ẋ)(u− ẋ)

называется функцией Вейерштрасса интегранта L. Таким
образом, E(t, x, ẋ, u) — функция Вейерштрасса функции ẋ →
L(t, x, ẋ), где t, x играют роль параметров.

Определение 5. Говорят, что на экстремали x̂ выполнено
условие Вейерштрасса, если

E(t, x̂(t), ˙̂x(t), u)=L(t, x̂(t), u)−L(t, x̂(t), ˙̂x(t))−L̂ẋ(t)(u−˙̂x(t))≥0

∀ u ∈ R, ∀ t ∈ [t0; t1].
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Геометрический смысл условия Вейерштрасса на экстре-
мали x̂: для любого фиксированного t ∈ [t0; t1] график функ-
ции L = L(ẋ) = L(t, x̂(t), ẋ) (как функции от ẋ) лежит выше
касательной к кривой L в точке ˙̂x(t).

Если функция L(ẋ) выпуклая по ẋ для любых t, x, то усло-
вие Вейерштрасса выполняется на любой экстремали x̂.

Отметим, что для квадратичного по ẋ интегранта
L(t, x, ẋ) = L(ẋ) = Aẋ2 + Cẋ + B (A,B,C — функции от t, x)
функция Вейерштрасса

E(t, x, ẋ, u) = L(t, x, u)− L(t, x, ẋ)− Lẋ(u− ẋ) =

= Au2 + Cu+B − (Aẋ2 + Cẋ+B)− (2Aẋ+ C)(u− ẋ) =

= Au2+Cu+B−Aẋ2−Cẋ−B−2Auẋ−Cu+2Aẋ2+Cẋ =

= Au2 − 2Auẋ+Aẋ2 = A(u− ẋ)2 =
1

2
Lẋẋ(u− ẋ)2.

Полученная формула для функции Вейерштрасса квадратич-
ного по ẋ интегранта

E(t, x, ẋ, u) = 1

2
Lẋẋ(u− ẋ)2 (5.2)

выводится также из формулы Тейлора для квадратичной по
ẋ функции:

L(u) = L(ẋ) + Lẋ(u− ẋ) +
1

2
Lẋẋ(u− ẋ)2.
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Условия Лежандра, Якоби, Вейерштрасса в вектор-
ном случае.

Необходимое условие 1-го порядка локального минимума для
допустимой вектор-функции x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) ∈ C1([t0; t1],Rn)

J ′(x̂)[h] =

t1∫
t0

(
⟨L̂ẋ, ḣ⟩+ ⟨L̂x, h⟩

)
dt = 0 ∀ h ∈ C1

0 ([t0; t1],Rn)

равносильно системе уравнений Эйлера.
Необходимое условие 2-го порядка локального минимума

запишется в виде неравенства

t1∫
t0

(〈
L̂ẋẋḣ, ḣ

〉
+2
〈
L̂xẋḣ, h

〉
+
〈
L̂xxh, h

〉)
dt ≥ 0 ∀ h∈C1

0 ([t0; t1],Rn).

Для вектор-функций

Lẋẋ =

Lẋ1ẋ1 . . . Lẋ1ẋn

. . . . . . . . .
Lẋnẋ1 . . . Lẋnẋn

 , Lẋx =

Lẋ1x1 . . . Lẋ1xn

. . . . . . . . .
Lẋnx1 . . . Lẋnxn

 ,

Lxẋ =

Lx1ẋ1 . . . Lx1ẋn

. . . . . . . . .
Lxnẋ1 . . . Lxnẋn

 , Lxx =

Lx1x1 . . . Lx1xn

. . . . . . . . .
Lxnx1 . . . Lxnxn


— матрицы размера n× n. Матрица Lẋx является транспони-
рованной к матрице Lxẋ и ⟨Lxẋḣ, h⟩ = ⟨ḣ, L∗

xẋh⟩ = ⟨ḣ, Lẋxh⟩.
Условие Лежандра L̂ẋẋ(t) ≥ 0 означает неотрицатель-

ную определенность матрицы, усиленное условие Лежандра
L̂ẋẋ(t) > 0 — положительную определенность матрицы.

Крышка над функцией L(t, x(t), ẋ(t)) и её производными
означает, что функция L(t, x(t), ẋ(t)) и её производные рас-
сматриваются на экстремали, т. е. L̂(t) = L(t, x̂(t), ˙̂x(t)).
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Пусть далее L̂ẋẋ, L̂ẋx, L̂xx ∈ C1([t0; t1],Rn2
) и выполнено

усиленное условие Лежандра.
Система уравнений Эйлера по h = (h1, . . . , hn) для инте-

гранта L̃ = L̃(t, h, ḣ) :=
〈
L̂ẋẋḣ, ḣ

〉
+ 2
〈
L̂xẋḣ, h

〉
+
〈
L̂xxh, h

〉
− d

dt
L̃ḣ(t) + L̃h(t) = 0 ⇐⇒

− d

dt

(
L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh

)
+ L̂xẋḣ+ L̂xxh = 0 (J)

называется системой уравнений Якоби для исходной задачи
на экстремали x̂.

Точка τ называется сопряженной к точке t0, если суще-
ствует нетривиальное решение системы уравнений Якоби век-
тор h = (h1, . . . , hn), для которого h(t0) = h(τ) = 0. Говорят,
что на x̂ выполнено условие Якоби, если в интервале (t0; t1)
нет точек, сопряженных с t0, и усиленное условие Якоби, если
в полуинтервале (t0; t1] нет точек, сопряженных с t0.

Если выполнено усиленное условие Лежандра, то матри-
ца L̂ẋẋ положительно определена и, значит, невырождена и
обратима. Поэтому, продифференцировав по t в уравнении
Якоби (J), получим

− ˙̂
Lẋẋḣ− L̂ẋẋḧ− ˙̂

Lẋxh− L̂ẋxḣ+ L̂xẋḣ+ L̂xxh = 0 ⇐⇒

L̂ẋẋḧ+
˙̂
Lẋẋḣ+ (

˙̂
Lẋx − L̂xx)h = 0.

Эту систему из n дифференциальных уравнений 2-го порядка
с непрерывными коэффициентами в силу обратимости мат-
рицы L̂ẋẋ можно разрешить относительно старших производ-
ных.

Дадим аналитический способ нахождения сопряженных
точек. Система уравнений Якоби — система n линейных диф-
ференциальных уравнений 2-го порядка, которую (из-за уси-
ленного условия Лежандра) можно разрешить относительно
2-й производной. Пусть h1(·), . . . , hn(·) — фундаментальная
система решений системы уравнения Якоби. Выберем её с на-
чальными условиями H(t0) = 0 (нулевая матрица), Ḣ(t0) = I
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(единичная матрица) или det Ḣ(t0) ̸= 0, где

H(t) =
(
h1(t) . . . hn(t)

)
=

h11(t) . . . hn1 (t)
. . . . . . . . .
h1n(t) . . . hnn(t)

 .

Столбцы матрицы H являются векторами решений системы
уравнений Якоби. Покажем, что точка τ является сопряжен-
ной к t0 тогда и только тогда, когда матрица H(τ) является
вырожденной.

Действительно, условие detH(τ) = 0 равносильно тому,
что столбцы матрицы H(τ) являются линейно зависимыми.
Это означает, что существуют числа α1, . . . , αn, не все рав-

ные нулю, такие что для функции h =
n∑

i=1
αih

i выполняются

граничные условия h(τ) = 0. Граничное условие H(t0) = 0
равносильно тому, что hij(t0) = 0, i, j = 1, . . . , n. Следователь-
но, h(τ) = 0, т. е. τ — сопряжённая точка.

Утверждение 2. Если выполнены усиленные условия Ле-
жандра и Якоби, то для любых h0, h1 ∈ Rn существует
и единственно решение уравнения Якоби h(·), для которого
h(t0) = h0, h(t1) = h1.

Доказательство. По теореме существования и единственно-
сти решения системы дифференциальных уравнений 2-го по-
рядка существуют фундаментальные матрицы решений си-
стемы уравнений Якоби H(t, t0) и H(t, t1) с граничными усло-
виями H(t0, t0) = 0, Ḣ(t0, t0) = I, и H(t1, t1) = 0, Ḣ(t1, t1) = I.

Из усиленного условия Якоби (на полуинтервале (t0; t1]
нет сопряженных точек) вытекает, что матрицы H(t, t0) и
H(t, t1) невырождены для t ∈ (t0; t1] и [t0, t1) соответственно.
Положим H0(t)=H(t, t1)H

−1(t0,t1), H1(t)=H(t, t0)H
−1(t1,t0).

Тогда H0(t0) = I, H0(t1) = 0, H1(t0) = 0, H1(t1) = I, и, значит,
функция h(t) = H0(t)h0+H1(t)h1 является решением уравне-
ния Якоби с граничными условиями
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h(t0) = H0(t0)h0 +H1(t0)h1 = h0,

h(t1) = H0(t1)h0 +H1(t1)h1 = h1.

Если существует другое решение системы уравнений Яко-
би h ̸= h, то вектор-функция h̃ = h − h ̸≡ 0 тоже явля-
ется решением уравнения Якоби с граничными условиями
h̃(t0) = h̃(t1) = 0. Тогда для матрицы фундаментальных ре-
шений системы уравнений Якоби det H̃(t1) = 0, что противо-
речит выполнению усиленного условия Якоби.

Условие Вейерштрасса для вектор-функций запишется в виде

E(t, x̂(t), ˙̂x(t), u) =

= L(t, x̂(t), u)− L(t, x̂(t), ˙̂x(t))−
〈
Lẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t)), u− ˙̂x(t)

〉
≥ 0

∀ u ∈ Rn, ∀ t ∈ [t0; t1].

1.5 Необходимые и достаточные условия слабого
и сильного экстремума

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления
для вектор-функций x = (x1, . . . , xn) (для определенности за-
дачу на минимум)

t1∫
t0

L (t, x(t), ẋ(t)) dt→ min; x(t0) = x0, x(t1) = x1. (P )

1.5.1 Игольчатые вариации. Условие Вейерштрасса.

Понятие сильного экстремума ввел в вариационное исчис-
ление Вейерштрасс. Для доказательства необходимого усло-
вия сильного минимума Вейерштрасс применил специальные
игольчатые вариации функции x̂.

В дальнейшем игольчатые вариации и пакет иголок ис-
пользовались для доказательства принципа максимума.

Пусть функция x̂(t) ∈ PC1[t0; t1]. Зафиксируем точку τ ∈
(t0; t1) ∩ T (T ⊂ [t0; t1] — множество точек непрерывности



166

функции ˙̂x) и число ξ ∈ R. Положим xλ(t) = x̂(t) + hλ(t), где
λ ≥ 0 достаточно мало,

hλ(t) = hλ(t; τ, ξ) =


ξλ+ (t− τ)ξ, t ∈ [τ − λ; τ ],

ξλ−(t−τ)ξ
√
λ, t ∈ [τ ; τ +

√
λ],

0, t ̸∈ [τ−λ; τ+
√
λ].

6
hλ

-tτ
τ−λ τ+

√
λ

ξλ
�
�
�
�

Q
Q
Q
Q
Q
Q

0

6
ḣλ

- tτ
τ−λ

τ+
√
λ

−ξ
√
λ

ξ

0

Производная вариации hλ(·) имеет вид, изображенный на
рисунке (для удобства изображения взято n = 1, ξ > 0).
При малом λ изменение функции x̂ производится на очень
маленьком отрезке, в связи с чем подобные вариации назы-
вают “игольчатыми”. Очевидно, что xλ(·) → x̂(·) в метрике
пространства C([t0; t1]) при λ→ 0.

С помощью игольчатых вариаций докажем условие Вей-
ерштрасса — необходимое условие сильного минимума в про-
стейшей задаче вариационного исчисления на классе кусочно-
гладких функций.

Теорема 1.1. Пусть функция x̂ ∈ strlocminP , интегрант L
непрерывно дифференцируем в некоторой окрестности рас-
ширенного графика Γx̂ ˙̂x, T ⊂ [t0; t1] — множество точек
непрерывности функции ˙̂x. Тогда на x̂ выполняется условие
Вейерштрасса
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E(t, x̂(t), ˙̂x(t), u)=L(t, x̂(t), u)−L(t, x̂(t), ˙̂x(t))−L̂ẋ(t)(u−˙̂x(t))≥0
∀ u ∈ Rn, ∀ t ∈ T .

Доказательство. Возьмём точку τ ∈ (t0; t1) ∩ T (случаи τ =
t0, t1 доказываются предельными переходами τ → t0, τ →
t1 в неравенстве). Рассмотрим выписанную выше игольчатую
вариацию xλ = x̂+ hλ функции x̂.

При достаточно малых λ ≥ 0 отрезок [τ − λ, τ +
√
λ ] ⊂ T ,

функция xλ допустима в задаче на сильный экстремум:
xλ ∈ PC1([t0; t1]), xλ(ti) = x̂(ti) + hλ(ti) = xi, i = 0, 1.
Очевидно, что функция xλ → x̂ в метрике пространства
C([t0; t1]) при λ→ 0.

Поскольку x̂ ∈ strlocminP , то при достаточно малых λ ≥ 0

J(xλ)− J(x̂) ≥ 0 ⇐⇒
t1∫

t0

(
L(t, xλ, ẋλ)− L(t, x̂, ˙̂x)

)
dt ≥ 0

Разобьем отрезок интегрирования [t0; t1] на четыре отрезка
[t0; τ−λ], [τ−λ; τ ], [τ ; τ+

√
λ], [τ+

√
λ; t1]. Поскольку функции

x̂(t) и xλ(t) совпадают при t ∈ [t0; τ − λ] и t ∈ [τ +
√
λ; t1], то

L(t, xλ, ẋλ) = L(t, x̂, ˙̂x) и, соответственно, интегралы на этих
промежутках интегрирования обращаются в ноль. Значит,

τ∫
τ−λ

(
L(t, xλ, ẋλ)− L̂

)
dt+

τ+
√
λ∫

τ

(
L(t, xλ, ẋλ)− L̂

)
dt ≥ 0 ⇐⇒

(по теореме о среднем для определенных интегралов6)

λ
(
L(t, xλ, ẋλ)− L̂

)∣∣
t∈[τ−λ; τ ]

+

+
√
λ
(
L(t, xλ, ẋλ)− L̂

)∣∣
t∈[τ ; τ+

√
λ]
≥ 0 ⇐⇒

6 Теорема (о среднем для определённых интегралов).
Пусть f(x) — непрерывная функция на отрезке [a; b].

Тогда
b∫
a

f(x)dx = (b− a)f(ξ), где ξ — некоторая точка из отрезка [a; b].
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(разделим обе части неравенства на положительный множи-
тель λ и подставим xλ и ẋλ на соответствующих промежутках)

(
L(t, xλ, ẋλ)−L̂

)∣∣
t∈[τ−λ; τ ]

+

(
L(t, xλ, ẋλ)−L̂

)∣∣
t∈[τ ; τ+

√
λ]√

λ
≥ 0. (∗)

При t ∈ [τ −λ; τ ] функции xλ = x̂+ ξλ+(t−τ)ξ, ẋλ = ˙̂x+ ξ.
Поэтому при λ→ 0 точка τ − λ→ τ и, следовательно, первая
разность L(t, xλ, ẋλ)− L̂ = L(t, x̂+ ξλ+ (t− τ)ξ, ˙̂x+ ξ)− L̂→
L(τ, x̂(τ), ˙̂x(τ)+ξ)− L̂(τ).

При t ∈ [τ ; τ+
√
λ] функции hλ=ξλ−(t−τ)ξ

√
λ, ḣλ=−ξ

√
λ.

В силу дифференцируемости

L(t, xλ, ẋλ)−L̂ = L(t, x̂+hλ, ˙̂x+ḣλ)−L̂ = L̂xhλ+L̂ẋḣλ+o(
√
λ) =

= L̂x ·(ξλ−(t−τ)ξ
√
λ) + L̂ẋ ·(−ξ

√
λ) + o(

√
λ).

Поэтому вторая дробь в неравенстве (∗) при λ→ 0(
L̂xξλ− L̂x(t−τ)ξ

√
λ− L̂ẋξ

√
λ+ o(

√
λ)
)∣∣

t∈[τ ; τ+
√
λ]√

λ
→ −L̂ẋ(τ)ξ.

Тогда неравенство (∗) перепишется в виде

L(τ, x̂(τ), ˙̂x(τ) + ξ)− L̂(τ)− L̂ẋ(τ)ξ ≥ 0.

Нетрудно видеть, что выписанное неравенство является тем
же самым, что и в формулировке теоремы, где t = τ ,
u = ˙̂x(τ) + ξ. Условие Вейерштрасса доказано.

В задаче на максимум условие Вейерштрасса меняет свой
знак.



169

1.5.2 Необходимые условия сильного экстремума

Теорема 1.2. Пусть функция x̂ ∈ PC1([t0; t1],Rn) доставля-
ет сильный локальный минимум в задаче (P ), интегрант L
непрерывно дифференцируем в некоторой окрестности рас-
ширенного графика Γx̂ ˙̂x. Тогда на x̂ выполняется уравнение
Эйлера

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ T 7

и удовлетворяется условие Вейерштрасса

E(t, x̂(t), ˙̂x(t), u)=L(t, x̂(t), u)−L(t, x̂(t), ˙̂x(t))−L̂ẋ(t)(u−˙̂x(t))≥0
∀ u ∈ Rn, ∀ t ∈ T .

Если при этом существует L̂ẋẋ(t) ∀ t ∈ T , то выполня-
ется также условие Лежандра: L̂ẋẋ(t) ≥ 0 ∀ t ∈ T .

В задаче на максимум условия Лежандра и Вейерштрасса
меняют свой знак.

Доказательство. Формализуем задачу (P ) как задачу опти-
мального управления

t1∫
t0

L(t, x, u) dt→ min; ẋ = u, x(t0) = x0, x(t1) = x1. (P ′)

Условие x̂ ∈ strlocminP равносильно тому, что пара (x̂, û), где
û = ˙̂x, является оптимальным процессом в задаче оптималь-
ного управления (P ′). Поэтому согласно принципу максимума
Понтрягина найдутся множители Лагранжа λ = (λ0, λ1, λ2) и
p(·) ∈ PC1([t0; t1]), λ ̸= 0, такие, что для функции Лагранжа
задачи (P ′)

L =

t1∫
t0

(
λ0L(t, x, u)+ p(t)(ẋ−u)

)︸ ︷︷ ︸
L̃

dt+λ1(x(t0)−x0) + λ2(x(t1)−x1)︸ ︷︷ ︸
l

7T ⊂ [t0; t1] — множество точек непрерывности функции ˙̂x(t).
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выполняются условия:
а) уравнение Эйлера для интегранта L̃:

− d

dt
̂̃
Lẋ +

̂̃
Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
p+ λ0L̂x(t) = 0 ⇐⇒

−ṗ(t) + λ0L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ T ;

b) трансверсальности по x:{
L̃ẋ(t0) = lx(t0),

L̃ẋ(t1) = −lx(t1),
⇐⇒

{
p(t0) = λ1,

p(t1) = −λ2;

c) оптимальности по u:

min
u∈Rn

{λ0L(t, x̂(t), u)−p(t)u}=λ0L(t, x̂(t), ˙̂x(t))−p(t) ˙̂x(t) ∀ t ∈ T.

d) неотрицательности: λ0 ≥ 0.
Если λ0 = 0, то условие оптимальности перепишется в ви-

де min
u∈Rn

{−p(t)u} = −p(t) ˙̂x(t). Поскольку минимум конечен и

равен −p(t) ˙̂x(t), то это может быть только при p(t) ≡ 0. Тогда
из b) следует что все множители Лагранжа нули.

Значит, λ0 ̸= 0. Полагаем в задаче на минимум λ0 = 1.
Тогда из c)

min
u∈Rn

{L(t, x̂(t), u)− p(t)u︸ ︷︷ ︸
f(u)

} = L(t, x̂(t), ˙̂x(t))− p(t) ˙̂x(t).

По необходимому условию 1-го порядка минимума функции f
следует, что

f ′(û) = 0 ⇐⇒ L̂u(t)− p(t) = 0 ⇐⇒ p(t) = L̂ẋ(t). (5.3)

Подставляя p = L̂ẋ в условие a), получаем уравнение Эйлера
для интегранта L.

А из необходимого условия 2-го порядка минимума функ-
ции f следует выполнение условия Лежандра:

f ′′(û) ≥ 0 ⇐⇒ L̂ẋẋ(t) ≥ 0 ∀ t ∈ T.
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Условие оптимальности по u при λ0 = 1 и p = L̂ẋ

L(t, x̂(t), u)− L̂ẋ(t)u ≥ L(t, x̂(t), ˙̂x(t))− L̂ẋ(t) ˙̂x(t) ⇐⇒

L(t, x̂(t), u)− L(t, x̂(t), ˙̂x(t))− L̂ẋ(t)(u− ˙̂x(t)) ≥ 0

есть не что иное, как условие Вейерштрасса.

Выполнение уравнения Эйлера для сильного экстремума
при x̂ ∈ C1 также следует из соотношения

x̂ ∈ strlocextrP =⇒ x̂ ∈ wlocextrP =⇒ уравнение Эйлера

и уже доказанного выполнения необходимого условия слабого
экстремума — уравнения Эйлера.
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1.5.3 Необходимые условия слабого экстремума

Теорема 1.3. Пусть функция x̂ ∈ C2([t0; t1],Rn) доставля-
ет слабый локальный минимум в задаче (P ), интегрант L
трижды непрерывно дифференцируем в некоторой окрест-
ности расширенного графика Γx̂ ˙̂x. Тогда на x̂ выполняется
уравнение Эйлера, условие Лежандра, а если на экстремали
x̂ выполнено усиленное условие Лежандра, то выполняется
и условие Якоби.

В задаче на максимум условие Лежандра меняет свой знак.

Доказательство. Для простоты записи проведем доказатель-
ство для n = 1.

1) Вывод уравнения Эйлера слабого локального экстрему-
ма был проведен в Главе 3 § 1.

2) Вывод условия Лежандра. В Главе 5 п. 1.3 было показа-
но, что необходимым условием 2-го порядка слабого локаль-
ного минимума является выполнения неравенства (5.1):

K(h(·)) :=
t1∫

t0

(
L̂ẋẋ(t)ḣ

2(t)+2L̂xẋ(t)ḣ(t)h(t)+L̂xx(t)h
2(t)
)
dt≥0

∀ h(·) ∈ C1
0 ([t0; t1]).

Из неотрицательности и вида функционала K следует, что
функция h(t) ≡ 0 доставляет абсолютный минимум (слабый)
в задаче

K(h(·)) =
t1∫

t0

(
L̂ẋẋḣ

2 + 2L̂xẋḣh+ L̂xxh
2
)
dt→ min;

h(t0) = h(t1) = 0. (P ′′)

По следствию из леммы о скруглении углов функция h ≡ 0
доставляет в задаче (P ′′) и сильный абсолютный минимум.
Тогда в силу Теоремы 1.2 о необходимых условиях сильного
минимума в задаче (P ′′) на h выполняется условие Лежандра
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для интегранта

L̃(t, h(t), ḣ(t)) := L̂ẋẋ(t)ḣ
2(t) + 2L̂xẋ(t)ḣ(t)h(t) + L̂xx(t)h

2(t),

т. е. L̃ḣḣ(t) ≥ 0 ⇔ L̂ẋẋ(t) ≥ 0 ∀ t ∈ [t0; t1].
Таким образом, условие Лежандра в задаче (P ) выполнено.
3) Вывод условия Якоби. Предположим противное, что

условие Якоби не выполнено, т. е. существует точка τ ∈ (t0; t1)
и нетривиальное (h ̸≡ 0) решение h ∈ C1([t0; t1]) уравнения
Якоби, для которого h(t0) = h(τ) = 0. Отметим, что из нетри-
виальности решения h однородного линейного дифференци-
ального уравнения второго порядка с условием h(τ) = 0 вы-

текает, что ḣ(τ) ̸= 0. Положим h̃(t) =

{
h(t), t0 ≤ t ≤ τ,
0, τ ≤ t ≤ t1.

h̃

Тогда

K(h̃(·)) =
τ∫

t0

(
L̂ẋẋḣ

2 + 2L̂xẋḣh+ L̂xxh
2
)
dt =

=

τ∫
t0

(
L̂ẋẋḣ

2 + L̂ẋxhḣ+ L̂xẋḣh+ L̂xxh
2
)
dt =

=

τ∫
t0

(
L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh

)
ḣ dt+

τ∫
t0

(
L̂xẋḣ+ L̂xxh

)
h dt =

=
(
L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh

)
h
∣∣∣τ
t0
+

+

τ∫
t0

(
− d

dt

(
L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh

)
+ L̂xẋḣ+ L̂xxh

)
h dt = 0,
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(так как функция h удовлетворяет уравнению Якоби). Таким
образом, K(h̃) = 0, а это означает, что h̃ ∈ strabsminP ′′ (на-
ряду с функцией h ≡ 0). Следовательно, пара (h̃, ũ =

˙̃
h) яв-

ляется оптимальным управляемым процессом в задаче опти-
мального управления

t1∫
t0

L̃(t, h, u) dt→ min; ḣ = u, h(t0) = h(t1) = 0.

Проводя рассуждения как и в Теореме 1.2, получим, что най-
дется функция p̃ ∈ PC1([t0; t1]) такая, что для лагранжиана
L̃(t, h, ḣ) = L̂ẋẋḣ

2+2L̂ẋxhḣ+ L̂xxh
2 на экстремали h̃ выполня-

ется равенство аналогичное (5.3) (p = L̂ẋ)

p̃(t) = L̃ḣ(t, h̃(t),
˙̃
h(t)) = 2L̂ẋẋ(t)

˙̃
h(t) + 2L̂ẋx(t)h̃(t).

Поскольку h̃(t) = ˙̃
h(t) = 0 при t > τ , то p̃(τ + 0) = 0 и в силу

непрерывности функции p̃

0 = p̃(τ − 0) = 2L̂ẋẋ(τ)
˙̃
h(τ − 0) = 2L̂ẋẋ(τ)ḣ(τ) = 0,

откуда ḣ(τ) = 0 (ибо L̂ẋẋ(τ) ̸= 0 из-за усиленного условия Ле-
жандра). Мы пришли к противоречию с условием ḣ(τ) ̸= 0.
Таким образом, предположение противного неверно, и усло-
вие Якоби выполнено.
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1.5.4 Поле экстремалей

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления

t1∫
t0

L (t, x(t), ẋ(t)) dt→ min; x(t0) = x0, x(t1) = x1. (P )

Полем экстремалей8 в задаче (P ) называется множество
функций {x(t, λ)} с параметром λ, удовлетворяющих уравне-
нию Эйлера. Кроме того необходимо, чтобы функции
x(t, λ) ∈ C1([t0; t1] × Λ,Rn), Λ — некоторое открытое мно-
жество в пространстве Rn.

Если для поля экстремалей существует точка (t∗, x∗) та-
кая, что x(t∗, λ) = x∗ для всех λ ∈ Λ, то это поле называется
центральным полем экстремалей, а точка (t∗, x∗) называется
центром поля экстремалей.

x̂

Пусть x̂ — допустимая экстремаль9 в задаче (P ).
Экстремаль x̂ включена в поле экстремалей {x(·, λ)}, если

x̂(·) = x(·, λ̂) при некотором λ̂ ∈ Λ.
Экстремаль x̂ окружена полем экстремалей, если она

включена в поле экстремалей и существует окрестностьG гра-
фика Γx̂ такая, что для любой точки (τ, ξ) из этой окрестно-
сти имеется единственная экстремаль семейства, проходящая

8Экстремаль — это функция, удовлетворяющая уравнению Эйлера.
9Допустимая экстремаль — это функция с заданными в задаче гра-

ничными условиями, удовлетворяющая уравнению Эйлера.
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через эту точку. Единственность экстремали, проходящей че-
рез точку (τ, ξ), означает, что по точке (τ, ξ) ∈ G значение
λ = λ(τ, ξ) отыскивается единственным образом. Кроме того
необходимо, чтобы функция λ = λ(τ, ξ) ∈ C1(G).

Функция u : G→ Rn, u(τ, ξ)=
d

dt
x(t, λ(τ, ξ))

∣∣∣
t=τ

=: ẋ(τ, λ(τ, ξ))

называется функцией наклона поля. Отметим, что на экстре-
мали x̂ функция наклона поля u(t, x̂(t)) ≡ ˙̂x(t) совпадает с
производной функции x̂(t).
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Построение центрального поля экстремалей

Теорема 1.4. Пусть x̂ ∈ C2([t0; t1],Rn) — допустимая экс-
тремаль в задаче (P ), интегрант L трижды непрерывно
дифференцируем в некоторой окрестности расширенного гра-
фика Γx̂ ˙̂x, на x̂ выполнены усиленные условия Лежандра и
Якоби. Тогда x̂ можно окружить центральным полем экс-
тремалей.

S-функция и её дифференциал

Пусть x(·, λ) — дважды непрерывно дифференцируемое цен-
тральное поле экстремалей с центром в точке (t∗, x∗), окружа-
ющее допустимую экстремаль x̂(·), и интегрант L — дважды
непрерывно дифференцируем в некоторой окрестности рас-
ширенного графика функции x̂(·) (L ∈ C2(O(Γx̂ ˙̂x))). Функция

S(τ, ξ) =

τ∫
t∗

L(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ))) dt

называется S-функцией центрального поля x(·, λ).
Найдём дифференциал S-функции. Он понадобится нам

для вывода основной формулы Вейерштрасса при доказатель-
стве достаточных условий сильного экстремума. Для нахож-
дения дифференциала найдём частные производные S-функ-
ции.

При этом нам понадобятся некоторые полезные соотноше-
ния, вытекающие из определения функции λ(τ, ξ) и функции
наклона поля. Имеем тождество

x(τ, λ(τ, ξ)) = ξ.

Дифференцируя обе части этого тождества по τ , получим

ẋ(τ, λ(τ, ξ)) + xλ(τ, λ(τ, ξ))λτ (τ, ξ) = 0 =⇒

xλλτ = −ẋ(τ, λ(τ, ξ)) def
= −u(τ, ξ) (τ)
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(u(τ, ξ) — функция наклона поля). Дифференцируя обе части
тождества x(τ, λ(τ, ξ)) = ξ по ξ, получим

xλ(τ, λ(τ, ξ))λξ(τ, ξ) = I (ξ)

(I — единичная матрица). Поскольку (t∗, x∗) — центр поля, то
x(t∗, λ) = x∗ для любого λ, и, значит, выполняется следующее
соотношение

xλ(t∗, λ(τ, ξ)) = 0 ∀ (τ, ξ) ∈ O(Γx̂). (∗)

Найдём ∂S
∂τ , дифференцируя по τ интеграл с переменным

верхним пределом, и используя непрерывность ẋλ, вытека-
ющую из того, что x(·, λ) ∈ C2. Имеем для λ = λ(τ, ξ),

u = u(τ, ξ) и S(τ, ξ) =
τ∫
t∗

L(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ))) dt

∂S

∂τ
= L(τ, x(τ, λ), ẋ(τ, λ)) +

τ∫
t∗

(
Lx(t, x(t, λ), ẋ(t, λ))xλ(t, λ)λτ+

+Lẋ(t, x(t, λ), ẋ(t, λ))ẋλ(t, λ)λτ

)
dt =

= L(τ, ξ, u) +

τ∫
t∗

(Lxxλλτ + Lẋẋλλτ ) dt =

= L(τ, ξ, u) +

τ∫
t∗

Lxxλλτ dt+

τ∫
t∗

Lẋ d(xλλτ ) =

= L(τ, ξ, u) + Lẋxλλτ

∣∣∣τ
t∗
+

τ∫
t∗

(
− d

dt
Lẋ + Lx

)
xλλτ dt =

(τ),(∗)
= L(τ, ξ, u(τ, ξ))− Lẋ(τ, ξ, u(τ, ξ))u(τ, ξ).
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При выводе мы воспользовались тем, что функции x(·, λ) —
экстремали, т. е. удовлетворяют уравнению Эйлера.

Формула для ∂S
∂ξ выводится аналогично. Дифференцируя

по ξ, получим

∂S

∂ξ
=

τ∫
t∗

(Lxxλλξ +Lẋẋλλξ) dt =

τ∫
t∗

Lxxλλξ dt+

τ∫
t∗

Lẋ d(xλλξ) =

= Lẋxλλξ

∣∣∣τ
t∗
+

τ∫
t∗

(
− d

dt
Lẋ + Lx

)
xλλξdt

(ξ),(∗)
= Lẋ(τ, ξ, u(τ, ξ)).

Таким образом, имеет место следующая формула для диффе-
ренциала функции S:

dS(τ, ξ) =
∂S

∂τ
dτ +

∂S

∂ξ
dξ =

=
(
L(τ, ξ, u(τ, ξ))−Lẋ(τ, ξ, u(τ, ξ))u(τ, ξ)

)
dτ+Lẋ(τ, ξ, u(τ, ξ))dξ.

Основная формула Вейерштрасса

В частности, для произвольной функции x ∈ PC1([t0; t1],Rn)
формула для дифференциала функции S примет вид:

dS(t, x(t)) =

=
(
L(t, x(t), u(t, x(t)))− Lẋ(t, x(t), u(t, x(t))

)
u(t, x(t))

)
dt+

+Lẋ(t, x(t), u(t, x(t))) dx(t) =

=
(
L(t, x(t), u(t, x(t)))+Lẋ(t, x(t), u(t, x(t)))(ẋ(t)−u(t, x(t)))

)
dt.

(5.4)
В таком виде мы ей и будем пользоваться в дальнейшем.
Отметим также, что поскольку u(t, x̂(t)) = ˙̂x(t), то из соот-
ношения (5.4)

dS(t, x̂(t)) = L̂(t) dt.
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Поэтому для допустимой экстремали x̂(·) и для произвольной
допустимой функции x(·) имеем равенство

J(x̂)=

t1∫
t0

L̂(t) dt=

t1∫
t0

dS(t, x̂(t))=S(t1, x1)−S(t0, x0)=
t1∫

t0

dS(t, x(t)).

Следовательно,

J(x)− J(x̂) =

t1∫
t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt−
t1∫

t0

dS(t, x(t))
(5.4)
=

=

t1∫
t0

(
L(t, x(t), ẋ(t))−L(t, x(t), u(t, x(t)))−Lẋ(t, x(t), u(t, x(t)))×

×
(
ẋ(t)− u(t, x(t))

))
dt =

t1∫
t0

E
(
t, x(t), u(t, x(t)), ẋ(t)

)
dt. (5.5)

Эту формулу называют основной формулой Вейерштрасса.
Для квадратичного по ẋ интегранта L(ẋ) по формуле (5.2)

функция Вейерштрасса E(t, x, ẋ, u) = 1
2Lẋẋ(u− ẋ)2. Поэтому в

этом случае основная формула Вейерштрасса запишется сле-
дующим образом:

J(x)− J(x̂) =

t1∫
t0

1

2
Lẋẋ(ẋ− u)2 dt. (5.6)
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1.5.5 Достаточные условия сильного экстремума

Теорема 1.5. Пусть функция x̂ ∈ C2([t0; t1],Rn) — допусти-
мая экстремаль в задаче (P ), интегрант L ∈ C3(V ×Rn), где
V ⊂ Rn+1 — некоторая окрестность графика Γx̂, на x̂ вы-
полнены усиленные условия Лежандра и Якоби, интегрант
L является выпуклым по ẋ на V . Тогда x̂ доставляет силь-
ный локальный минимум (x̂ ∈ strlocminP ).

Доказательство. По Теореме 1.4 окружим экстремаль x̂ цен-
тральным полем экстремалей x(·, λ), покрывающем некото-
рую окрестность U ⊂ V графика Γx̂. Пусть x ∈ PC1([t0; t1]) —
произвольная допустимая функция, график которой располо-
жен в этой окрестности. Тогда по основной формуле Вейер-
штрасса (5.5)

J(x)− J(x̂) =

t1∫
t0

E
(
t, x(t), u(t, x(t)), ẋ(t)

)
dt ≥ 0,

поскольку L выпукло по ẋ для (t, x) ∈ U , следовательно,
E(t, x, u, ẋ) ≥ 0 ∀ (u, ẋ) ∈ Rn × Rn. Значит, J(x) ≥ J(x̂), т. е.
функция x̂ доставляет сильный локальный минимум.

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления в
случае, когда интегрант лишь линейно зависит от x, т. е.
L = L(t, x, ẋ) = f(t, ẋ) + a(t)x, где a(·) ∈ C([t0; t1]):

J(x) =

t1∫
t0

(
f(t, ẋ) + a(t)x

)
dt→ min; x(t0) = x0,

x(t1) = x1.
(P ′)

Теорема 1.6. Пусть x̂ ∈ DE(P ′(S)), f, fẋ ∈ C(R2), на x̂
выполнено условие Вейерштрасса. Тогда x̂ ∈ absminP ′.

Доказательство. Уравнение Эйлера:

− d

dt
L̂ẋ + L̂x = 0 ⇐⇒ − d

dt
f̂ẋ + a = 0.
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На экстремали x̂ выполняется условие Вейерштрасса, значит,

E(t, x̂(t), ˙̂x(t), u)=L(t, x̂(t), u)−L(t, x̂(t), ˙̂x(t))−L̂ẋ(t)(u−˙̂x(t))≥0
∀ u ∈ R, ∀ t ∈ T 10.

Для интегранта L = f(t, ẋ)+ax это неравенство перепишется
в следующем виде

f(t, u) + ax̂− f(t, ˙̂x)− ax̂− f̂ẋ(u− ˙̂x) ≥ 0 ∀ u ∈ R, ∀ t ∈ T.

Возьмём x(·) — произвольную допустимую функцию в задаче
на сильный экстремум. Тогда для u = ẋ(t)

f(t, ẋ(t))− f(t, ˙̂x)− f̂ẋ(ẋ(t)− ˙̂x) ≥ 0 ∀ t ∈ T.

Проинтегрируем обе части этого неравенства:
t1∫

t0

f(t, ẋ) dt−
t1∫

t0

f(t, ˙̂x) dt−
t1∫

t0

f̂ẋ(ẋ− ˙̂x) dt ≥ 0 ⇐⇒

t1∫
t0

f(t, ẋ) dt−
t1∫

t0

f(t, ˙̂x) dt−
t1∫

t0

f̂ẋ d(x− x̂) ≥ 0
d
dt
f̂ẋ=a
⇐⇒

t1∫
t0

f(t, ẋ) dt−
t1∫

t0

f(t, ˙̂x) dt− f̂ẋ(x− x̂)

∣∣∣∣t1
t0

+

t1∫
t0

a(x− x̂) dt ≥ 0.

Свободные члены при интегрировании по частям обращаются
в ноль, поскольку x(t0) = x̂(t0), x(t1) = x̂(t1). Поэтому

t1∫
t0

(
f(t, ẋ) + ax

)
dt ≥

t1∫
t0

(
f(t, ˙̂x) + ax̂

)
dt ⇐⇒ J(x) ≥ J(x̂).

Следовательно, x̂ ∈ absminP ′.

10T ⊂ [t0; t1] — множество точек непрерывности функции ˙̂x.
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Пример (гармонический осциллятор).

t1∫
t0

(ẋ2 − x2) dt→ min; x(t0) = x(t1) = 0 (0 < t0 < t1 < π).

Решение. Уравнение Эйлера ẍ + x = 0. Экстремали этого
функционала имеют вид x(t) = C1 sin t + C2 cos t. Допусти-
мая экстремаль x̂(t) ≡ 0. Совокупность экстремалей x(t, λ) =
λ sin t есть центральное поле экстремалей с центром в точке
(0, 0), включающее, в частности, экстремаль x̂ при λ = 0, по-
крывающее полосу 0 < t < π.

x̂ ≡ 0

Найдём экстремаль поля, проходящую через точку (τ, ξ)
(0 < τ < π):

x(τ, λ)=ξ ⇔ λ sin τ=ξ ⇔ λ =
ξ

sin τ
⇒ x(t, λ(τ, ξ)) =

ξ

sin τ
sin t.

Функция наклона поля

u(τ, ξ) =
d

dt
x(t, λ(τ, ξ))

∣∣∣
t=τ

=
d

dt

ξ

sin τ
sin t

∣∣∣
t=τ

= ξ ctg τ.

По основной формуле Вейерштрасса для любой допусти-
мой функции x и функции наклона поля u(t, x(t)) = x(t) ctg t

J(x)− J(x̂) =

t1∫
t0

E
(
t, x, u(t, x), ẋ

)
dt =
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=

t1∫
t0

(
L(t, x, ẋ)−L(t, x, u(t, x))−Lẋ(t, x, u(t, x))

(
ẋ−u(t, x)

))
dt=

=

t1∫
t0

(
(ẋ2 − x2)− (u2 − x2)− 2u(ẋ− u)

)
dt =

=

t1∫
t0

(
ẋ2 − 2uẋ+ u2

)
dt =

t1∫
t0

(ẋ− u)2 dt =

t1∫
t0

(ẋ− x ctg t)2 dt ≥ 0.

Поэтому x̂ ∈ absmin.
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1.5.6 Представление квадратичного функционала

В Главе 5 п. 1.3 было показано, что необходимым условием
2-го порядка слабого локального минимума является выпол-
нения неравенства (5.1):

J ′′(x̂)[h, h] =

t1∫
t0

(
L̂ẋẋḣ

2+2L̂xẋḣh+L̂xxh
2
)
dt ≥ 0 ∀ h∈C1

0 ([t0; t1]).

Поэтому важную роль при выводе необходимых и достаточ-
ных условий экстремума играет задача об оценке квадратич-
ного функционала

K(h)=

t1∫
t0

(
L̂ẋẋḣ

2+2L̂xẋḣh+L̂xxh
2
)
dt=

t1∫
t0

(Aḣ2 + 2Bḣh+ Ch2︸ ︷︷ ︸
L̃

) dt,

считаем, что A(·), B(·) ∈ C1([t0; t1]), C(·) ∈ C([t0; t1]).

Поскольку интегрант L̃ является квадратичным, то урав-
нение Якоби совпадает с уравнением Эйлера

− d

dt
(Au̇+Bu) +Bu̇+ Cu = 0. (Э-Я)

Лемма 2. Пусть для интегранта L̃ функционала K выпол-
няется усиленное условие Лежандра (A(t) ̸= 0 для любого
t ∈ [t0; t1]) и условие Якоби (на интервале (t0; t1) нет точек
сопряженных с t0). Тогда функционал K представим в виде

t1∫
t0

(Aḣ2+2Bḣh+Ch2) dt =

t1∫
t0

A

(
ḣ− u̇

u
h

)2

dt ∀ h(·) ∈ C1
0 ([t0; t1]),

где u(·) — любое решение уравнения Якоби для интегранта L̃
с начальным условием u(t0) = 0, u̇(t0) ̸= 0.
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Доказательство. По условию существует решение u(·) урав-
нения Эйлера–Якоби с начальными условиями u(t0) = 0,
u̇(t0) = 1, не имеющее нулей на интервале (t0; t1). Как ре-
шение однородного линейного дифференциального уравне-
ния 2-го порядка с непрерывными коэффициентами функция
u(·) ∈ C2([t0; t1]), а любое решение с условиями u(t0) = 0,
u̇(t0) ̸= 0 ему пропорционально. Поэтому представление до-
статочно доказать для одной функции u(·).

Сведём выражение в правой части равенства к левой.

t1∫
t0

A

(
ḣ− u̇

u
h

)2

dt =

t1∫
t0

(
Aḣ2 +

Au̇2

u2
h2
)
dt−

t1∫
t0

2
Au̇

u
ḣh dt =

=

t1∫
t0

(
Aḣ2 +

Au̇2

u2
h2
)
dt−

t1∫
t0

Au̇

u
dh2 =

(возьмем последний интеграл по частям)

=

t1∫
t0

(
Aḣ2 +

Au̇2

u2
h2
)
dt− Au̇

u
h2
∣∣∣∣t1
t0

+

t1∫
t0

h2d

(
Au̇

u

)
=

(Свободные члены при интегрировании по частям обраща-
ются в ноль, поскольку функция h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1]), а u(·) ∈
C2([t0; t1]) имеет однократный нуль в точке t0 и быть может
еще в точке t1. Далее берем дифференциал частного.)

=

t1∫
t0

(
Aḣ2 +

Au̇2

u2
h2
)
dt+

t1∫
t0

(Au̇)
·
u−Au̇u̇

u2
h2 dt =

=

t1∫
t0

(
Aḣ2+

Au̇2+(Au̇)
·
u−Au̇2

u2
h2
)
dt =

t1∫
t0

(
Aḣ2+

(Au̇)
·

u
h2
)
dt =
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(из уравнения Эйлера–Якоби −(Au̇ + Bu)· + Bu̇ + Cu = 0

выразим (Au̇)
·
= −(Bu)

·
+Bu̇+Cu = −Ḃu−Bu̇+Bu̇+Cu =

= −Ḃu + Cu = (−Ḃ + C)u и подставим в подынтегральное
выражение)

=

t1∫
t0

(
Aḣ2− Ḃh2+Ch2

)
dt =

t1∫
t0

(
Aḣ2+2Bḣh+Ch2

)
dt = K(h),

так как
t1∫

t0

(
−Ḃh2)dt = −

t1∫
t0

h2dB = −h2B
∣∣∣∣t1
t0

+

t1∫
t0

B dh2
h(t1)=0
h(t0)=0
=

t1∫
t0

2Bḣh dt.
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Лемма 3. Пусть для интегранта L̃ функционала K выпол-
няется усиленное условие Лежандра (A(t) > 0 для любого
t ∈ [t0; t1]) и усиленное условие Якоби (на полуинтервале
(t0; t1] нет точек сопряженных с t0). Тогда существует по-
ложительная константа α > 0 такая, что

K(h) =

t1∫
t0

(Aḣ2+2Bḣh+Ch2) dt ≥ α

t1∫
t0

ḣ2dt ∀ h(·) ∈ C1
0 ([t0; t1]).

Доказательство. Пусть u(·) — решение уравнения Якоби с
начальными условиями u(t0) = 0, u̇(t0) = 1. Для любого
0 < α < min

t∈[t0; t1]
A(t) функция Aα(t) = A(t) − α положитель-

на на отрезке [t0; t1]. Поэтому выполняется усиленное усло-
вие Лежандра для интегранта L̃α = Aαḣ

2 + 2Bḣh+Ch2. Для
таких α рассмотрим решение уравнения Якоби для этого ин-
тегранта с начальным условием uα(t0) = 0, u̇α(t0) = 1.

По теореме о непрерывной зависимости решения диффе-
ренциального уравнения от параметров получаем, что uα(·) →
u(·) при α → +0 в пространстве C([t0; t1]). Тогда для доста-
точно малых α > 0 функции uα(t) > 0 ∀ t ∈ (t0; t1], т. е. также
выполняется усиленное условие Якоби для интегранта L̃α.
По Лемме 2 для любого h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1])

Kα(h) :=

t1∫
t0

(
Aαḣ

2 + 2Bḣh+ Ch2
)
dt =

t1∫
t0

Aα

(
ḣ− u̇α

uα
h

)2

dt ≥ 0.

Поскольку A(t) = Aα(t) + α, то

K(h)=

t1∫
t0

(
Aḣ2+2Bḣh+Ch2

)
dt=

t1∫
t0

(
(Aα+α)ḣ

2+2Bḣh+Ch2
)
dt =

= Kα(h) + α

t1∫
t0

ḣ2dt ≥ α

t1∫
t0

ḣ2dt.
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Гармонический осциллятор

Вернемся к задаче о гармоническом осцилляторе и посмот-
рим, какое получается неравенство из Леммы 1. Возьмём
функцию u(·), для которой u(t0) = 0, u̇(t0) ̸= 0, не имею-
щую нулей на интервале (t0; t1), например,

u(t) = sin
π(t− t0)

t1 − t0
. Для нее

u̇

u
=

π

t1 − t0
ctg

π(t− t0)

t1 − t0
.

Функция u(·) удовлетворяет дифференциальному уравнению

ü+
( π

t1 − t0

)2
u = 0.

Это уравнение является уравнением Эйлера–Якоби интегран-

та L = ḣ2 −
( π

t1 − t0

)2
h2.

По Лемме 2 для любой функции h(·) ∈ C1
0 ([t0; t1])

t1∫
t0

(
ḣ2 −

( π

t1 − t0

)2
h2
)
dt =

t1∫
t0

(
ḣ− u̇

u
h

)2

dt =

=

t1∫
t0

(
ḣ− π

t1 − t0
ctg

π(t− t0)

t1 − t0
h

)2

dt ≥ 0.

Следовательно, выполняется неравенство для любой функции
h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1])

t1∫
t0

ḣ2dt ≥ π2

(t1−t0)2

t1∫
t0

h2dt ⇐⇒
t1∫

t0

h2dt ≤ (t1−t0)2

π2

t1∫
t0

ḣ2dt.

(5.7)
В виде неравенства для норм

∥h∥
L2([t0; t1])

≤ t1 − t0
π

∥ḣ∥
L2([t0; t1])

.
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1.5.7 Достаточные условия слабого экстремума

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления,
для определенности, на минимум

J(x(·)) =
t1∫

t0

L (t, x(t), ẋ(t)) dt→ inf; x(t0)=x0, x(t1)=x1. (P )

Пусть x̂(·) ∈ C1([t0; t1]) — некоторая фиксированная до-
пустимая экстремаль, т. е. функция x̂ удовлетворяет урав-
нению Эйлера, которое равносильно выполнению уравнения
J ′(x̂)[h] = 0 ∀ h(·) ∈ C1

0 ([t0; t1]).
Возьмём произвольную допустимую функцию x(·). Тогда

функция h = x − x̂ принадлежит пространству C1
0 ([t0; t1])

(x = x̂+ h). По формуле Тейлора

J(x) = J(x̂+h) = J(x̂)+J ′(x̂)[h]+
1

2
J ′′(x̂)[h, h]+o

(
∥h∥2C1([t0; t1])

)
.

Достаточным условием локального минимума на допустимой
экстремали x̂ для задачи с ограничением типа равенства в ба-
наховых пространствах согласно теореме является выполне-
ние следующего неравенства на пространстве C1

0 ([t0; t1]) при
некотором α > 0

J ′′(x̂)[h, h] ≥ α∥h∥2C1([t0; t1])
⇐⇒

t1∫
t0

(
L̂ẋẋḣ

2+2L̂xẋḣh+L̂xxh
2
)
dt ≥ α

(
max

t∈[t0; t1]
|ḣ(t)|+ max

t∈[t0; t1]
|h(t)|

)2
.

Теорема 1.7. Пусть функция x̂ ∈ C2([t0; t1],Rn) — допусти-
мая экстремаль в задаче (P ), интегрант L трижды непре-
рывно дифференцируем в некоторой окрестности расширен-
ного графика Γx̂ ˙̂x, на x̂ выполнены усиленные условия Ле-
жандра и Якоби. Тогда x̂ ∈ wlocminP .
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Доказательство. Пусть U ∈ O(Γx̂ ˙̂x) — некоторая окрест-
ность расширенного графика Γx̂ ˙̂x. Тогда при достаточно ма-
лом δ0 компакт
K :={(t, x, ẋ) | t ∈ [t0; t1], |x− x̂(t)| ≤ δ0, |ẋ− ˙̂x(t)| ≤ δ0} ⊂ U .
Функции Lẋẋ(t, x, ẋ), Lẋx(t, x, ẋ) и Lxx(t, x, ẋ) равномерно не-
прерывны на K. Следовательно, для любого ε > 0 найдется
0 < δ = δ(ε) < δ0

2 такое, что для любых (t, x, ẋ) ∈ K, для
которых |x− x̂(t)| < δ и |ẋ− ˙̂x(t)| < δ

|Lẋẋ(t, x, ẋ)− L̂ẋẋ(t)| < ε,

|Lẋx(t, x, ẋ)− L̂ẋx(t)| < ε,

|Lxx(t, x, ẋ)− L̂xx(t)| < ε,

⇒


Lẋẋ(t, x, ẋ) > L̂ẋẋ(t)− ε,

Lẋx(t, x, ẋ) > L̂ẋx(t)− ε,

Lxx(t, x, ẋ) > L̂xx(t)− ε.

(1)

Возьмём произвольную допустимую функцию x. Тогда
функция h = x − x̂ принадлежит пространству C1

0 ([t0; t1])
(x = x̂+ h) и пусть ∥x− x̂∥C1([t0; t1]) = ∥h∥C1([t0; t1]) < δ.
По формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа

L(t, x̂+h, ˙̂x+ ḣ) = L̂+L̂ẋḣ+L̂xh+
1

2

(
Lẋẋ(t, x̂+θh, ˙̂x+θḣ)ḣ

2+

+ 2Lẋx(t, x̂+ θh, ˙̂x+ θḣ)ḣh+ Lxx(t, x̂+ θh, ˙̂x+ θḣ)h2
)
≥

(θ = θ(t) ∈ (0; 1))
(1)

≥ L̂+L̂ẋḣ+L̂xh+
1

2

(
L̂ẋẋḣ

2+2L̂ẋxḣh+L̂xxh
2
)
−1

2
ε(ḣ2+2ḣh+h2).

Интегрируя это неравенство с учетом равенства

J ′(x̂)[h] =

t1∫
t0

(L̂ẋḣ+ L̂xh) dt = 0 ∀ h ∈ C1
0 ([t0; t1]),

получаем

J(x)=

t1∫
t0

L(t, x̂+h, ˙̂x+ḣ) dt ≥ J(x̂)+
1

2
K(h)−ε

2

t1∫
t0

(ḣ2+2ḣh+h2)dt.

(2)
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По Лемме 3 существует такое α > 0, что

K(h)=

t1∫
t0

(
L̂ẋẋḣ

2+2L̂xẋḣh+L̂xxh
2
)
dt≥α

t1∫
t0

ḣ2dt ∀ h ∈ C1
0 ([t0; t1]).

Оценим вычитаемый интеграл в правой части неравенства (2).
В силу очевидного неравенства 2ab ≤ a2+ b2 имеем ḣ2+2ḣh+
h2 ≤ 2(ḣ2 + h2). Поэтому, а так же в силу неравенства (5.7)
t1∫
t0

h2dt ≤ (t1−t0)2

π2

t1∫
t0

ḣ2dt ∀ h ∈ C1
0 ([t0; t1]), получим

t1∫
t0

(ḣ2 + 2ḣh+ h2) dt ≤ 2

t1∫
t0

(ḣ2 + h2)dt ≤

≤ 2

t1∫
t0

(
1 +

(t1 − t0)
2

π2

)
ḣ2dt = c

t1∫
t0

ḣ2dt.

Следовательно, из (2)

J(x)− J(x̂) ≥ α− εc

2

t1∫
t0

ḣ2dt ≥ 0

при ε < α
c . Значит, x̂ ∈ wlocminP .
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1.5.8 Квадратично-линейный функционал

Рассмотрим простейшую задачу вариационного исчисления с
квадратично-линейным функционалом

J(x)=

t1∫
t0

(Aẋ2+ 2Cẋx+Bx2+ 2Dx︸ ︷︷ ︸
L

) dt→ extr;
x(t0)=x0,

x(t1)=x1,
(P ′)

где функции A(·), C(·) ∈ C1([t0; t1]), B(·), D(·) ∈ C([t0; t1]),
A(t) ̸= 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Для квадратично-линейного функционала

J ′(x)[h]=

t1∫
t0

(
Lẋḣ+Lxh

)
dt=2

t1∫
t0

(
Aẋḣ+Cxḣ+Cẋh+Bxh+Dh

)
dt,

J ′′(x̂)[h, h] = J ′′[h, h] = 2

t1∫
t0

(Aḣ2 + 2Cḣh+Bh2︸ ︷︷ ︸
L̃

) dt.

Уравнение Эйлера в задаче (P ′)

− d

dt
Lẋ+Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
(Aẋ+Cx)+Cẋ+Bx+D = 0. (Э)

Продифференцировав в уравнении Эйлера по t, получим урав-
нение Эйлера в эквивалентном виде:

− Ȧẋ−Aẍ− Ċx− Cẋ+ Cẋ+Bx+D = 0 ⇐⇒

Aẍ+ Ȧẋ+ (Ċ −B)x−D = 0 ⇐⇒

Aẍ+ Ȧẋ+ Ex−D = 0, (5.8)

где E = Ċ −B.
Интегрант квадратичного функционала L̃ совпадает с квадра-
тичной частью интегранта L. Следовательно, уравнение Яко-
би — уравнение Эйлера для интегранта L̃ — совпадает с од-
нородной частью уравнения Эйлера исходной задачи

− d

dt
L̃ḣ + L̃h = 0 ⇐⇒ − d

dt
(Aḣ+ Ch) + Cḣ+Bh = 0. (Я)
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Аналогично, уравнение Якоби переписывается в эквивалент-
ном виде:

Aḧ+ Ȧḣ+ Eh = 0. (5.9)

Для квадратично-линейных функционалов по формуле Тей-
лора имеет место равенство

J(x+ h) = J(x) + J ′(x)[h] +
1

2
J ′′[h, h].

Если x̂ — допустимая экстремаль в задаче (P ′), то J ′(x̂)[h] = 0
∀ h ∈ C1

0 ([t0; t1]) (необходимое условие 1-го порядка эквива-
лентное уравнению Эйлера см. Глава 3 § 1). Значит, на допу-
стимой экстремали x̂

J(x̂+ h) = J(x̂) +
1

2
J ′′[h, h] ∀ h ∈ C1

0 ([t0; t1]). (∗)

Утверждение 3. a) Если функция x ∈ C1
0 ([t0; t1]) удовле-

творяет уравнению Эйлера (Э), то J(x) =
t1∫
t0

Dxdt.

b) Если функция h ∈ C1
0 ([t0; t1]) удовлетворяет уравнению

Якоби (Я), то J(h) = 2
t1∫
t0

Dhdt, J ′′[h, h] = 0.

Доказательство. a) Пусть функция x ∈ C1
0 ([t0; t1]) удовле-

творяет уравнению Эйлера. Тогда

J(x) =

t1∫
t0

(Aẋ2 + 2Cẋx+Bx2 + 2Dx) dt =

=

t1∫
t0

(Aẋ+ Cx)ẋ dt+

t1∫
t0

(Cẋ+Bx)x dt+ 2

t1∫
t0

Dxdt =

=

t1∫
t0

(Aẋ+ Cx) dx+

t1∫
t0

(Cẋ+Bx)x dt+ 2

t1∫
t0

Dxdt =
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=(Aẋ+Cx)x

∣∣∣∣t1
t0

+

t1∫
t0

(
− d

dt
(Aẋ+Cx)+Cẋ+Bx

)
x dt+2

t1∫
t0

Dxdt

x(t0)=0
x(t1)=0
=

=

t1∫
t0

(
− d

dt
(Aẋ+ Cx)+ Cẋ+Bx+D

)
x dt+

t1∫
t0

Dxdt =

t1∫
t0

Dxdt.

Выражение в скобках под знаком интеграла обращается в
ноль, так как функция x удовлетворяет уравнению Эйлера.

b) Пусть функция h ∈ C1
0 ([t0; t1]) удовлетворяет уравне-

нию Якоби. Тогда из предыдущего равенства

J(h) =

t1∫
t0

(
− d

dt
(Aḣ+Ch)+Cḣ+Bh

)
h dt+2

t1∫
t0

Dhdt = 2

t1∫
t0

Dhdt.

Выражение в скобках под знаком интеграла обращается в
ноль, так как функция h удовлетворяет уравнению Якоби.

Вторая производная функционала:

1

2
J ′′[h, h] =

t1∫
t0

(Aḣ2 + 2Cḣh+Bh2) dt =

=

t1∫
t0

(Aḣ2 + 2Cḣh+Bh2 + 2Dh) dt− 2

t1∫
t0

Dhdt =

= J(h)− 2

t1∫
t0

Dhdt = 0 =⇒ J ′′[h, h] = 0.
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Утверждение 4. Пусть функция h удовлетворяет урав-
нению Якоби (5.9), h(t) ̸= 0 ∀ t ∈ (t0, t1), функция x ∈
C2([t0; t1]). Тогда функция x удовлетворяет уравнению Эйле-
ра (5.8) тогда и только тогда, когда определитель Вронского

w(t) =

∣∣∣∣h(t) x(t)

ḣ(t) ẋ(t)

∣∣∣∣ = h(t)ẋ(t)− ḣ(t)x(t)

удовлетворяет дифференциальному уравнению

(Aw)
.
= Dh. (5.10)

Доказательство. Преобразуем левую часть уравнения (5.10),
продифференцировав определитель Вронского по t,

(Aw)
.
=
(
A(hẋ− ḣx)

).
=
(
Ahẋ−Aḣx

).
=

= Ȧhẋ+Aḣẋ+Ahẍ− Ȧḣx−Aḧx−Aḣẋ =

= Ȧhẋ+Ahẍ− Ȧḣx−Aḧx. (5.11)

Необходимость. Пусть функция x удовлетворяет уравне-
нию Эйлера (5.8). Покажем, что тогда выполняется уравнение
(Aw)

.
= Dh. Имеем

(Aw)
. (5.11)

= Ȧhẋ+Ahẍ− Ȧḣx−Aḧx =(
подставим из уравнений (5.8) Aẍ = −Ȧẋ− Ex+D,

(5.9) Aḧ = −Ȧḣ− Eh,

)
= Ȧhẋ+ h(−Ȧẋ− Ex+D)− Ȧḣx− (−Ȧḣ− Eh)x = Dh.

Достаточность. Пусть функция x удовлетворяет уравне-
нию (Aw)

.
= Dh. Докажем, что тогда x удовлетворяет урав-

нению Эйлера (5.8). Имеем

(Aw)
.
= Dh

(5.11)⇐⇒ Ȧhẋ+Ahẍ− Ȧḣx−Aḧx = Dh

(подставим из уравнения (5.9) Aḧ = −Ȧḣ− Eh)
Ȧhẋ+Ahẍ−Ȧḣx+Ȧḣx+Ehx=Dh ⇐⇒ (Aẍ+Ȧẋ+Ex−D)h=0.

Поскольку h(t) ̸= 0 ∀ t ∈ (t0, t1), то Aẍ + Ȧẋ + Ex − D = 0,
т. е. функция x удовлетворяет уравнению (5.8).
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Теорема 1.8. Пусть уравнение Якоби (5.9) имеет решение
h с граничными условиями h(t0) = h(t1) = 0, не имеющее
других нулей на интервале (t0, t1).

Тогда решение уравнения Эйлера (5.8) с граничными усло-
виями x(t0) = x0, x(t1) = x1 существует11 тогда и только
тогда, когда выполнено условие

G := A(t1)ḣ(t1)x1 −A(t0)ḣ(t0)x0 + D̂ = 0, (G2)

где D̂ :=
t1∫
t0

Dhdt.

Доказательство. Необходимость. Пусть существует реше-
ние уравнения Эйлера (5.8) x с заданными граничными усло-
виями x(t0) = x0, x(t1) = x1. Покажем, что тогда выполняется
условие G = 0. Выпишем определитель Вронского для функ-
ций h и x:

w =

∣∣∣∣h x

ḣ ẋ

∣∣∣∣ = hẋ− ḣx.

По Утверждению 4 если функция h удовлетворяет уравнению
Якоби (5.9), а функция x удовлетворяет уравнению Эйлера
(5.8), то для пары h и x определитель Вронского удовлетво-
ряет уравнению (5.10):

(Aw)
.
= Dh.

Проинтегрируем обе части этого уравнения:
t1∫

t0

(Aw)
.
dt =

t1∫
t0

Dhdt ⇐⇒ A(t1)w(t1)−A(t0)w(t0) = D̂ ⇐⇒

A(t1)
(
h(t1)ẋ(t1)− ḣ(t1)x(t1)

)
−A(t0)

(
h(t0)ẋ(t0)− ḣ(t0)x(t0)

)
= D̂

h(t0)=h(t1)=0⇐⇒ A(t1)ḣ(t1)x1 −A(t0)ḣ(t0)x0 + D̂ = 0.
11Поскольку к фиксированному решению x̂(·) можно прибавить функ-

цию Ch(·), C ∈ R, не изменяющую граничные условия функции x(·), то
все функции вида x̂(·) +Ch(·) также будут являться решениями уравне-
ния Эйлера с заданными граничными условиями.
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Достаточность. Пусть для чисел x0, x1 выполняется условие
G = 0. Надо показать, что существует решение уравнения
Эйлера (5.8) с граничными условиями x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Возьмём функцию w, удовлетворяющую уравнению (5.10):

(Aw)
.
=Dh ⇐⇒ Aw=

t∫
t0

Dhds+C ⇐⇒ w =

t∫
t0

Dhds+ C

A
. (w)

Функция w удовлетворяет уравнению (5.10) для любого C ∈ R
(константу C выберем позже). Найдём функцию x, для кото-
рой определитель Вронского пары h, x совпадает с w. Тогда
функция x в силу Утверждения 4 будет удовлетворять урав-
нению (5.8).

Имеем:

hẋ− ḣx = w ⇐⇒ hẋ− ḣx

h2
=
w

h2
⇐⇒

(x
h

).
=
w

h2
.

Проинтегрируем обе части последнего уравнения:

x

h
=

t∫
t0

w(τ)

h2(τ)
dτ + C ′ ⇐⇒ x = h

t∫
t0

w(τ)

h2(τ)
dτ + C ′h.

Выберем константу C, чтобы у функции x были заданные
граничные условия. Поскольку у функции h нулевые гранич-
ные условия и не влияют на граничные условия функции x,
то для простоты записи возьмём C ′ = 0. Перейдем к пределу
в последнем равенстве при t → t0 и при t → t1, используя
правило Лопиталя и учитывая, что h(t0) = h(t1) = 0:

x(t0) = lim
t→t0

h(t)

t∫
t0

w(τ)

h2(τ)
dτ = lim

t→t0

t∫
t0

w(τ)

h2(τ)
dτ

1

h(t)

=
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= lim
t→t0

w(t)

h2(t)

−
ḣ(t)

h2(t)

= −w(t0)
ḣ(t0)

= − C

A(t0)ḣ(t0)
= x0

(
w(t0)

(w)
=

t0∫
t0

Dhds+C

A(t0)
=

C

A(t0)

)
при C = −A(t0)ḣ(t0)x0;

x(t1) = lim
t→t1

h(t)

t∫
t0

w(τ)

h2(τ)
dτ = lim

t→t1

t∫
t0

w(τ)

h2(τ)
dτ

1

h(t)

= lim
t→t1

w(t)

h2(t)

− ḣ(t)

h2(t)

=

= −w(t1)
ḣ(t1)

(w)
= −

t1∫
t0

Dhds+ C

A(t1)ḣ(t1)
= −D̂ −A(t0)ḣ(t0)x0

A(t1)ḣ(t1)
= x1

в силу выполнения соотношения (G2):

A(t1)ḣ(t1)x1 −A(t0)ḣ(t0)x0 + D̂ = 0.

Значит, построенная функция x(·) удовлетворяет уравне-
нию (5.8) и имеет заданные граничные условия.
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Теорема 1.9. Пусть A,C ∈ C1([t0; t1]), B,D ∈ C([t0; t1]),
выполнено усиленное условие Лежандра на минимум. Тогда

a) если выполнено усиленное условие Якоби, то допусти-
мая экстремаль x̂ существует, единственна и доставляет
абсолютный минимум;

b) если выполнено условие Якоби и допустимая экстре-
маль существует, то она доставляет абсолютный мини-
мум в задаче;

c) если выполнено условие Якоби, но не выполнено усилен-
ное условие Якоби и допустимая экстремаль не существует,
то Sabsmin = −∞;

d) если не выполнено условие Якоби, то Sabsmin = −∞.
Если при этом существует допустимая экстремаль x̂, то
x̂ /∈ wlocminP1.

Доказательство. a) Существование допустимой экстремали.
Пусть выполнено усиленное условие Якоби. Тогда по Утвер-
ждению 1 п. 1.3 для любых h0, h1 ∈ R существует и един-
ственно решение уравнения Якоби h, для которого h(t0) = h0,
h(t1) = h1. Значения h0 и h1 подберём позже.

Возьмём произвольное решение x̃ уравнения Эйлера, на-
пример с заданными граничными условиями в форме Коши
x̃(t0) = 0, ˙̃x(t0) = 1.

Подставим функцию x = x̃+ h в уравнение Эйлера:

− d

dt
(Aẋ+ Cx) + Cẋ+Bx+D = 0.

В силу линейности однородной части уравнение перепишется
в виде:

− d

dt
(A ˙̃x+ Cx̃) + C ˙̃x+Bx̃+D − d

dt
(Aḣ+ Ch) + Cḣ+Bh = 0.

Уравнение Эйлера для функции x = x̃ + h выполняется, так
как x̃ удовлетворяет уравнению Эйлера, а h удовлетворяет
уравнению Якоби. Тогда x(t0) = x̃(t0) + h0 = h0 = x0 при
h0 := x0, x(t1) = x̃(t1) + h1 = x1 при h1 := x1 − x̃(t1).



201

Единственность. Если существует другая допустимая экс-
тремаль x ∈ DE(P ′), x ̸= x̂, то h = x − x̂ ̸≡ 0 тоже является
решением уравнения Якоби с условиями h(t0) = h(t1) = 0, что
противоречит выполнению усиленного условия Якоби.

Докажем, что x̂ ∈ absminP ′. Возьмём произвольную допу-
стимую функцию x. Тогда функция h = x − x̂ (⇔ x = x̂ + h)
принадлежит пространству C1

0 ([t0; t1]).
Для квадратичного функционала в задаче на экстремали x̂

J(x)− J(x̂) =
1

2
J ′′[h, h].

По Лемме 2 при выполнении усиленного условия Лежандра и
условия Якоби

J ′′[h, h] = K(h) =

t1∫
t0

A

(
ḣ− u̇

u
h

)2

dt ≥ 0,

где u(·) — любое решение уравнения Якоби с начальным усло-
вием u(t0) = 0, u̇(t0) ̸= 0.

Следовательно, J(x)− J(x̂) ≥ 0, и допустимая экстремаль
x̂ доставляет в задаче абсолютный минимум.

b) В пункте a) для доказательства того, что x̂ ∈ absminP ′

мы пользовались только существованием допустимой экстре-
мали и выполнением условия Якоби. Поэтому существование
допустимой экстремали и выполнение условия Якоби доста-
точно для того, чтобы допустимая экстремаль x̂ доставляла
в задаче абсолютный минимум.
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c) Пусть выполнено условие Якоби, но не выполнено уси-
ленное условие Якоби. Это означает, что существует решение
уравнения Якоби h, для которого h(t0) = h(t1) = 0. Отметим,
что функция h на интервале (t0, t1) больше в ноль не обраща-
ется. Кроме того, по Утверждению 3 J ′′[h, h] = 0.
Возьмём произвольную допустимую функцию x ∈ C1([t0; t1]),
x(t0) = x0, x(t1) = x1, например, линейную функцию. Тогда
функция x+ h будет также допустимой.

Следовательно, для квадратично-линейного функционала

J(x) =
t1∫
t0

(
Aẋ2 + 2Cẋx+Bx2 + 2Dx

)
dt по формуле Тейлора

J(x+ h)− J(x) = J ′(x)[h] +
1

2
J ′′[h, h]

J ′′[h,h]=0
=

= J ′(x)[h] = 2

t1∫
t0

(
Aẋḣ+ Cẋh+ Cxḣ+Bxh+Dh

)
dt =

= 2

t1∫
t0

(
(Aḣ+ Ch)ẋ+ (Cḣ+Bh)x

)
dt+ 2

t1∫
t0

Dhdt =

= 2

t1∫
t0

(
Aḣ+ Ch

)
dx+ 2

t1∫
t0

(
Cḣ+Bh

)
x dt+ 2

t1∫
t0

Dhdt =

=2(Aḣ+Ch)x

∣∣∣∣t1
t0

+2

t1∫
t0

(
− d

dt

(
Aḣ+Ch)+Cḣ+Bh

)
x dt+2

t1∫
t0

Dhdt=

= 2

(
A(t1)ḣ(t1)x1 −A(t0)ḣ(t0)x0 +

t1∫
t0

Dhdt

)
=:2G.

После интегрирования по частям интеграл равен нулю, по-
скольку выражение в скобках под знаком интеграла обраща-
ется в ноль, так как функция h удовлетворяет уравнению Эй-
лера. При переходе использовали также, что h(t1) = h(t0) = 0,
x(t1) = x1, x(t0) = x0.

Следовательно, J(x + λh) = J(x) + 2λG. По условию до-
пустимая экстремаль не существует. Тогда по Теореме 1.8
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G ̸= 0. Поэтому J(x + λh) → −∞ при λ → +∞ или −∞,
т. е. Sabsmin = −∞.

d) Предположим, что не выполнено условие Якоби. Так
как условие Якоби является необходимым условием слабого
локального минимума, то x̂ /∈ wlocminP ′.

Докажем, что при этом Sabsmin = −∞.
Функция h ≡ 0 не доставляет абсолютный минимум в задаче

J ′′[h, h] = 2

t1∫
t0

(
Aḣ2+2Cḣh+Bh2

)
dt→ min;

h(t0) = 0,

h(t1) = 0,
(P ′′)

(если h ≡ 0 ∈ absminP ′′, то по теореме о необходимых усло-
виях слабого минимума выполнено условие Якоби). Значит,
SabsminP ′′ < 0. Поэтому существует функция h ∈ C1

0 ([t0; t1])
такая, что J ′′[h, h] < 0. Возьмём произвольную допустимую в
задаче (P ′) функцию x, например, линейную функцию. Тогда
x+ λh также допустимая функция и по формуле Тейлора

J(x+ λh) = J(x) + λJ ′(x)[h] +
1

2
λ2J ′′[h, h] → −∞

при λ→ +∞, т. е. SabsminP ′ = −∞.
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Примеры

Пример 1. J(x(·)) =
1∫

0

ẋ3 dt→ min; x(0) = 0, x(1) = 1.

Исследуем с помощью условий 2-го порядка задачу, рассмот-
ренную нами в п. 1.2. Мы выяснили ранее, что имеется един-
ственная допустимая экстремаль x̂ = t, доставляющая сла-
бый локальный минимум в задаче и не доставляющая силь-
ного. При этом нами была построена последовательность до-
пустимых (в задаче на сильный экстремум) функций xn(·) ∈
PC1([0; 1]), xn(·) → x̂(·) в метрике пространства C([0; 1]),
для которой J(xn(·)) → −∞ при n→ ∞.

Поскольку L̂ẋẋ(t) = 6 ˙̂x(t) = 6 > 0 ∀ t ∈ [0; 1], то выполня-
ется усиленное условие Лежандра на минимум.

Выпишем уравнение Якоби, которое является уравнением
Эйлера по h для интегранта L̃ = L̂ẋẋḣ

2+2L̂ẋxḣh+L̂xxh
2 = 6ḣ2:

− d

dt
L̃ḣ(t) + L̃h(t) = 0 ⇐⇒ − d

dt
12ḣ = 0 ⇐⇒ ḧ = 0.

Общее решение уравнения Якоби: h = C1t + C2. Начальным
условиям h(0) = 0, ḣ(0) = 1, удовлетворяет функция ĥ(t) = t.
Эта функция не имеет нулей в полуинтервале (0; 1]. Значит,
сопряженных точек нет, и стало быть выполнено усиленное
условие Якоби. По Теореме 1.7 выполнено достаточное усло-
вие слабого локального минимума, значит, x̂ ∈ wlocmin.

Функция L = ẋ3 не выпукла по ẋ, значит, достаточное
условие сильного минимума не выполняется. Проверим необ-
ходимое условие — условие Вейерштрасса:

E(t, x̂, ˙̂x, u) = L(t, x̂, u)− L(t, x̂, ˙̂x)− L̂ẋ(t)(u− ˙̂x) =

= u3 − ˙̂x
3 − 3 ˙̂x

2
(u− ˙̂x) =

= u3 − 1− 3(u− 1) ≥ 0 (?) ∀ u ∈ R, ∀ t ∈ [0; 1].

Оно не выполняется. Так как не выполняется необходимое
условие, то функция x̂ ̸∈ strlocmin.
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Ответ. x̂ = t ∈ wlocmin, x̂ ̸∈ strlocmin, Sabsmin = −∞.



206

Пример 2. J(x(·)) =

3π
2∫

0

(ẋ2−x2) dt→ min; x(0) = x
(3π

2

)
= 0.

Исследуем с помощью условий 2-го порядка задачу, рассмот-
ренную нами в Главе 3 п. 1.6 (пример 2). Уравнение Эйлера:
ẍ+ x = 0.

Мы выяснили ранее, что в задаче имеется единственная
допустимая экстремаль x̂ = 0, не доставляющая даже слабого
локального минимума в задаче. При этом нами была постро-
ена последовательность допустимых функций xλ(t) = λ sin 2t

3 ,
xλ(·) → x̂(·) в метрике пространства C1([0; 1]) при λ→ 0, для
которых J(xλ(·)) < 0 = J(x̂(·)) и Sabsmin = −∞.

Поскольку L̂ẋẋ(t) = 2 > 0 ∀ t ∈
[
0; 3π

2

]
, то выполняется

усиленное условие Лежандра на минимум.
Выпишем уравнение Якоби, которое является уравнением

Эйлера по h для интегранта
L̃ = L̂ẋẋḣ

2 + 2L̂ẋxḣh+ L̂xxh
2 = 2ḣ2 − 2h2 :

− d

dt
L̃ḣ(t)+L̃h(t) = 0 ⇐⇒ ḧ+h = 0 ⇐⇒ h = C1 sin t+C2 cos t.

Начальным условиям h(0) = 0, ḣ(0) = 1, удовлетворяет функ-
ция ĥ(t) = sin t. Эта функция в интервале

(
0; 3π

2

)
обращается

в ноль в точке τ = π. Таким образом, в интервале
(
0; 3π

2

)
имеется сопряженная точка, и стало быть не выполнено необ-
ходимое условие Якоби слабого локального минимума, зна-
чит, допустимая экстремаль x̂ не доставляет в задаче слабый
минимум, и тем более не доставляет сильный минимум.

По теореме о необходимых и достаточных условиях экстре-
мума в простейшей задаче вариационного исчисления с квад-
ратичным функционалом из того, что не выполнено условие
Якоби, будет следовать, что абсолютный минимум в задаче
равен −∞.
Ответ. Единственная допустимая экстремаль x̂=0 ̸∈wlocmin
и, тем более, x̂ ̸∈strlocmin, Sabsmin = −∞.
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Пример 3 (простейшая векторная задача ВИ, в которой
допустимая экстремаль единственна и доставляет сильный
экстремум).

J(x(·)) = J(x1(·), x2(·)) =
1∫

0

(ẋ21 + ẋ22 + 2x1x2) dt→ min;

x1(0) = 0, x2(0) = 0, x1(1) = sin 1, x2(1) = − sin 1.

Необходимое условие 1-го порядка экстремума — система
уравнений Эйлера:{

− d
dtLẋ1 + Lx1 = 0,

− d
dtLẋ2 + Lx2 = 0,

⇐⇒
{
ẍ1 = x2,

ẍ2 = x1,
⇒ x

(4)
1 = x1.

Последнему дифференциальному уравнению 4-ого порядка
соответствует характеристическое уравнение k4 = 1. Его кор-
ни k1,2 = ±1, k3,4 = ±i. Поэтому общее решение дифферен-
циального уравнения x1 = C1 sh t+C2 ch t+C3 sin t+C4 cos t.
Тогда x2 = ẍ1 = C1 sh t+C2 ch t−C3 sin t−C4 cos t. Из началь-
ных условий находим неизвестные константы C1, C2, C3, C4:{
x1(0)=C2+ C4 = 0,

x2(0)=C2− C4 = 0,
⇒
{
C2 = 0,

C4 = 0,
⇒
{
x1=C1 sh t+ C3 sin t,

x2=C1 sh t− C3 sin t,{
x1(1) = C1 sh 1 + C3 sin 1 = sin 1,

x2(1) = C1 sh 1− C3 sin 1 = − sin 1,
⇒
{
C1 = 0,

C3 = 1.

Единственная допустимая экстремаль x̂1 = sin t, x̂2 = − sin t.
Условия экстремума 2-го порядка.

Условие Лежандра. L̂ẋẋ =

(
L̂ẋ1ẋ1 L̂ẋ1ẋ2

L̂ẋ2ẋ1 L̂ẋ2ẋ2

)
=

(
2 0
0 2

)
.

Эта матрица положительно определена, следовательно, вы-
полняется усиленное условие Лежандра на минимум.

Условие Якоби.

L̂ẋx =

(
L̂ẋ1x1 L̂ẋ1x2

L̂ẋ2x1 L̂ẋ2x2

)
=

(
0 0
0 0

)
=

(
L̂x1ẋ1 L̂x1ẋ2

L̂x2ẋ1 L̂x2ẋ2

)
= L̂xẋ,
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L̂xx =

(
L̂x1x1 L̂x1x2

L̂x2x1 L̂x2x2

)
=

(
0 2
2 0

)
.

Квадратичный интегрант

L̃(t, h, ḣ) = ⟨L̂ẋẋḣ, ḣ⟩+ 2⟨L̂xẋḣ, h⟩+ ⟨L̂xxh, h⟩ =〈(
2 0
0 2

)(
ḣ1
ḣ2

)
,

(
ḣ1
ḣ2

)〉
+

〈(
0 2
2 0

)(
h1
h2

)
,

(
h1
h2

)〉
=

= 2ḣ21 + 2ḣ22 + 4h1h2 = 2L(t, h, ḣ).

Отметим, что для квадратичного функционала всегда L̃ = 2L.
Система уравнений Якоби (система уравнений Эйлера для

квадратичного интегранта L̃):{
ḧ1 = h2,

ḧ2 = h1,
⇒ h

(4)
1 = h1.

Найдём фундаментальную систему решений уравнения Яко-
би со столбцами — решениями уравнения Якоби — матрицу

H(t) =
(
h1(t)h2(t)

)
=

(
h11(t) h21(t)
h12(t) h22(t)

)
такую, что

H(0) =

(
0 0
0 0

)
— нулевая матрица, Ḣ(0) =

(
1 0
0 1

)
— еди-

ничная матрица. Для векторов

h1(t) =

(
h11(t)
h12(t)

)
=

(
C1 sh t+ C2 ch t+ C3 sin t+ C4 cos t
C1 sh t+ C2 ch t− C3 sin t− C4 cos t

)
,

ḣ1(t) =

(
C1 ch t+ C2 sh t+ C3 cos t− C4 sin t
C1 ch t+ C2 sh t− C3 cos t+ C4 sin t

)
,

должны выполняться граничные условия
h11(0) = C2 + C4 = 0,

h12(0) = C2 − C4 = 0,

ḣ11(0) = C1 + C3 = 1,

ḣ12(0) = C1 − C3 = 0,

⇔


C1 =

1
2 ,

C2 = 0,

C3 =
1
2 ,

C4 = 0.

Отсюда h1(t) =
(

sh t+sin t
2

sh t−sin t
2

)
. Аналогично, h2(t) =

(
sh t−sin t

2
sh t+sin t

2

)
.
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Сопряженные точки являются корнями уравнения

detH(τ) = 0 ⇐⇒ det

(
sh τ+sin τ

2
sh τ−sin τ

2
sh τ−sin τ

2
sh τ+sin τ

2

)
= 0 ⇐⇒

(sh τ + sin τ)2 − (sh τ − sin τ)2 = 0 ⇐⇒ sh τ sin τ = 0.

Отсюда τ = kπ, k ∈ N. Первая точка сопряженная с нулём
есть π. На полуинтервале (0; 1] нет сопряженных точек, сле-
довательно, выполняется усиленное условие Якоби. По Теоре-
ме 1.7 п. 1.5.7 вектор x̂ = (x̂1, x̂2) = (sin t,− sin t) ∈ wlocmin.

Условие Вейерштрасса — необходимое условие сильного
минимума — выполняется:

E(t, x̂, ˙̂x, u) def
= L(t, x̂, u)− L(t, x̂, ˙̂x)−

〈
Lẋ(t, x̂, ˙̂x), u− ˙̂x

〉
=

= u21 + u22 +2x̂1x̂2 − ˙̂x
2

1 − ˙̂x
2

2 − 2x̂1x̂2 −
〈(

2 ˙̂x1
2 ˙̂x2

)
,

(
u1 − ˙̂x1
u2 − ˙̂x2

)〉
=

= u21 + u22 − ˙̂x
2

1 − ˙̂x
2

2 − 2 ˙̂x1(u1 − ˙̂x1)− 2 ˙̂x2(u2 − ˙̂x2) =

= (u1 − ˙̂x1)
2 + (u2 − ˙̂x2)

2 ≥ 0 ∀ (u1, u2) ∈ R2, ∀ t ∈ [0; 1].

Выпуклость интегранта по ẋ. Функция L(t, x, ẋ) = ẋ21 +

ẋ22 + 2x1x2 выпукла по ẋ, так как L̂ẋẋ =

(
2 0
0 2

)
— положи-

тельно определенная матрица для любых (t, x) ∈ R3. По Тео-
реме 1.5 п. 1.5.5 вектор x̂ = (x̂1, x̂2) ∈ strlocmin. (Отметим, что
из условия выпуклости интегранта L по ẋ следует выполнение
условия Вейерштрасса.)

Если воспользоваться Теоремой 1.9 п. а) для квадратич-
ных функционалов, то можно было бы, проверив усиленные
условия Лежандра и Якоби, сразу сказать, что x̂ = (x̂1, x̂2) ∈
absmin (и слабый, и сильный).

Sabsmin = J(x̂) =

1∫
0

(
2 cos2 t− 2 sin2 t

)
dt = 2

1∫
0

cos 2t dt = sin 2.

Ответ. Единственная допустимая экстремаль (sin t,− sin t) ∈
absmin, Sabsmin = sin 2.
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2 Задача Больца

Рассмотрим задачу Больца (для определенности задачу на
минимум) для вектор-функций x(·) = (x1(·), . . . , xn(·))

B(x(·)) =
t1∫

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt+ l(x(t0), x(t1)) → min . (P )

2.1 Сильный и слабый экстремум

Дадим определения слабого и сильного экстремума для зада-
чи Больца.

Определение 6. Говорим, что допустимая функция x̂(·) ∈
C1([t0; t1],Rn) доставляет слабый локальный минимум в за-
даче (P ), и пишем x̂(·) ∈ wlocminP , если существует δ > 0
такое, что B(x(·)) ≥ B(x̂(·)) для любой допустимой функции
x(·), для которой ∥x(·)− x̂(·)∥C1([t0; t1],Rn) < δ.

Определение 7. Говорим, что допустимая функция x̂(·) ∈
PC1([t0; t1],Rn) доставляет сильный локальный минимум в
задаче (P ), и пишем x̂(·) ∈ strlocminP , если существует δ > 0
такое, что B(x(·)) ≥ B(x̂(·)) для любой допустимой функции
x(·), для которой ∥x(·)− x̂(·)∥C([t0; t1],Rn) < δ.

Так как множество функций, среди которых доставляет-
ся сильный экстремум, шире, чем для слабого экстремума,
то если функция x̂ ∈ C1([t0; t1],Rn) доставляет сильный, то
она доставляет и слабый экстремум. Поэтому для функций
x̂ ∈ C1([t0; t1],Rn) необходимое условие слабого экстрему-
ма является необходимым условием сильного, а достаточное
условие сильного экстремума является достаточным условием
слабого.

ДУ =⇒ x̂ ∈ strlocminP =⇒ x̂ ∈ wlocminP =⇒ НУ
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В этом параграфе будут сформулированы и доказаны необ-
ходимые и достаточные условия слабого и сильного экстре-
мума в задаче Больца, а также рассмотрена задача Больца
с квадратичным функционалом. Доказательства условий 2-го
порядка в задаче Больца во многом аналогичны доказатель-
ствам условий 2-го порядка в простейшей задаче классическо-
го вариационного исчисления. Поэтому они будут проведены
более кратко.

2.2 Условия экстремума 2-го порядка

2.2.1 Необходимые условия слабого экстремума.

Теорема 2.1. Пусть функция x̂ ∈ C2([t0; t1],Rn) доставля-
ет слабый локальный минимум в задаче (P ) (x̂ ∈ wlocminP ),
интегрант L трижды непрерывно дифференцируем в неко-
торой окрестности расширенного графика Γx̂ ˙̂x, терминант
l дважды непрерывно дифференцируем в точке (x̂(t0), x̂(t1)).
Тогда на x̂ выполняются

a) уравнение Эйлера:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1]

и условия трансверсальности:

L̂ẋ(t0) = l̂x(t0), L̂ẋ(t1) = −l̂x(t1);

b) условие Лежандра : L̂ẋẋ(t) ≥ 0 ∀ t ∈ [t0; t1];
c) если на x̂ выполнено усиленное условие Лежандра, то

выполняется и условие Якоби ;
d) если выполняются усиленное условие Лежандра и уси-

ленное условие Якоби, то для любого вектора (h0, h1) ∈ R2n

решение уравнения Якоби h с краевыми условиями h(t0) = h0,
h(t1) = h1, существует, единственно и (P + l̂′′)(h) ≥ 0, где

P (h) := ⟨L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh, h⟩
∣∣∣t1
t0
,

l̂′′(h) := l̂′′(h0, h1) := l′′(x̂(t0), x̂(t1))[(h0, h1), (h0, h1)].
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Доказательство. а) Уравнение Эйлера и условия трансвер-
сальности в задаче Больца были доказаны нами ранее в Гла-
ве 3 п. 2.2.

b–c) Обозначим x̂(t0) = x̂0, x̂(t1) = x̂1. Поскольку функция
x̂ доставляет локальный минимум функционалу

B(x) =

t1∫
t0

L(t, x, ẋ) dt+ l(x(t0), x(t1))

в пространстве C1([t0; t1]), то она доставляет локальный ми-
нимум функционалуB и в более узком пространстве C1([t0; t1]),
x(t0) = x̂0, x(t1) = x̂1. Это означает, что функция x̂ достав-
ляет слабый локальный минимум в простейшей задаче вари-
ационного исчисления:

t1∫
t0

L(t, x, ẋ) dt→ min; x(t0) = x̂0, x(t1) = x̂1,

и, следовательно, в соответствии с Теоремой 1.3 из п. 1.5.3 вы-
полнены условия Лежандра и Якоби.

d) Если выполнены усиленные условия Лежандра и Якоби,
то по Утверждению 2 п. 1.4 для любых h0, h1 ∈ Rn существует
и единственно решение уравнения Якоби h(·), для которого
h(t0) = h0, h(t1) = h1.

Поскольку x̂ ∈ wlocminP , то по необходимому условию
2-го порядка локального минимума B

B′′(x̂)[h, h] =
t1∫
t0

(
⟨L̂ẋẋḣ, ḣ⟩+ 2⟨L̂xẋḣ, h⟩+ ⟨L̂xxh, h⟩

)
dt+

+l′′(x̂0, x̂1)[(h0, h1), (h0, h1)] = K(h) + l̂′′(h) ≥ 0

∀ h ∈ C1([t0; t1],Rn) (h0 := h(t0), h1 := h(t1)). (∗)

Пусть далее h(·) — решение уравнения Якоби с краевыми
условиями h(t0) = h0, h(t1) = h1. Тогда
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K(h) =

t1∫
t0

(
⟨L̂ẋẋḣ, ḣ⟩+ 2⟨L̂xẋḣ, h⟩+ ⟨L̂xxh, h⟩

)
dt =

=

t1∫
t0

(
⟨L̂ẋẋḣ, ḣ⟩+ ⟨L̂ẋxh, ḣ⟩+ ⟨L̂xẋḣ, h⟩+ ⟨L̂xxh, h⟩

)
dt =

=

t1∫
t0

⟨L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh, dh⟩+
t1∫

t0

⟨L̂xẋḣ+ L̂xxh, h⟩dt =

=

t1∫
t0

〈
− d

dt

(
L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh

)
+ L̂xẋḣ+ L̂xxh, h

〉
dt+

+⟨L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh, h⟩
∣∣∣t1
t0
= P (h)

(в последнем интеграле подынтегральное выражение равно
нулю, так как функция h удовлетворяет уравнению Якоби).
Подставляя в неравенство (∗) вместо K(h) равное ему P (h),
получим, что (P + l̂′′)(h) ≥ 0.
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2.2.2 Достаточные условия сильного экстремума.

Теорема 2.2. Пусть функция x̂ ∈ C2([t0; t1],Rn) — допусти-
мая экстремаль в задаче (P ), интегрант L ∈ C3(V × Rn),
где V ⊂ Rn+1 — некоторая окрестность графика Γx̂, инте-
грант L является выпуклым по ẋ на V , терминант l два-
жды непрерывно дифференцируем в точке (x̂(t0), x̂(t1)), на
x̂ выполнены усиленные условия Лежандра и Якоби, квадра-
тичная форма P + l̂′′ (см. п. 2.2.1) положительно определена.
Тогда x̂ ∈ strlocminP .

Доказательство. Для простоты изложения проведем дока-
зательство для одномерных функций x = x(t). Для вектор-
функций доказательство аналогично. В некоторой δ-окрест-
ности заданной экстремали x̂(·) возьмем произвольную допу-
стимую функцию x(·) в задаче на сильный экстремум
(x(·) ∈ PC1([t0; t1])), т. е. ∥x(·)− x̂(·)∥C([t0; t1]) < δ. Величину δ
выберем позже. Обозначим x0 := x(t0), x1 := x(t1), x̂0 := x̂(t0),
x̂1 := x̂(t1). Тогда |x0 − x̂0| < δ, |x1 − x̂1| < δ.

x̂0 + δ
x̂0

x̂0 − δ

x̂1

x̂(t)

Допустимая экстремаль x̂(·) удовлетворяет уравнению Эйле-
ра с граничными условиями x̂(t0) = x̂0, x̂(t1) = x̂1. По тео-
реме существования, единственности и непрерывной зависи-
мости решения от начальных данных для любого ε > 0 су-



215

ществует δ = δ(ε) > 0 такое, что для любой точки (x0, x1),
для которой |x0 − x̂0| < δ, |x1 − x̂1| < δ, существует един-
ственное решение уравнения Эйлера x(·;x0, x1) с начальными
условиями x(t0;x0, x1) = x0, x(t1;x0, x1) = x1 и ∥x(·;x0, x1) −
x̂(·)∥C1([t0; t1]) < ε. При этом не ограничивая общности, будем
считать, что δ ≤ ε.

По Теореме 1.4 экстремаль x(·;x0, x1) можно окружить
центральным полем экстремалей, так как в силу гладкости
функций усиленные условия Лежандра и Якоби будут выпол-
нены не только на экстремали x̂, но и в некоторой окрестности
расширенного графика Γx̂ ˙̂x. Имеем

B(x) = J(x) + l(x0, x1) =

= J(x)− J(x(·;x0, x1)) + J(x(·;x0, x1)) + l(x0, x1)︸ ︷︷ ︸
B(x(·;x0,x1))

.

Из построения следует, что

∥x(·)−x(·;x0, x1)∥C([t0; t1]) = ∥x(·)− x̂(·)+ x̂(·)−x(·;x0, x1)∥C ≤

≤ ∥x(·)− x̂(·)∥C + ∥x̂(·)− x(·;x0, x1)∥C < δ + ε ≤ 2ε.

По основной формуле Вейерштрасса для экстремали x(·;x0,x1)
и функции x близких в метрике пространства C([t0; t1]) в силу
выпуклости интегранта L по ẋ

J(x)− J(x(·;x0, x1)) =
t1∫

t0

E dt ≥ 0.

Покажем, что функция двух переменных B(x(·;x0, x1)) =
B(x0, x1) имеет локальный минимум в точке (x̂0, x̂1), т. е., что
B(x(·;x0, x1)) ≥ B(x(·; x̂0, x̂1)) = B(x̂). Тем самым

B(x) = J(x)− J(x(·;x0, x1)) +B(x(·;x0, x1)) ≥ B(x̂)

и теорема будет доказана.
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Производная функции B(x0, x1) согласно выводу необхо-
димых условий экстремума в задаче Больца (см. Гл. 3 п. 2.2)

B′(x̂0, x̂1) = B′(x(·; x̂0, x̂1)) = B′(x̂) = 0.

При выполнении усиленных условий Лежандра и Якоби
по Утверждению 2 п. 1.3 для любых h0, h1 ∈ R существует
и единственно решение уравнения Якоби h(·), для которого
h(t0) = h0, h(t1) = h1. Тогда

B′′(x̂0, x̂1)[h, h] = B′′(x(·; x̂0, x̂1))[h, h] = B′′(x̂(·))[h, h] =

=

t1∫
t0

(
L̂ẋẋḣ

2+L̂ẋxhḣ+L̂xẋḣh+L̂xxh
2
)
dt+l̂′′[(h0,h1), (h0,h1)] =

=

t1∫
t0

(L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh)dh+

t1∫
t0

(L̂xẋḣ+ L̂xxh)h dt+ l̂′′(h0, h1) =

=

t1∫
t0

(
− d

dt

(
L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh

)
+ L̂xẋḣ+ L̂xxh

)
h dt+

+(L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh)h
∣∣∣t1
t0
+ l̂′′(h0, h1) = (P + l̂′′)(h0, h1)

(функция h(·) удовлетворяет уравнению Якоби, поэтому вы-
ражение под знаком интеграла тождественно равно нулю).
По условию теоремы квадратичная форма P + l̂′′ положи-
тельно определена. Значит, и квадратичная форма B′′(x̂0, x̂1)
положительно определена. Тогда по достаточному условию
минимума функции нескольких переменных точка (x̂0, x̂1) ∈
locminB(x0, x1). Следовательно, если точка (x0, x1) лежит в
малой окрестности точки (x̂0, x̂1), то

B(x0, x1) ≥ B(x̂0, x̂1) = B(x̂(·)).

Таким образом, если ∥x(·)− x̂(·)∥C([t0; t1]) < δ, то B(x) ≥ B(x̂)
и, значит, функция x̂ ∈ strlocminP .
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2.2.3 Квадратичный функционал

Рассмотрим задачу Больца с квадратичным функционалом и
линейно-квадратичным терминантом

B(x(·)) =
t1∫

t0

(
Aẋ2 + 2Cẋx+Bx2︸ ︷︷ ︸

L(t, x, ẋ)

)
dt+

+αx21 + 2γx1x0 + βx20 + ax1 + bx0︸ ︷︷ ︸
l(x0, x1)

→ min (P ′)

на слабый и сильный экстремум. Здесь x0 = x(t0), x1 = x(t1),
A = A(t), B = B(t), C = C(t), α, β, γ, a, b ∈ R.

Теорема 2.3. Пусть в задаче (P ′) функции A и C непрерыв-
но дифференцируемы, a B непрерывна, выполнено усиленное
условие Лежандра на минимум. Тогда

a) если существует допустимая экстремаль x̂, выполне-
но усиленное условие Якоби, матрица P+l′′ неотрицательно
определена, то x̂ ∈ absmin;

b) если не выполнено условие Якоби или выполнено усилен-
ное условие Якоби, а матрица P + l′′ не является неотрица-
тельно определенной, то Sabsmin = −∞, если же при этом
существует допустимая экстремаль x̂, то x̂ ̸∈ wlocminP ′.

Доказательство. a) Пусть существует допустимая экстре-
маль x̂, выполнено усиленное условие Якоби, матрица P + l′′

неотрицательно определена. Докажем, что тогда x̂ ∈ absmin.
Возьмем произвольную функцию x ∈ C1([t0; t1]). Обозна-

чим x0 := x(t0), x1 := x(t1). Как уже отмечалось, для квад-
ратичного интегранта уравнение Якоби совпадает с уравне-
нием Эйлера. А при выполнении усиленного условия Якоби
по Утверждению1 п. 1.3 для любых x0, x1 ∈ R существует
и единственно решение уравнения Эйлера–Якоби x(·;x0, x1),
для которого x(t0;x0, x1) = x0, x(t1;x0, x1) = x1.

Представим функционал B в следующем виде:
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B(x) = J(x) + l(x0, x1) =

= J(x)− J(x(·;x0, x1)) + J(x(·;x0, x1)) + l(x0, x1)︸ ︷︷ ︸
B(x(·;x0,x1))

.

Функция h(·) := x(·) − x(·;x0, x1) (⇔ x(·) = x(·;x0, x1) + h(·))
принадлежит пространству C1

0 ([t0; t1]). Для квадратичного
функционала по формуле Тейлора на экстремали x(·;x0, x1)

J(x)−J(x(·;x0, x1)) = J ′(x(·;x0, x1))[h]+
1

2
J ′′[h, h] =

1

2
J ′′[h, h].

По Лемме 2 п. 1.5.6 при выполнении усиленного условия Ле-
жандра в задаче на минимум и условия Якоби

1

2
J ′′[h, h] =

t1∫
t0

(Aḣ2 + 2Bḣh+ Ch2) dt =

t1∫
t0

A

(
ḣ− u̇

u
h

)2

dt ≥ 0,

где u(·) — любое решение уравнения Эйлера–Якоби с началь-
ным условием u(t0) = 0, u̇(t0) ̸= 0. Следовательно,
J(x)− J(x(·;x0, x1)) ≥ 0.

Покажем, что функция двух переменных B(x(·;x0, x1)) =
B(x0, x1) имеет абсолютный минимум в точке (x̂0, x̂1), т. е.,
что B(x(·;x0, x1)) ≥ B(x(·; x̂0, x̂1)) = B(x̂). Тем самым

B(x) = J(x)− J(x(·;x0, x1)) +B(x(·;x0, x1)) ≥ B(x̂)

и, значит, x̂ ∈ absminP ′.
Действительно, производная функции B(x0, x1) согласно

выводу необходимых условий экстремума в задаче Больца
(см. Гл. 3 п. 2.2)

B′(x̂0, x̂1) = B′(x(·; x̂0, x̂1)) = B′(x̂) = 0.

Действие второй производной на решение уравнения Эйлера–
Якоби h(·;h0, h1) с граничными условиями h(t0;h0, h1) = h0,
h(t1;h0, h1) = h1
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B′′(x̂0, x̂1)[h, h] = B′′(x(·; x̂0, x̂1))[h, h] =

= (Lẋẋḣ+Lẋxh)h
∣∣∣t1
t0
+l′′(h0, h1) = (P+l′′)(h0, h1) ≥ 0 ∀ h0,h1∈R

(по условию матрица P + l′′ неотрицательно определена).
Следовательно, по Теореме 2 Гл. 1 п. 4.1 функция B(x0, x1)
является выпуклой и её минимум в точке (x̂0, x̂1) является
абсолютным.

b) Предположим теперь, что не выполнено условие Якоби
или выполнено усиленное условие Якоби, а матрица P + l′′ не
является неотрицательно определенной. Тогда функция h ≡ 0
не доставляет абсолютный минимум в задаче

B̃(h) =
1

2
B′′(h) =

t1∫
t0

(
Aḣ2 + 2Cḣh+Bh2

)
dt+

+αh21 + 2γh1h0 + βh20 → min (P ′′)

(если h ≡ 0 ∈ absminP ′′, то по теореме о необходимых усло-
виях слабого минимума выполнено условие Якоби и, если вы-
полнено усиленное условие Якоби, то матрица P + l′′ является
неотрицательно определенной). Значит, SabsminP ′′ < 0. Поэто-
му существует функция h ∈ C1([t0; t1]) такая, что B̃(h) < 0.
Но тогда

B(λh) = B̃(λh) + λ(ah1 + bh0) = λ2B̃(h) + λ(ah1 + bh0) → −∞

при λ→ +∞, т. е. SabsminP ′ = −∞.
Если же при этом существует допустимая экстремаль x̂,

то x̂ ̸∈ wlocminP ′. Действительно, в этом случае

B(x̂+ λh)−B(x̂) =
λ2

2
B′′(h) = λ2B̃(h) < 0

при малых λ, т. е. x̂ ̸∈ wlocminP ′.
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2.3 Пример.

B(x(·)) =

π
2∫

0

(ẋ2 − x2) dt+ x2(0)− x2
(π
2

)
+ 4x

(π
2

)
→ extr .

Решение. Необходимые условия экстремума 1-го порядка:
а) уравнение Эйлера

− d

dt
Lẋ + Lx = 0 ⇐⇒ − d

dt
2ẋ− 2x = 0 ⇐⇒ ẍ+ x = 0;

b) условия трансверсальности{
Lẋ(0) = lx(0),

Lẋ

(
π
2

)
= −l(π

2
),

⇐⇒
{
ẋ(0) = x(0),

ẋ
(
π
2

)
= x

(
π
2

)
− 2.

Общее решение уравнения Эйлера:

x = C1 sin t+ C2 cos t
(
ẋ = C1 cos t− C2 sin t

)
.

Из условий трансверсальности находим допустимую экстре-
маль: {

C1 = C2,

−C2 = C1 − 2,
⇐⇒ C1 = C2 = 1.

Допустимая экстремаль x̂ = sin t+ cos t.

Исследование. Необходимые условия экстремума 2-го
порядка.

Условие Лежандра. L̂ẋẋ = 2 > 0 — выполняется усиленное
условие Лежандра в задаче на минимум.

Условие Якоби. Уравнение Якоби, является уравнением
Эйлера по h для интегранта

L̃ = L̂ẋẋḣ
2 + 2L̂ẋxḣh+ L̂xxh

2 = 2ḣ2 − 2h2

(в квадратичной задаче совпадает с уравнением Эйлера):
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− d

dt
L̃ḣ + L̃h = 0 ⇐⇒ ḧ+ h = 0 ⇐⇒ h = C1 sin t+ C2 cos t.

Начальным условиям h(0) = 0, ḣ(0) = 1, удовлетворяет функ-
ция ĥ(t) = sin t. Нули функции h — точки τ = kπ, k ∈ N,
являются сопряженными точками. На полуинтервале

(
0; π

2

]
нет сопряженных точек, следовательно, выполняется усилен-
ное условие Якоби.

Проверим на неотрицательность квадратичную форму P+l′′.
Построим решение уравнения Якоби с краевыми условиями{
h(0) = h0,

h
(
π
2

)
= h1

⇐⇒
{
C2 = h1,

C1 = h0,
=⇒

h(t) = h0 cos t+ h1 sin t,

(ḣ(t) = −h0 sin t+ h1 cos t).

Квадратичная форма P + l′′:

P+l′′ = P (h0, h1)+l
′′(h0, h1) =

(
L̂ẋẋḣh+L̂ẋxh

2
)∣∣∣t1

t0
+2h20−2h21 =

= 2(−h0 sin t+ h1 cos t)(h0 cos t+ h1 sin t)
∣∣∣π2
0
+ 2h20 − 2h21 =

= 2(−h0)h1 − 2h1h0 + 2h20 − 2h21 = 2h20 − 4h0h1 − 2h21.

В матричном виде

P + l′′ =

(
2 −2
−2 −2

)
Поскольку detA1 = 2 > 0, detA12 = det(P + l′′) = −8 < 0,
то по критерию Сильвестра (см. Гл. 1 п. 1.2.5) квадратичная
форма матрица P + l′′ не является неотрицательно определен-
ной.

Не выполняется необходимое условие слабого локального
минимума — неотрицательность квадратичной формы P + l′′.
Следовательно, x̂ ̸∈ wlocmin и тем более x̂ ̸∈ strlocmin.

По теореме об условиях экстремума для квадратичного
функционала, если выполнено усиленное условие Якоби, но
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матрица P + l′′ не является неотрицательно определенной, то
значение задачи равно −∞.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Возьмем последовательность
допустимых функций xn(t) = sin 2nt. Отметим, что на них
l
(
xn(0), xn(

π
2 )
)
= l(0, 0) = 0. Поэтому

B(xn) =

π
2∫

0

(ẋ2n − x2n) dt =

π
2∫

0

(
4n2 cos2 2nt− sin2 2nt

)
dt =

= 4n2

π
2∫

0

1+cos 4nt

2
dt−

π
2∫

0

1−cos 4nt

2
dt = πn2 − π

4
→ +∞

при n→ +∞.
Ответ. Допустимая экстремаль x̂ = sin t + cos t ̸∈ wlocextr,
Sabsmin = −∞; Sabsmax = +∞.
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3 Изопериметрическая задача

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим изопериметрическую задачу (для определенно-
сти задачу на минимум) в пространствах функций C1([t0; t1])
и PC1([t0; t1])

J0(x) → min; Ji(x) = αi, i = 1, . . . ,m;
x(t0) = x0,
x(t1) = x1,

(P )

где αi ∈ R, Ji(x) :=
t1∫

t0

fi(t, x, ẋ) dt, i = 0, 1, . . . ,m.

Дадим определения слабого и сильного экстремума для
изопериметрической задачи.

Определение 8. Говорим, что допустимая функция x̂ ∈
C1([t0; t1]) доставляет слабый локальный минимум в задаче
(P ), и пишем x̂(·) ∈ wlocminP , если существует δ > 0 такое,
что J0(x) ≥ J0(x̂) для любой допустимой функции x, для ко-
торой ∥x(·)− x̂(·)∥C1([t0; t1]) < δ.

Определение 9. Говорим, что допустимая функция x̂(·) ∈
PC1([t0; t1]) доставляет сильный локальный минимум в за-
даче (P ), и пишем x̂ ∈ strlocminP , если существует δ > 0
такое, что J0(x) ≥ J0(x̂) для любой допустимой функции x,
для которой ∥x(·)− x̂(·)∥C([t0; t1]) < δ.

Так как множество функций, среди которых доставля-
ется сильный экстремум, шире, чем для слабого экстрему-
ма, то если функция x̂ ∈ C1([t0; t1]) доставляет сильный, то
она доставляет и слабый экстремум. Поэтому для функций
x̂ ∈ C1([t0; t1]) необходимое условие слабого экстремума явля-
ется необходимым условием сильного, а достаточное условие
сильного экстремума является достаточным условием слабо-
го.

ДУ =⇒ x̂ ∈ strlocminP =⇒ x̂ ∈ wlocminP =⇒ НУ
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3.2 Условия Лежандра, Якоби и регулярности

Будем далее предполагать, что все интегранты fi по мень-
шей мере дважды непрерывно дифференцируемы в некоторой
окрестности расширенного графика Γx̂ ˙̂x.
Функция Лагранжа задачи (P ):

L (x) =
t1∫
t0

L(t, x, ẋ) dt+ ν0x(t0) + ν1x(t1),

где лагранжиан L(t, x, ẋ) =
m∑
i=0

λifi(t, x, ẋ).

Пусть x̂ дважды непрерывно дифференцируемая допусти-
мая экстремаль задачи (P ) с множителем Лагранжа λ0 = 1,
т. е. на ней выполнено уравнение Эйлера для лагранжиана

L = f0 +
m∑
i=1

λifi:

− d

dt
L̂ẋ + L̂x = 0.

При наших допущениях относительно гладкости интегран-
тов fi функция Лагранжа задачи (P ) имеет вторую произ-
водную по Фреше в точке x̂:

L ′′(x̂)[h, h] =

t1∫
t0

(
L̂ẋẋḣ

2 + 2L̂xẋḣh+ L̂xxh
2
)
dt.

Говорим, что на экстремали x̂ выполнено условие Лежанд-
ра, если L̂ẋẋ(t) ≥ 0 ∀ t ∈ [t0; t1] и усиленное условие Лежандра,
если L̂ẋẋ(t) > 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Говорим, что на экстремали x̂ в задаче (P ) выполнено
условие регулярности, если на любом ненулевом отрезке [t0; τ ],
[τ ; t1] при любом τ ∈ [t0; t1] функции gi := − d

dt f̂iẋ + f̂ix,
i = 1, . . . ,m, линейно независимы.

Пусть далее на экстремали x̂ выполнено усиленное условие
Лежандра и условие регулярности функций gi, i = 1, . . . ,m.
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Необходимое условие 2-го порядка в задачах с равенства-
ми (Глава 1, Теорема 7.2) — 2-я производная функции Лагран-
жа неотрицательна на пространстве стационарных направле-
ний12:

L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ Π. (5.12)

В задаче (P ) пространство стационарных направлений

Π =

{
h ∈ C1([t0; t1])

∣∣∣ J ′
i(x̂)[h] = 0, i = 1, . . . ,m,

h(t0) = 0,
h(t1) = 0,

}
.

Неравенство (5.12) эквивалентно тому, что функция h ≡ 0
доставляет абсолютный минимум в задаче

L ′′(x̂)[h, h] → min; J ′
i(x̂)[h] = 0, i = 1, . . . ,m;

h(t0) = 0,
h(t1) = 0,

(P̃ )

J ′
i(x̂)[h] =

t1∫
t0

(
f̂iẋḣ+f̂ixh

)
dt =

t1∫
t0

(
− d

dt
f̂iẋ+f̂ix

)
h dt =

t1∫
t0

gih dt.

Согласно правилу множителей Лагранжа для изопериметри-
ческой задачи существуют множители Лагранжа µ0, . . . , µm
не все равные нулю и такие, что для лагранжиана задачи (P̃ )

L̃ = L̃(t, h, ḣ) := µ0
(
L̂ẋẋḣ

2 + 2L̂xẋḣh+ L̂xxh
2
)
+

m∑
i=1

µigih

выполняется уравнение Эйлера.
Уравнение Эйлера для лагранжиана L̃ c µ0 = 1

2
(µ0 ̸= 0 в силу условия регулярности функций gi)

− d

dt
L̃ḣ + L̃h = 0 ⇐⇒

− d

dt

(
L̂ẋẋḣ+ L̂ẋxh

)
+ L̂xẋḣ+ L̂xxh+

m∑
i=1

µigi = 0

12Напомним, что в задаче с равенствами f0(x) → extr; fi(x) = 0,
i = 1, . . . ,m, пространство стационарных направлений Π := {h ∈ X |
f ′
i(x̂)[h] = 0, i = 1, . . . ,m}.
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называется уравнением Якоби для исходной задачи (P ) на экс-
тремали x̂. Это неоднородное уравнение в силу наличия сво-

бодного члена
m∑
i=1

µigi.

Точка τ называется сопряженной к точке t0, если су-
ществует нетривиальное решение h неоднородного уравнения
Якоби, для которого

τ∫
t0

gi(t)h(t) dt = 0, i = 1, . . . ,m, h(t0) = h(τ) = 0.

Говорят, что на экстремали x̂ выполнено условие Якоби, если
в интервале (t0; t1) нет точек, сопряженных с t0, и усиленное
условие Якоби, если в полуинтервале (t0; t1] нет точек, сопря-
женных с t0.

Дадим аналитический способ нахождения сопряженных
точек. Пусть h0(·) — решение однородной части уравнения
Якоби (µ1 = . . . = µm = 0) с краевыми условиями h0(t0) = 0,
ḣ0(t0) = 1 (или ḣ0(t0) ̸= 0).

Функции hi(·) — решения неоднородного уравнения Якоби
с µi = 1 (или µi ̸= 0), µj = 0, j ̸= i, и краевыми условиями
hi(t0) = ḣi(t0) = 0, i = 1, . . . ,m.

Покажем, что точка τ является сопряженной к t0 тогда и
только тогда, когда матрица

H(τ) =



h0(τ) . . . hm(τ)
τ∫
t0

g1h0dt . . .
τ∫
t0

g1hmdt

. . . . . . . . .
τ∫
t0

gmh0dt . . .
τ∫
t0

gmhmdt


является вырожденной, т. е. detH(τ) = 0.

Действительно, условие detH(τ) = 0 равносильно тому,
что столбцы матрицы H(τ) являются линейно зависимыми.
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Это означает, что существуют числа α0, α1, . . . , αm, не все рав-

ные нулю, такие что для функции h =
m∑
k=0

αkhk выполняются

граничные условия h(τ) =
m∑
k=0

αkhk(τ) = 0;
m∑
k=0

αk

τ∫
t0

gihk dt = 0

⇔
τ∫
t0

gi

(
m∑
k=0

αkhk

)
dt = 0 ⇔

τ∫
t0

gih dt = 0, i=1, . . . ,m. При этом

h(t0) =
m∑
k=0

αkhk(t0) = 0. Значит, для функции h в точке τ

выполняются все условия определения сопряженной точки и
τ — сопряжённая точка.

3.3 Условия экстремума 2-го порядка

3.3.1 Необходимые условия слабого экстремума

Теорема 3.1. Пусть функция x̂ ∈ C2([t0; t1],R) доставляет
слабый локальный минимум в задаче (P ) (x̂ ∈ wlocminP ),
интегранты fi, i = 0, 1, . . . ,m, трижды непрерывно диффе-
ренцируемы в некоторой окрестности расширенного графика
Γx̂ ˙̂x (fi ∈ C3(O(Γx̂ ˙̂x))), а также на x̂ выполняется условие ре-
гулярности. Тогда на x̂ выполняется уравнение Эйлера, усло-
вие Лежандра и, если на экстремали выполнено усиленное
условие Лежандра, то выполняется и условие Якоби.

3.3.2 Достаточные условия сильного экстремума

Теорема 3.2. Пусть функция x̂ ∈ C3([t0; t1],R) — допусти-
мая экстремаль в задаче (P ), интегранты fi ∈ C4(V × R),
где V — некоторая окрестность графика Γx̂, на x̂ выполнены
усиленные условия Лежандра и Якоби и условие регулярно-

сти, интегрант L = f0 +
m∑
i=1

λifi является выпуклым по ẋ

на V . Тогда x̂ доставляет сильный локальный минимум в
задаче (P ) (x̂ ∈ strlocminP ).
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3.3.3 Квадратичный функционал

Рассмотрим следующую изопериметрическую задачу с квад-
ратичным функционалом и линейными ограничениями

t1∫
t0

(
Aẋ2 + 2Cẋx+Bx2

)
dt→ min;

t1∫
t0

(aiẋ+ bix) dt = αi, i = 1, . . . ,m,
x(t0) = x0,

x(t1) = x1.
(P ′)

где A(·), C(·), ai(·) ∈ C1([t0; t1]), B(·), bi(·) ∈ C([t0; t1]),
i = 1, . . . ,m.

Функция Лагранжа задачи (P ′):

L (x) =

t1∫
t0

(
λ0
(
Aẋ2 +2Cẋx+Bx2

)
+

m∑
i=1

λi(aiẋ+ bix)

)
dt+

+ν0x(t0) + ν1x(t1).
Первая производная функции Лагранжа

L ′(x)[h]=

t1∫
t0

(
2λ0
(
Aẋḣ+Cxḣ+Cẋh+Bxh

)
+

m∑
i=1

λi(aiḣ+bih)

)
dt+

+ν0h(t0) + ν1h(t1),

вторая производная функции Лагранжа

L ′′(x̂)[h, h] =

t1∫
t0

2λ0
(
Aḣ2 + 2Cḣh+Bh2

)
dt = 2λ0J0(h).

Пространство стационарных направлений

Π =

{
h ∈ C1([t0; t1])

∣∣∣ J ′
i(x̂)[h] = 0, i = 1, . . . ,m,

h(t0) = 0,
h(t1) = 0.

}
Условие J ′

i(x̂)[h] = 0 можно переписать в виде
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t1∫
t0

(
aiḣ+ bih

)
dt = 0 ⇐⇒

t1∫
t0

ai dh+

t1∫
t0

bih dt = 0 ⇐⇒

t1∫
t0

(−ȧi + bi)h dt = 0.

Поскольку L ′′(x̂)[h, h] = 2J0(h), то необходимое условие ми-
нимума 2-го порядка — неотрицательность 2-й производной
функции Лагранжа на пространстве стационарных направле-
ний (L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ Π), запишется в виде

L ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 ∀ h :

t1∫
t0

(−ȧi+bi)h dt=0, i = 1, . . . ,m;
h(t0)= 0,
h(t1)= 0.

Последнее неравенство эквивалентно тому, что функция h ≡ 0
доставляет абсолютный минимум в задаче запишется в виде
t1∫

t0

λ0
(
Aḣ2 + 2Cḣh+Bh2

)
dt→ min;

t1∫
t0

(
aiḣ+ bih

)
dt = 0, i = 1, . . . ,m,

h(t0) = 0,

h(t1) = 0.
(P̃ ′)

Функция x = x̂+ h ∈ C1([t0; t1]) в задаче (P ′) является допу-
стимой, тогда и только тогда, когда для функции h выполня-
ются условия

t1∫
t0

(
aiḣ+ bih

)
dt = 0, i = 1, . . . ,m; h(t0) = 0, h(t1) = 0,

т. е. h ∈ Π — пространству стационарных направлений.
Необходимое условие 1-го порядка минимума L ′[h] = 0

∀ h ∈ Π в задаче (P ′) равносильно существованию вектора
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множителей Лагранжа λ = (λ0, λ1, . . . , λm), λ ̸= 0, такого, что

для лагранжиана L = λ0(Aẋ
2+2Cẋx+Bx2)+

m∑
i=1

λi(aiẋ+ bix)

на x̂ выполняется уравнение Эйлера.
Поскольку в функционале J0 слагаемое
t1∫

t0

2Cẋx dt =

t1∫
t0

C dx2 = Cx2
∣∣∣t1
t0
−

t1∫
t0

Ċx2 dt,

то его можно включить в коэффициент при x2. Поэтому для
упрощения записи считаем далее, что C(t) ≡ 0.

Теорема 3.3. Пусть в задаче (P ′) функции A, a1, . . . , am
непрерывно дифференцируемы, функции B, b1, . . . , bm непре-
рывны и выполнены усиленное условие Лежандра и условие
регулярности. Тогда

a) если выполнено усиленное условие Якоби, то допусти-
мая экстремаль существует, единственна и доставляет аб-
солютный минимум;

b) если не выполнено условие Якоби, то Sabsmin = −∞.

Доказательство. a) Пусть выполнено усиленное условие Яко-
би. Докажем, что допустимая экстремаль существует, един-
ственна и доставляет абсолютный минимум.

Выпишем лагранжиан в задаче (P ′)

L = λ0(Aẋ
2 +Bx2) +

m∑
i=1

λi(aiẋ+ bix). Уравнение Эйлера

− d

dt
L̂ẋ + L̂x = 0 ⇐⇒

− d

dt

(
2λ0Aẋ+

m∑
i=1

λiai

)
+ 2λ0Bx+

m∑
i=1

λibi = 0.

Из условия регулярности (на любом ненулевом отрезке [t0; τ ],
[τ ; t1] при любом τ ∈ [t0; t1] функции gi(t) := − d

dt f̂iẋ + f̂ix =
−ȧi+bi, i = 1, . . . ,m, линейно независимы) следует, что λ0 ̸= 0.
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Положим λ0 =
1
2 . Тогда уравнение Эйлера перепишется:

− d

dt
(Aẋ) +Bx+

m∑
i=1

λi(−ȧi + bi) = 0. (Э)

Интегрант квадратичной задачи

L̃ = µ0(Aḣ
2+Bh2)+

m∑
i=1

µigih = µ0(Aḣ
2+Bh2)+

m∑
i=1

µi(−ȧi+bi)h.

Выпишем уравнение Эйлера для лагранжиана L̃ c µ0 = 1
2 ,

являющееся уравнением Якоби исходной задачи:

− d

dt

(
Aḣ) +Bh+

m∑
i=1

µi(−ȧi + bi) = 0. (Я)

Получили, что уравнения Эйлера и Якоби для задачи (P ′) с
квадратичным функционалом и линейными ограничениями с
точностью до переобозначения множителей Лагранжа совпа-
дают.

Пусть x̂(·) — допустимая экстремаль в задаче. Возьмем
произвольный допустимый элемент x(·). Тогда функция h =
x− x̂ (⇔ x = x̂+h) принадлежит пространству стационарных
направлений

Π =

{
h ∈ C1

0 ([t0; t1])
∣∣∣ t1∫

t0

(aiḣ+ bih)dt = 0, i = 1, . . . ,m

}
.

Так как для квадратичного функционала J0 имеет место ра-
венство J0(x+ h) = J0(x) + J ′

0(x)[h] +
1
2J

′′
0 (x)[h, h], то для экс-

тремали x̂ для любого h ∈ Π

J ′
0(x̂)[h]

2
=

t1∫
t0

(A ˙̂xḣ+Bx̂h)dt =

t1∫
t0

A ˙̂x dh+

t1∫
t0

Bx̂h dt =

=

t1∫
t0

(
− d

dt
(A ˙̂x) +Bx̂

)
h dt

(Э)
= −

t1∫
t0

( m∑
i=1

λi(−ȧi + bi)

)
h dt =
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= −
m∑
i=1

λi

t1∫
t0

(−ȧi + bi)h dt = −
m∑
i=1

λi

(
−

t1∫
t0

h dai +

t1∫
t0

bih dt

)
=

= −
m∑
i=1

λi

t1∫
t0

(aiḣ+ bih) dt = 0.

Поскольку для квадратичного функционала 1
2J

′′
0 (x)[h, h] =

J0(h), то на экстремали x̂ выполняется соотношение

J0(x̂+ h) = J0(x̂) + J0(h) ∀ h ∈ Π. (∗)

Предположим, выполнено усиленное условие Якоби. Заме-
тим, что существует и единственна экстремаль x̂, являюща-
яся решением уравнений Эйлера и Якоби с краевыми усло-
виями x̂(t0) = x0, x̂(t1) = x1. Действительно, если бы x бы-
ла бы другой допустимой экстремалью, то h = x̂ − x было
бы нетривиальным решением уравнения Якоби с условиями
h(t0) = h(t1) = 0,

t1∫
t0

gih dt =

t1∫
t0

(−ȧi + bi)h dt = −
t1∫

t0

h dai +

t1∫
t0

bih dt =

=

t1∫
t0

(aiḣ+ bih)dt =

t1∫
t0

(
ai( ˙̂x− ẋ) + bi(x̂− x)

)
dt =

=

t1∫
t0

(ai ˙̂x+bix̂)dt−
t1∫

t0

(aiẋ+bix)dt = αi−αi = 0, i = 1, . . . ,m,

то точка τ = t1 является сопряженной точкой. Но это проти-
воречит усиленному условию Якоби.

Функция h ≡ 0 будет экстремалью с единственным тож-
дественно нулевым набором множителей Лагранжа. Это сле-
дует из условия регулярности. Окружим её по Теореме 1.4
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центральным полем экстремалей. Возьмем произвольную до-
пустимую функцию x ∈ C1([t0; t1]). Тогда x − x̂ = h ∈ Π.
По основной формуле Вейерштрасса для квадратичного функ-
ционала (5.6)

J0(x)− J0(x̂) = J0(x̂+ h)− J0(x̂)
(∗)
= J0(h) =

= J0(h)− J0(h ≡ 0)
(5.6)
=

1

2

t1∫
t0

Lẋẋ(ḣ− u)2 dt ≥ 0,

а в силу выполнения усиленного условия Лежандра Lẋẋ(t) =
A(t) > 0 ∀ t ∈ [t0; t1]. Значит, x̂ ∈ absminP ′.
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b) Пусть не выполнено условие Якоби. Докажем, что тогда
Sabsmin = −∞.
Функция h ≡ 0 не доставляет абсолютный минимум в задаче

J0(h) =
1

2
J ′′
0 (h) =

t1∫
t0

(Aḣ2+Bh2)dt→ min;

t1∫
t0

(aiḣ+ bih)dt = 0,

i = 1, . . . ,m, h(t0) = h(t1) = 0 (P ′′)

(если h ≡ 0 ∈ absminP ′′, то по теореме о необходимых усло-
виях слабого минимума выполнено условие Якоби). Значит,
SabsminP ′′ < 0. Поэтому существует функция h ∈ Π такая,
что J ′′

0 (h) < 0. Возьмем произвольную допустимую в задаче
(P ′) функцию x, например, линейную функцию. Тогда x+λh
также допустимая функция и по формуле Тейлора

J0(x+ λh) = J0(x) + λJ ′
0(x)[h] +

1

2
λ2J ′′

0 (h) → −∞

при λ→ +∞, т. е. SabsminP ′ = −∞.
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3.4 Пример
T0∫
0

(ẋ2 − x2) dt→ extr;
T0∫
0

xdt = 0, x(0) = x(T0) = 0. (P )

Решение. Условия экстремума 1-го порядка.
Лагранжиан L = λ0(ẋ

2 − x2) + λ1x.
Необходимое условие экстремума 1-го порядка — уравне-

ние Эйлера

− d

dt
Lẋ + Lx = 0 ⇐⇒ −2λ0(ẍ+ x) + λ1 = 0.

Если λ0 = 0, то λ1 = 0 — все множители Лагранжа — нули.
Этого не может быть. Значит, λ0 ̸= 0. Положим λ0 =

1
2 . Тогда

уравнение Эйлера перепишется в виде

ẍ+ x− λ1 = 0.

Общее решение: x = C1 sin t+ C2 cos t+ C3. Неизвестные кон-
станты C1, C2, C3 находим из условий на концах и изоперимет-
рического условия. Решение уравнения Эйлера с начальным
условием x(0) = 0 есть функция вида x = A sin t+B(cos t−1).
Отметим, что среди допустимых экстремалей всегда имеется
допустимая экстремаль x̂(t) ≡ 0.

Условия экстремума 2-го порядка.
Условие Лежандра. L̂ẋẋ = 2 > 0 — выполняется усиленное

условие Лежандра в задаче на минимум.
Условие регулярности очевидным образом выполняется,

поскольку функция g(t) = − d
dtf1ẋ + f1x = 1 на любом отрезке

[0; τ ], [τ ; T0] при любом τ линейно независима.
Условие Якоби. Выпишем вспомогательную задачу

J ′′
0 (x̂)[h, h] → min; J ′

1(x̂)[h] = 0, h(t0) = h(t1) = 0 ⇐⇒
T0∫
0

(ḣ2 − h2) dt→ min;

T0∫
0

hdt = 0, h(0) = h(T0) = 0. (P̃ )
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Уравнение Эйлера по h для лагранжиана изопериметриче-
ской задачи (P̃ ) L̃ = µ0(ḣ

2−h2)+µ1h c множителем Лагранжа
µ0 =

1
2

− d

dt
L̃ḣ+L̃h = 0 ⇐⇒ −2µ0(ḧ+h)+µ1 = 0 ⇐⇒ ḧ+h−µ1 = 0,

является уравнением Якоби для исходной задачи (P ). В квад-
ратично-линейной задаче уравнение Якоби совпадает с урав-
нением Эйлера.

Решение h0 однородного уравнения ḧ+ h = 0 с условиями
h0(0) = 0, ḣ0(0) = 1 есть sin t.

Решение h1 неоднородного уравнения c µ1 = 1 ẍ+x−1 = 0
с условиями h1(0) = ḣ1(0) = 0 есть 1− cos t.

Матрица H(t) имеет вид

H(t) =

 h0(t) h1(t)
t∫
0

h0ds
t∫
0

h1ds

 =

(
sin t 1− cos t

1− cos t t− sin t

)
.

Таким образом, сопряженные точки — это решения уравнения

detH(τ) = 0 ⇐⇒ τ sin τ − sin2 τ − 1 + 2 cos τ − cos2 τ = 0

⇐⇒ τ sin τ = 2− 2 cos τ ⇐⇒ 2τ sin
τ

2
cos

τ

2
= 4 sin2

τ

2

⇐⇒

 sin
τ

2
= 0 ⇔ τ = 2kπ, k ∈ Z,

τ cos
τ

2
= 2 sin

τ

2
⇔ τ

2
= tg

τ

2
.

Уравнение τ
2 = tg τ

2 имеет первый положительный корень
больший 8. Поэтому ближайшая к нулю сопряженная точка:
τ = 2π.
Ответ. По теореме о необходимых и достаточных услови-
ях экстремума квадратичного функционала следует, что при
T0 < 2π функция x̂(t) ≡ 0 — единственная допустимая экстре-
маль, доставляющая абсолютный минимум, Sabsmin = 0; при
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T0 > 2π значение задачи Sabsmin = −∞. При T0 = 2π допусти-
мые экстремали имеют вид x̂(t) = C sin t и можно показать,
что они доставляют абсолютный минимум, Sabsmin = 0.

Замечание. Рассмотренную задачу заменой ẏ = x, y(0)=0(
y(t) =

∫ t
0 x(s) ds

)
можно свести к задаче со старшими произ-

водными:

T0∫
0

(ÿ2 − ẏ2) dt→ min; y(0) = ẏ(0) = y(T0) = ẏ(T0) = 0

(
y(T0) =

∫ T0

0 x ds = 0
)
, а её можно исследовать методами ис-

следования задач со старшими производными.
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4 Задача со старшими производными

4.1 Постановка задачи

Рассмотрим задачу со старшими производными (для опреде-
ленности задачу на минимум) в пространствах Cn([t0; t1],R)13

и PCn([t0; t1],R)14

J(x(·)) =
t1∫

t0

L(t, x, ẋ, ẍ, . . . , x(n)) dt→ min; (P )

x(k)(t0) = xk0, x
(k)(t1) = xk1, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Дадим определения слабого и сильного экстремума для
задачи со старшими производными.

Определение 10. Говорим, что допустимая функция x̂(·) ∈
Cn([t0; t1]) доставляет слабый локальный минимум в задаче
(P ), и пишем x̂(·) ∈ wlocminP , если существует δ > 0 такое,
что J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) для любой допустимой функции x(·), для
которой ∥x(·)− x̂(·)∥Cn([t0; t1]) < δ.

Определение 11. Говорим, что допустимая функция x̂(·) ∈
PCn([t0; t1]) доставляет сильный локальный минимум в за-
даче (P ), и пишем x̂(·) ∈ strlocminP , если существует δ > 0
такое, что J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) для любой допустимой функции
x(·), для которой ∥x(·)− x̂(·)∥Cn−1([t0; t1]) < δ.

Так как множество функций, среди которых доставля-
ется сильный экстремум, шире, чем для слабого экстрему-
ма, то если функция x̂ ∈ Cn([t0; t1]) доставляет сильный,

13Норма в пространстве Cn([t0; t1],R) задается формулой:
∥y∥n :=∥y∥Cn([t0; t1]) := max

{
∥y∥C([t0; t1]), ∥ẏ∥C([t0; t1]), . . . , ∥y

(n)∥C([t0; t1])

}
.

14Напомним, что PCn([t0; t1],R) — пространство n − 1 раз непре-
рывно дифференцируемых функций, n-я производная которых является
кусочно-непрерывной функцией.
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то она доставляет и слабый экстремум. Поэтому для функ-
ций x̂ ∈ Cn−1([t0; t1]) необходимое условие слабого экстрему-
ма является необходимым условием сильного, а достаточное
условие сильного экстремума является достаточным условием
слабого.

ДУ =⇒ x̂ ∈ strlocminP =⇒ x̂ ∈ wlocminP =⇒ НУ

4.2 Условия Лежандра и Якоби

Будем далее предполагать, что интегрант L является 2n раз
непрерывно дифференцируемой функцией в некоторой окрест-
ности расширенного графика Γx̂...x̂(n) =

{
(t, x̂(t), . . . , x̂(n)(t)) |

t ∈ [t0; t1]
}
. Пусть x̂ ∈ C2n([t0; t1]) — экстремаль в задаче (P ),

т. е. на ней выполнено уравнение Эйлера–Пуассона.
При наших допущениях относительно гладкости интегран-

та L функционал J(x) имеет вторую производную по Фреше
в точке x̂ на пространстве функций h ∈ Cn([t0; t1]):

J ′′(x̂)[h, h] =

t1∫
t0

(
n∑

i,j=0

L̂x(i)x(j)h(j)h(i)

)
dt.

Важную роль играет коэффициент L̂x(n)x(n) при (h(n))2.
Говорим, что на экстремали x̂ выполнено условие Лежанд-

ра, если L̂x(n)x(n)(t) ≥ 0 ∀ t ∈ [t0; t1] и усиленное условие Ле-
жандра, если L̂x(n)x(n)(t) > 0 ∀ t ∈ [t0; t1].

Уравнение Эйлера–Пуассона
n∑

k=0

(−1)k
dk

dtk
L̃h(k) = 0 для ин-

тегранта L̃ = L̃(t, h, ḣ, . . . , h(n)) :=
n∑

i,j=0
L̂x(i)x(j)h(j)h(i) называ-

ется уравнением Якоби для исходной задачи на экстремали x̂.
Подставляя L̃ перепишем уравнение следующим образом:

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk

(
n∑

j=0

L̂x(k)x(j)h(j)

)
= 0
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Для квадратичного функционала

J(x) =

t1∫
t0

( n∑
k=0

Ak(t)
(
x(k)(t)

)2)
dt,

интегрант L̃ = 2
n∑

k=0

Ak(h
(k))2 и уравнение Якоби приобретает

более простой вид:

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
(
Akh

(k)
)
= 0.

Пусть далее на x̂ выполнено усиленное условие Лежандра.
Точка τ называется сопряженной к точке t0, если существует
нетривиальное решение уравнения Якоби h(·), для которого
h(k)(t0) = h(k)(τ) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1. Говорят, что на x̂
выполнено условие Якоби, если в интервале (t0; t1) нет точек,
сопряженных с t0, и усиленное условие Якоби, если в полуин-
тервале (t0; t1] нет точек, сопряженных с t0.

Дадим аналитический способ нахождения сопряженных
точек. Уравнение Якоби — линейное дифференциальное урав-
нение 2n-го порядка, которое (из-за усиленного условия Ле-
жандра) можно разрешить относительно старшей производ-
ной. Пусть h1(·), . . . , hn(·) — фундаментальная система реше-
ний уравнения Якоби. Выберем её из условий H(t0) = 0, а
H(n)(t0) — невырожденная матрица, где

H(t) =

 h1(t) . . . hn(t)
. . . . . . . . .

h
(n−1)
1 (t) . . . h

(n−1)
n (t)

 ,

H(n)(t) =

 h
(n)
1 (t) . . . h

(n)
n (t)

. . . . . . . . .

h
(2n−1)
1 (t) . . . h

(2n−1)
n (t)

 .
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Покажем, что точка τ является сопряженной к t0 тогда и
только тогда, когда матрица H(τ) является вырожденной.
Действительно, условие detH(τ) = 0 равносильно тому, что
столбцы матрицы H(τ) являются линейно зависимыми. Это
означает, что существуют числа α1, . . . , αn, не все равные ну-

лю, такие что для функции h =
n∑

i=1
αihi выполняются гра-

ничные условия h(k)(τ) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1. Гранич-
ное условие H(t0) = 0 равносильно тому, что h

(k)
i (t0) = 0,

i = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . . , n − 1. Следовательно, h(k)(t0) = 0,
k = 0, 1, . . . , n− 1, т. е. τ — сопряжённая точка.

4.3 Условия экстремума II порядка

4.3.1 Необходимые условия слабого экстремума

Теорема 4.1. Пусть функция x̂ ∈ C2n([t0; t1],R) доставля-
ет слабый локальный минимум в задаче (P ) (x̂ ∈ wlocminP ),
интегрант L непрерывно дифференцируем n+ 2 раза в неко-
торой окрестности расширенного графика Γx̂...x̂(n) . Тогда на
x̂ выполняются

a) уравнение Эйлера–Пуассона:

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L̂x(k)(t) = 0 ∀ t ∈ [t0; t1];

b) условие Лежандра: L̂x(n)x(n)(t) ≥ 0 ∀ t ∈ [t0; t1];
c) если на экстремали выполнено усиленное условие Ле-

жандра, то выполняется и условие Якоби.
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4.3.2 Достаточные условия сильного экстремума

Теорема 4.2. Пусть функция x̂ ∈ C2n([t0; t1],R) — допусти-
мая экстремаль в задаче (P ), интегрант L ∈ Cn+2(V × R),
где V ⊂ Rn+1 — некоторая окрестность графика

{
(t, x̂(t), . . . ,

x̂(n−1)(t)) | t ∈ [t0; t1]
}
, на x̂ выполнены усиленные условия Ле-

жандра и Якоби, интегрант L является выпуклым по x(n)

на V . Тогда x̂ доставляет сильный локальный минимум в
задаче со старшими производными (P ).

Доказательство. Наметим схему доказательства теоремы.
A) Построение центрального поля экстремалей. Расписывая
уравнение Эйлера–Пуассона

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
Lx(k)(t, x, ẋ, . . . , x(n)) = 0

и используя усиленное условие Лежандра, сводим его к урав-
нению 2n-го порядка, которое (из-за усиленного условия Ле-
жандра) можно разрешить относительно старшей производ-
ной. Поэтому можно построить n-параметрическое семейство
функций x(t, λ) = x(t, λ1, . . . , λn), удовлетворяющих уравне-
нию Эйлера–Пуассона с начальными данными

x(k)(t∗, λ) = x̂(k)(t∗), x
(k+n)(t∗, λ) = x̂(k+n)(t∗) + λk+1,

k = 0, 1, . . . , n− 1, (∗)
где t∗ — некоторая точка в окрестности точки t0, t∗ < t0 и
x(t, 0) = x̂(t).

Обозначим

xλ(t, λ)
∣∣∣
λ=0

= h(t)
(
hi(t) =

∂x(t, λ)

∂λi

∣∣∣
λ=0

, i = 1, . . . , n
)
.

Рассмотрим матрицу

H(t) =

 h1(t) . . . hn(t)
. . . . . . . . .

h
(n−1)
1 (t) . . . h

(n−1)
n (t)

 .
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Тогда из условий (∗) получим, что H(t∗) = 0, H(n)(t∗) = I.
Функция x(t, λ) удовлетворяет уравнению Эйлера–Пуас-

сона для любого λ. Продифференцируем это уравнение по λ
в точке λ = 0:

∂

∂λi

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
Lx(k)(t, x(t, λ), ẋ(t, λ), . . . , x(n)(t, λ))

∣∣∣∣
λ=0

= 0 ⇒

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk

n∑
j=0

L̂x(k)x(j)(t)
∂

∂λi
x(j)(t, λ)

∣∣∣∣
λ=0

= 0 ⇒

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk

n∑
j=0

L̂x(k)x(j)(t)h
(j)
i (t) = 0, i = 1, . . . , n.

Получили, что функции hi удовлетворяют уравнению Якоби.
Из усиленного условия Якоби следует, что при t∗ достаточно
близком к t0 матрица H(t) невырождена ∀ t ∈ [t0; t1]. Как
и при построении центрального поля в п. 1.4.6 по теореме об
обратной функции существует экстремаль x(t, λ), для которой

x(k)(τ, λ) = ξk, k = 0, 1, . . . , n− 1,

причём по паре (τ, ξ), ξ = (ξ0, . . . , ξn−1), где |x̂(k)(τ) − ξk| —
мало, величина λ(τ, ξ) определяется однозначно.

Функция наклона поля

u(τ, ξ) :=
dn

dtn
x(t, λ(τ, ξ))

∣∣∣
t=τ

.

B) S-функция и её дифференциал. Положим

S(τ, ξ) =

τ∫
t∗

L(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ)), . . . , x(n)(t, λ(τ, ξ))) dt.

Дифференцируя S-функцию, приходим к формулам
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∂S(τ, ξ)

∂τ
=L(τ, ξ, u(τ, ξ))−

n−2∑
k=0

pk(τ, ξ)ξk+1−pn−1(τ, ξ)u(τ, ξ),

∂S(τ, ξ)

∂ξk
= pk(τ, ξ),

где

pk(τ, ξ) := Lx(k+1)(τ, ξ, u(τ, ξ))−
d

dt
Lx(k+2)(t, ξ, u(τ, ξ))

∣∣∣
t=τ

+ . . .

+(−1)n−k−1 d
n−k−1

dtn−k−1
Lx(n)(t, ξ, u(τ, ξ))

∣∣∣
t=τ

, k = 0, 1, . . . , n− 1.

C) Основная формула Вейерштрасса. По основной форму-
ле Вейерштрасса

J(x)− J(x̂) =

t1∫
t0

E(t, x, ẋ, . . . , x(n−1), u(t, x, . . . , x(n−1)), x(n)) dt,

где E(t, x, u, x(n))=f(t, x, x(n))−f(t, x, u)−(x(n)−u)Lx(n)(t, x, u),
x = (x, ẋ, . . . , x(n−1)). Поскольку L выпукло по x(n) в окрест-
ности траектории, то E(t, x, u, x(n)) ≥ 0 ∀ (u, x(n)) ∈ R × R.
Значит, J(x) ≥ J(x̂), т. е. функция x̂ доставляет сильный ло-
кальный минимум.
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4.3.3 Квадратичный функционал

Рассмотрим задачу со старшими производными для квадра-
тичного функционала, имеющего “диагональную” форму:

J(x(·)) =
t1∫

t0

( n∑
k=0

Ak(t)(x
(k)(t))2

)
dt→ min;

x(k)(t0) = xk0, x
(k)(t1) = xk1, k = 0, 1, . . . , n− 1. (P ′)

Теорема 4.3. Пусть в задаче (P ′) функции Ak∈ Ck([t0; t1]),
k = 0, 1, . . . , n, и выполнено усиленное условие Лежандра
(L̂x(n)x(n)(t) = 2An(t) > 0 ∀ t ∈ [t0; t1]). Тогда

a) если выполнено усиленное условие Якоби, то допусти-
мая экстремаль x̂ существует, единственна и доставляет
абсолютный минимум;

b) если не выполнено условие Якоби, то Sabsmin = −∞.

Доказательство. a) Пусть выполнено усиленное условие
Якоби. Докажем, что тогда допустимая экстремаль x̂ суще-
ствует, единственна и доставляет абсолютный минимум.

Для квадратичного функционала по формуле Тейлора
имеет место равенство

J(x̂+ h) = J(x̂) + J ′(x̂)[h] +
1

2
J ′′(x̂)[h, h].

Поскольку x̂— допустимая экстремаль в задаче, то J ′(x̂)[h]=0
∀ h ∈ Cn

0 ([t0; t1]) (это эквивалентно уравнению Эйлера–Пуас-
сона). Значит,

J(x̂+ h) = J(x̂) + J(h) ∀ h ∈ Cn
0 ([t0; t1]). (∗)

Заметим, что уравнения Эйлера–Пуассона и Якоби для
задачи (P ′) совпадают. Предположим, выполнено усиленное
условие Якоби. Тогда существует и единственна экстремаль
x̂, являющаяся решением уравнений Эйлера–Пуассона и Яко-
би с краевыми условиями x(k)(t0) = xk0, x(k)(t1) = xk1,
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k = 0, . . . , n−1. Действительно, если бы x была бы другой до-
пустимой экстремалью, то h = x̂− x было бы нетривиальным
решением уравнения Якоби с нулевыми краевыми условиями,
а это противоречит усиленному условию Якоби.

Поскольку уравнение Эйлера–Пуассона для квадратич-
ного функционала J является однородным уравнением, то
функция h ≡ 0 будет экстремалью. Окружим её централь-
ным полем экстремалей. Тогда для функции h ∈ Cn

0 ([t0; t1])
по основной формуле Вейерштрасса для квадратичного функ-
ционала (5.6)

J(x̂+ h)− J(x̂)
(∗)
= J(h) = J(h)− J(h ≡ 0) =

=

t1∫
t0

(
L(t, h, ḣ, . . . , h(n))− L(t, h, ḣ, . . . , h(n−1), u(t, h))−

−(h(n) − u(t, h))Lh(n)(t, h, ḣ, . . . , h(n−1), u(t, h))
)
dt =

=

t1∫
t0

E(t, h, . . . , h(n−1), u, h(n))dt
(5.6)
=

t1∫
t0

Lh(n)h(n)

2
(h(n)−u)2dt ≥ 0,

поскольку по усиленному условию Лежандра Lh(n)h(n)(t) =
2An(t) > 0. Значит, x̂ ∈ absminP ′.
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b) Пусть не выполнено условие Якоби. Докажем, что тогда
Sabsmin = −∞.
Функция h ≡ 0 не доставляет абсолютный минимум в задаче

J(h) =
1

2
J ′′(h) =

t1∫
t0

( n∑
k=0

Ak(h
(k))2

)
dt→ min;

h(k)(t0) = 0,

h(k)(t1) = 0,

k = 0, 1, . . . , n− 1 (P ′′)

(если h ≡ 0 ∈ absminP ′′, то по теореме о необходимых усло-
виях слабого минимума, выполнено условие Якоби). Значит,
SabsminP ′′ < 0. Поэтому существует функция h ∈ Cn

0 ([t0; t1])
такая, что J ′′(h) < 0. Возьмем произвольную допустимую в
задаче (P ′) функцию x, например, линейную функцию. Тогда
x+ λh также допустимая функция и по формуле Тейлора

J(x+ λh) = J(x) + λJ ′(x)[h] +
1

2
λ2J ′′(h) → −∞

при λ→ +∞, т. е. SabsminP ′ = −∞.
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4.4 Пример

J(x(·)) =
π∫

0

(ẍ2−ẋ2) dt→ extr; x(0)= ẋ(0) = ẋ(π) = 0, x(π)=1.

Решение. Условие экстремума 1-го порядка — уравнение
Эйлера–Пуассона:

d2

dt2
Lẍ −

d

dt
Lẋ + Lx = 0 ⇐⇒ x(4) + ẍ = 0.

Характеристическое уравнение k4+k2=0 ⇔ k1,2 = ±i, k3,4=0.
Общее решение: x(t) = C1 sin t + C2 cos t + C3t + C4,
ẋ(t) = C1 cos t−C2 sin t+C3. Неизвестные константы C1, . . . , C4

находим из условий на концах:
x(0) = 0 ⇒ C2 + C4 = 0 ⇒ C4 = −C2,

ẋ(0) = 0 ⇒ C1 + C3 = 0 ⇒ C3 = −C1 ⇒
x = C1(sin t− t) + C2(cos t− 1),

x(π) = 1 ⇒ C1(−π) + C2(−2) = 1,
ẋ(π) = 0 ⇒ C1(−2) = 0 ⇒ C1 = 0 ⇒ C2 = −1

2 .

Допустимая экстремаль x̂ =
1− cos t

2
.

Исследование. Возьмем допустимую функцию x. Тогда
для функции h = x − x̂ (⇔ x = x̂ + h) выполняется условие
h ∈ C2

0 ([0; π]). Для квадратичного функционала

J(x̂+ h)− J(x̂) = J(h) =

π∫
0

(ḧ2 − ḣ2) dt.

Непосредственно из выписанного равенства невозможно по-
нять, доставляет ли x̂ экстремум, так как знак разности
неопределен. Проведем дальнейшее исследование с помощью
условий II порядка.

Условие Лежандра. L̂ẍẍ = 2 > 0 — выполняется усиленное
условие Лежандра в задаче на минимум.
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Условие Якоби. Для квадратичного функционала уравне-
ние Якоби совпадает с уравнением Эйлера–Пуассона:

h(4) + ḧ = 0.

Общее решение:
h = C1 sin t+ C2 cos t+ C3t+ C4 ⇒
ḣ = C1 cos t− C2 sin t+ C3,
ḧ = −C1 sin t− C2 cos t,...
h = −C1 cos t+ C2 sin t.

Ищем решения уравнения Якоби h1(·), h2(·) с начальными
условиями

H(0) =

(
h1(0) h2(0)

ḣ1(0) ḣ2(0)

)
= 0, Ḧ(0) =

(
ḧ1(0) ḧ2(0)...
h1(0)

...
h2(0)

)
= I.

Константы C1, C2, C3, C4 находим из условий на концах:
h1(0) = 0,

ḣ1(0) = 0,

ḧ1(0) = 1,
...
h 1(0) = 0,

⇐⇒


C2 + C4 = 0,

C1 + C3 = 0,

−C2 = 1,

−C1 = 0,

⇐⇒


C1 = 0,

C2 = −1,

C3 = 0,

C4 = 1,

=⇒

h1(t) = 1− cos t.
Аналогично ищем функцию h2 c условиями

h2(0) = 0,

ḣ2(0) = 0,

ḧ2(0) = 0,
...
h 2(0) = 1,

⇐⇒


C2 + C4 = 0,

C1 + C3 = 0,

−C2 = 0,

−C1 = 1,

⇐⇒


C1 = −1,

C2 = 0,

C3 = 1,

C4 = 0,

=⇒

h2(t) = t− sin t.

Следовательно, H(t) =

(
h1 h2
ḣ1 ḣ2

)
=

(
1− cos t t− sin t
sin t 1− cos t

)
.
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Сопряженные точки — нули уравнения

detH(τ) = 0 ⇐⇒ det

(
1− cos τ τ − sin τ
sin τ 1− cos τ

)
= 0 ⇐⇒

(1− cos τ)2 = sin τ(τ − sin τ) ⇐⇒

1− 2 cos τ + cos2 τ = τ sin τ − sin2 τ ⇐⇒ 2(1− cos τ) = τ sin τ

⇐⇒ 2 sin2
τ

2
= τ sin

τ

2
cos

τ

2
⇐⇒ sin

τ

2
= 0, tg

τ

2
=
τ

2
.

Ближайшая к нулю сопряженная точка: τ = 2π. На полуин-
тервале (0; π] нет сопряженных точек, следовательно, выпол-
няется усиленное условие Якоби.

По теореме об условиях 2-го порядка для квадратичного
функционала функция x̂ ∈ absmin,

Sabsmin = J(x̂) =

π∫
0

(
¨̂x
2 − ˙̂x

2)
dt =

=
1

4

π∫
0

(cos2 t− sin2 t) dt =
1

4

π∫
0

cos 2t dt = 0.

Покажем, что Sabsmax = +∞. Возьмем последовательность
допустимых функций xn = x̂+ nh, h ∈ C2

0 ([t0; t1]), например,
h(t) = sin2 t = 1−cos 2t

2 . Тогда ḣ = sin 2t, ḧ = 2 cos 2t,

J(xn) = J(x̂) + J(nh) = J(x̂) + n2
π∫

0

(ḧ2 − ḣ2) dt =

= J(x̂) + n2
π∫

0

(4 cos2 2t− sin2 2t) dt =

= J(x̂) + n2
π∫

0

(
4 · 1 + cos 2t

2
− 1− cos 2t

2

)
dt =

= J(x̂) + n2
(4
2
− 1

2

)
→ +∞ при n→ +∞.
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Ответ. x̂ =
1− cos t

2
∈ absmin, Sabsmin = 0; Sabsmax = +∞.


