
Ëåêöèè 1�4. Âÿçêîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû: ïðèíöèï

âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé, âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à.

1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ïóñòü ρ(x, t) > 0 � ïëîòíîñòü ñïëîøíîé ñðåäû, v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), v3(x, t))
� ñêîðîñòü, σij(x, t) � òåíçîð íàïðÿæåíèÿ, f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t), f3(x, t)) �
âíåøíèå ìàññîâûå ñèëû.

Íàïîìíèì, ÷òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå íåðàçðûâ-
íîñòè

∂ρ

∂t
+

∂(ρvα)

∂xα

= 0

(çäåñü è äàëåå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå), à èç çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ � óðàâíåíèÿ

∂(ρvi)

∂t
+

∂(ρvivα − σiα)

∂xα

= fi, i = 1, 2, 3. (1.1)

Îáîçíà÷èì d
dt
= ∂

∂t
+ vα

∂
∂xα

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïëîøíàÿ ñðåäà íåñæèìàåìà, òî åñòü dρ
dt

= 0. Òîãäà ∂vα
∂xα

= 0.
Îòñþäà è èç (1.1) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ýéëåðà

ρ

(
∂vi
∂t

+ vα
∂vi
∂xα

)
− ∂σiα

∂xα

= fi. (1.2)

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî σiα = σαi.
Ïóñòü ïðè êàæäîì t ∈ R ñïëîøíàÿ ñðåäà çàíèìàåò îáëàñòü Ωt, à ïîëÿ ñêîðîñòåé

v ïðèíàäëåæàò àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó Ut (íàïðèìåð, Ut � ìíîæåñòâî ãëàäêèõ
âåêòîðíûõ ïîëåé ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
v|∂Ωt = φt). Òîãäà âàðèàöèè ñêîðîñòåé ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó Ht.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå h(·, t) ∈ Ht, óìíîæèì (1.2) ñêàëÿðíî íà h(x, t) è ïðî-
èíòåãðèðóåì ïî Ωt: ∫

Ωt

ρ
dvi
dt

hi dx−
∫
Ωt

∂σiα

∂xα

hi dx =

∫
Ωt

fihi dx.

Îáîçíà÷èì

hiα =
1

2

(
∂hi

∂xα

+
∂hα

∂xi

)
, P = (σiα).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è ïîëüçóÿñü ñèììåòðè÷íîñòüþ σiα, ïîëó÷àåì

−
∫
Ωt

∂σiα

∂xα

hi dx =

∫
Ωt

σiα
∂hi

∂xα

dx−
∫
Ωt

∂

∂xα

(σiαhi) dx =

∫
Ωt

σiαhiα dx−
∫
∂Ωt

(Ph) dS
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(çäåñü è äàëåå
∫

∂Ωt

v dS îáîçíà÷àåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà). Çíà÷èò,

∫
Ωt

ρ
dvi
dt

hi dx+

∫
Ωt

σiαhiα dx =

∫
Ωt

fihi dx+

∫
∂Ωt

(Ph) dS. (1.3)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé.
Äåâèàòîðîì ìàòðèöû M = (Mij)

n
i,j=1 íàçîâåì ìàòðèöó M̃ = M − 1

n
(trM)I, ãäå I

� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Çàìåòèì, ÷òî tr M̃ = 0.
Â ñèëó óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè, â ñîîòíîøåíèè (1.3) òåíçîð íàïðÿæåíèé σij ìîæåò

áûòü çàìåíåí íà åãî äåâèàòîð τij:∫
Ωt

ρ
dvi
dt

hi dx+

∫
Ωt

τiαhiα dx =

∫
Ωt

fihi dx+

∫
∂Ωt

(Ph) dS. (1.4)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû hiα è τiα ñèììåòðè÷íû è èìåþò íóëåâîé ñëåä, òî îíè èìåþò
ïÿòü íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ 1 6 i 6 α 6 3, (i, α) ̸= (3, 3).

Òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà (eij(v)),

eij(v) =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.

Îáîçíà÷èì ev = (eij(v))16i6j63, (i,j)̸=(3,3). Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà âåêòîð-ôóíêöèÿ
s(x) = (sij(x))16i6j63, (i,j)̸=(3,3) òàêàÿ, ÷òî∫

Ωt

τijhij dx =

∫
Ωt

s(x) · eh(x) dx.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ (1.4) ïðèîáðåòàåò âèä∫
Ωt

ρ
dvi
dt

hi dx+

∫
Ωt

s(x) · eh(x) dx =

∫
Ωt

f · h dx+

∫
∂Ωt

(Ph) dS. (1.5)

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèé íóæíà ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì íà-
ïðÿæåíèé è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ýòîé ñâÿçè ïî-
ëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû.

Îáîçíà÷èì 2X ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.
Ñïëîøíàÿ ñðåäà íàçûâàåòñÿ âÿçêîé îäíîðîäíîé ñðåäîé, åñëè îíà íåñæèìàåìà è

çàäàíà ñâÿçü ìåæäó âåêòîð-ôóíêöèåé s(x) è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ: s(x) ∈ A(ev(x)); ïðè ýòîì, ñîîòíîøåíèå
(1.5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî v â îáëàñòè Ωt (ñì. [1]).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå
A áûëî ìîíîòîííûì (ò.í. ïîñòóëàò Äðóêåðà).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îòîáðàæåíèå A : Rn → 2R
n
íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ Rn, u ∈ A(x), v ∈ A(y) âûïîëíåíî ⟨u− v, x− y⟩ > 0.

Ïðèìåð. Ïóñòü f : R → R � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñòðîèì ïî íåé îòîáðà-
æåíèå

A(x) = [f(x− 0), f(x+ 0)].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ìîíîòîííîå.
×òîáû ïîëó÷èòü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè, ñíà÷àëà äîêàæåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ

óòâåðæäåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü gt � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ
íà Rn, ïîðîæäàåìîå óðàâíåíèåì ẋ = v(x, t), J(ξ, t) � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ x 7→
gtx. Òîãäà

∂

∂t
J(ξ, t) = J(ξ, t)

∂vi
∂xi

(gtξ, t). (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t, ∆t ∈ R. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g̃∆t, ñîïîñòàâëÿþùåå
òî÷êå η ðåøåíèå óðàâíåíèÿ dx

dτ
= v(x, t + τ) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x|τ=0 = η,

J̃(η, ∆t) � åãî ÿêîáèàí â òî÷êå η. Òîãäà gt+∆t = g̃∆t ◦ gt. Ïðèìåíèâ òåîðåìó î ïðîèç-
âîäíîé êîìïîçèöèè è ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷àåì

J(ξ, t+∆t) = J̃(gtξ, ∆t)J(ξ, t),
∂

∂t
J(ξ, t) = J(ξ, t) lim

∆t→0

J̃(gtξ, ∆t)− 1

∆t
.

Òåì ñàìûì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.6) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü t = 0. Ïóñòü ìàòðè-
öà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ gt â òî÷êå ξ èìååò âèä (αij(t))16i,j6n. Çàìåòèì, ÷òî ïðè t = 0
ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïî îïðåäåëåíèþ, J(t, ξ) =
∑

π∈Sn

(−1)π
∏n

i=1 αi,π(i)(t), ãäå Sn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê

n ýëåìåíòîâ. Èìååì

d

dt

(
n∏

i=1

αi,π(i)(t)

)∣∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i=1

(∏
j ̸=i

αj,π(j)(0)

)
α′
i,π(i)(0).

Åñëè ïåðåñòàíîâêà π íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé, òî õîòÿ áû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé j
âûïîëíåíî π(j) ̸= j, è ñóììà ðàâíà 0. Åñëè π � òîæäåñòâåííàÿ, òî ñóììà ðàâíà
n∑

i=1

α′
ii(0). Ïåðåñòàâèâ ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t è ïî ξi è âîñïîëüçîâàâøèñü

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ïîëó÷àåì, ÷òî α′
ii(0) =

∂vi
∂ξi

(ξ, 0).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü gt � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ
íà Rn, ïîðîæäàåìîå óðàâíåíèåì ẋ = v(x, t), Ωt = gtΩ, f : Rn+1 → R � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà

d

dt

∫
Ωt

f(x, t) dx =

∫
Ωt

∂

∂t
f(x, t) dx+

∫
∂Ωt

f(x, t)v(x, t) dS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J(ξ, t) � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ x 7→ gtx. Âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííîé ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ðàâåíñòâîì (1.6) è ôîðìóëîé
Ñòîêñà:

d

dt

∫
Ωt

f(x, t) dx =
d

dt

∫
Ω

f(gtξ, t)J(ξ, t) dξ =

=

∫
Ω

∂

∂t
f(gtξ, t)J(ξ, t) dξ +

∫
Ω

∂

∂xi

f(gtξ, t)vi(g
tξ, t)J(ξ, t) dξ+

+

∫
Ω

f(gtξ, t)J(ξ, t)
∂vi
∂xi

(gtξ, t) dξ =

∫
Ωt

∂

∂t
f(x, t) dx+

∫
Ωt

∂

∂xi

(f(x, t)vi(x, t)) dx =

=

∫
Ωt

∂

∂t
f(x, t) dx+

∫
∂Ωt

f(x, t)v(x, t) dS.
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü A : R5 → 2R
5
� ìîíîòîííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ρ ≡

const, v � ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.5), Ωt � îáëàñòü, çàäàâàåìàÿ ýòèì ðåøåíèåì.
Ïóñòü w � äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.5) â Ωt ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè w|t=0 = v|t=0,
w|∂Ωt = v|∂Ωt. Òîãäà w = v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h = v − w. Âû÷òåì äðóã èç äðóãà ðàâåíñòâà (1.5) äëÿ v è
äëÿ w è ïîëó÷èì ∫

Ωt

ρ

(
dv

dt
− dw

dt

)
h dx+

∫
Ωt

(s(ev)− s(ew))eh dx = 0.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ A è ðàâåíñòâà hiα = eiα(v)− eiα(w),∫
Ωt

ρ

(
dv

dt
− dw

dt

)
h dx 6 0,

ò.å.∫
Ωt

ρ

(
hi
∂vi
∂t

− hi
∂wi

∂t
+ hi

∂vi
∂xj

vj − hi
∂wi

∂xj

wj

)
dx =

∫
Ωt

ρ

(
1

2

∂|h|2

∂t
+ hi

∂vi
∂xj

vj − hi
∂wi

∂xj

wj

)
dx 6 0.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Èìååì∫
Ωt

ρ

(
hi

∂vi
∂xj

vj − hi
∂wi

∂xj

wj

)
dx =

∫
Ωt

ρ

(
hihj

∂vi
∂xj

+
1

2
wj

∂|h|2

∂xj

)
dx =

=

∫
Ωt

ρ

(
hihj

∂vi
∂xj

+
1

2

∂(|h|2wj)

∂xj

− 1

2
|h|2∂wj

∂xj

)
dx =

∫
Ωt

ρhihj
∂vi
∂xj

dx,

ïîñêîëüêó h|∂Ωt = 0 è
∂wj

∂xj
= 0. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2,

d

dt

∫
Ωt

ρ
|h|2

2
dx =

∫
Ωt

ρ

2

∂|h|2

∂t
dx+

∫
∂Ωt

ρ|h|2

2
v dS =

∫
Ωt

ρ

2

∂|h|2

∂t
dx.

Îòñþäà
d

dt

∫
Ωt

ρ
|h|2

2
dx 6 −

∫
Ωt

ρhihj
∂vi
∂xj

dx;

ïîýòîìó â ñèëó óñëîâèÿ h|t=0 = 0, îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ∂vi
∂xj

è íåðàâåíñòâà Ãåëü-
äåðà

F (x, t) :=

∫
Ωt

|h(x, t)|2 dx 6 −
t∫

0

∫
Ωτ

ρhihj
∂vi
∂xj

dx dτ 6 c

t∫
0

∫
Ωτ

|h(x, τ)|2 dx dτ,

ò.å. F (x, t) 6 c
t∫
0

F (x, τ) dτ . Çíà÷èò, F (x, t) ≡ 0.

4



2 Ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé äèôôåðåíöèðóåìà, òî åå ïðîèç-
âîäíàÿ âîçðàñòàåò. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé íà Rn ìîæíî ïîñòðîèòü
ìîíîòîííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùå-
íèå ïðîèçâîäíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, X∗ � åãî ñîïðÿæåí-
íîå, f : X → R. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

∂f(x0) = {x∗ ∈ X∗ : ∀h ∈ X f(x0 + h)− f(x0) > ⟨x∗, h⟩} .

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ ïðèíàäëåæèò ñóáäèôôåðåíöèàëó,
åñëè íàäãðàôèê ôóíêöèè f âñþäó ëåæèò íå íèæå, ÷åì ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàâàåìàÿ
óðàâíåíèåì u = f(x0) + ⟨x∗, x − x0⟩. Ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ñîîáðàæåíèå è òåîðåìà
îòäåëèìîñòè ïîçâîëÿþò äîêàçàòü

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x0.
Òîãäà ∂f(x0) ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî âíóòðåííîñòü ìíî-
æåñòâà

epi f = {(x, u) ∈ X × R : u > f(x)}

íåïóñòà. Ïðèìåíèì òåîðåìó îòäåëèìîñòè ê ìíîæåñòâàì epi f è {(x0, f(x0))}. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà X × R èìåþò âèä (x, u) 7→
⟨x∗, x⟩ + αu, ãäå x∗ ∈ X∗, α ∈ R. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ x∗ ∈ X∗, α ∈ R, íå ðàâíûå
îäíîâðåìåííî íóëþ è òàêèå, ÷òî

⟨x∗, x0⟩+ αf(x0) 6 ⟨x∗, x⟩+ αu, x ∈ X, u > f(x).

Åñëè α < 0, òî ïîäñòàâèì x = x0, óñòðåìèì u → +∞ è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè
α = 0, òî, âçÿâ äëÿ êàæäîãî x ∈ X ÷èñëî u = f(x), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
âûïîëíåíî ⟨x∗, x − x0⟩ > 0, îòêóäà x∗ = 0. Ïîýòîìó α > 0 è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
α = 1. Ïîäñòàâëÿÿ u = f(x), ïîëó÷àåì

⟨x∗, x0⟩+ f(x0) 6 ⟨x∗, x⟩+ f(x),

ò.å. −x∗ ∈ ∂f(x0).

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ êîíå÷íîìåðíóþ òåîðåìó îòäåëèìîñòè, ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè f : Rn → R âûïóêëà, òî ∂f(x0) ̸= ∅ äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü f : X → R � âûïóêëàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà îòîá-
ðàæåíèå x 7→ f(x) ìîíîòîííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, x2 ∈ X, x∗
1 ∈ ∂f(x1), x

∗
2 ∈ ∂f(x2). Òîãäà

f(x2) > f(x1) + ⟨x∗
1, x2 − x1⟩, f(x1) > f(x2) + ⟨x∗

2, x1 − x2⟩.

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 0 > ⟨x∗
1 − x∗

2, x2 − x1⟩, à ýòî è îçíà÷àåò ìîíîòîí-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ.
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Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ àíàëîã
òåîðåìû Ôåðìà:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

x0 � òî÷êà ìèíèìóìà f ⇔ 0 ∈ ∂f(x0).

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå
x0. Òîãäà ∂f(x0) = {f ′(x0)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0). Òîãäà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè
g(x) = f(x)−⟨x∗, x⟩. Ïî òåîðåìå Ôåðìà, g′(x0) = 0, ò.å. x∗ = f ′(x0). Ïîêàæåì òåïåðü,
÷òî f ′(x0) ∈ ∂f(x0), ò.å. ÷òî x0 � òî÷êà ìèíèìóìà g̃(x) = f(x)− ⟨f ′(x0), x⟩. Â ñàìîì
äåëå, g̃′(x0) = 0. Åñëè g̃(x) < g̃(x0) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X, òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] â
ñèëó âûïóêëîñòè g̃

g̃(x0 + t(x− x0))− g̃(x0) 6 t(g̃(x)− g̃(x0)),

ò.å.

lim
t→0

g̃(x0 + t(x− x0))− g̃(x0)

t
6 g̃(x)− g̃(x0) < 0

è g̃′(x0) ̸= 0.

Óïðàæíåíèå. Íàéòè ñóáäèôôåðåíöèàë åâêëèäîâîé íîðìû â êàæäîé òî÷êå.

Òåîðåìà 2.2. (òåîðåìà Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà.) Ïóñòü f1, f2 : X → R � âûïóêëûå
ôóíêöèè, f1 íåïðåðûâíà â x0 è ∂f2(x0) ̸= ∅. Òîãäà

∂(f1 + f2)(x0) = ∂f1(x0) + ∂f2(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà f2 ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ôóíêöèåé, óòâåðæäåíèå
ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàæåì âêëþ÷åíèå ∂f1(x0) + ∂f2(x0) ⊂ ∂(f1 + f2)(x0). Â ñàìîì äåëå, åñëè x∗
i ∈

∂fi(x0), i = 1, 2, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X

f1(x) > f1(x0) + ⟨x∗
1, x− x0⟩, f2(x) > f2(x0) + ⟨x∗

2, x− x0⟩.

Ñëîæèâ ýòè äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî x∗
1 + x∗

2 ∈ ∂(f1 + f2)(x0).
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî åñëè 0 ∈ ∂(f1 + f2)(x0),

òî íàéäåòñÿ ôóíêöèîíàë x∗
0 ∈ X∗ òàêîé, ÷òî x∗

0 ∈ ∂f1(x0), −x∗
0 ∈ ∂f2(x0) (òîãäà

0 ∈ ∂f1(x0)+∂f2(x0)). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f1(x0)+f2(x0) =
0. Èç îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî
f1(x) + f2(x) > 0, ò.å. f1(x) > −f2(x).

Ðàññìîòðèì â X × R äâà ìíîæåñòâà:

A = {(x, u) : u > f1(x)}, B = {(x, u) : u 6 −f2(x)}.

Ýòè ìíîæåñòâà âûïóêëû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàê êàê ôóíêöèÿ f1 íåïðåðûâíà â òî÷êå
x0, òî A èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè, íàéäóòñÿ
x∗ ∈ X∗ è α ∈ R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (x, u) ∈ A, (y, v) ∈ B âûïîëíåíî

⟨x∗, x⟩+ αu > ⟨x∗, y⟩+ αv.

Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåïóñòîòû ñóáäèôôåðåíöèàëà, ïîëó÷àåì, ÷òî α > 0 è
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α = 1. Ïîäñòàâëÿÿ y = x0, u = f(x)+ε, ε > 0, v = −f2(x0) = f1(x0)
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è óñòðåìëÿÿ ε → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî −x∗ ∈ ∂f1(x0). Ïîäñòàâëÿÿ v = −f2(y), x = x0,
u = f1(x0) + ε = −f2(x0) + ε è óñòðåìëÿÿ ε → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî x∗ ∈ ∂f2(x0).

(Ãåîìåòðè÷åñêè äîêàçàòåëüñòâî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè âçÿòü íàäãðàôèê ôóíê-
öèè f1 è ïîäãðàôèê ôóíêöèè −f2, òî îíè ñîïðèêàñàþòñÿ â òî÷êå (x0, f2(x0)); ïðî-
âîäèì â íåé ðàçäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ êàê ãðàôèê àôôèííîé
ôóíêöèè, à ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò èñêîìûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë.)

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü x∗ ∈ ∂(f1 + f2)(x0). Ïîëîæèì f̃1(x) =
f1(x)− ⟨x∗, x⟩. Òîãäà 0 ∈ ∂(f̃1 + f2)(x0) è, â ñèëó äîêàçàííîãî, 0 ∈ ∂f̃1(x0) + ∂f2(x0),
ò.å. x∗ ∈ {x∗}+ ∂f̃1(x0) + ∂f2(x0) = ∂f1(x0) + ∂f2(x0).

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, f : X → R �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, g : X×Y → R, g(x, y) = f(x), (x0, y0) ∈ X×Y . Òîãäà ∂g(x0, y0) =
∂f(x0)× {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ X∗, y∗ ∈ Y ∗, (x∗, y∗) ∈ ∂g(x0, y0). Òîãäà äëÿ ëþáûõ
x ∈ X, y ∈ Y

g(x, y)− g(x0, y0) > ⟨x∗, x− x0⟩+ ⟨y∗, y − y0⟩,

ò.å.
f(x)− f(x0) > ⟨x∗, x− x0⟩+ ⟨y∗, y − y0⟩.

Ïîäñòàâèâ x = x0, ïîëó÷àåì ⟨y∗, y−y0⟩ 6 0, y ∈ Y , òàê ÷òî y∗ = 0. Çíà÷èò, x∗ ∈ ∂f(x0)
è ∂g(x0, y0) ⊂ ∂f(x0)× {0}. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå òðèâèàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè f : Rn → R âûïóêëà, òî f íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ Rn. Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèîíàë x∗ ∈ ∂f(x0). Çíà÷èò,
äëÿ ëþáîãî h ∈ Rn

f(x0 + h)− f(x0) > ⟨x∗, h⟩. (2.1)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî f(x0+h)−f(x0) 6 δ(h), ãäå δ(h) → 0 ïðè h → 0. Åñëè n = 1,
òî ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè. Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü
ei, 1 6 i 6 n, � áàçèñíûå âåêòîðû â Rn. Âûáåðåì t > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

íåðàâåíñòâà f(x0 ± tei) − f(x0) 6 ε, 1 6 i 6 n. Ïóñòü h = t
n∑

i=1

λiei − t
n∑

i=1

µiei, λi > 0,

µi > 0,
n∑

i=1

(λi + µi) = 1. Â ñèëó âûïóêëîñòè f ,

f(x0 + h)− f(x0) 6
n∑

i=1

(λif(x0 + tei) + µif(x0 − tei))− f(x0) =

=
n∑

i=1

[λi(f(x0 + tei)− f(x0)) + µi(f(x0 − tei)− f(x0))] 6 ε.
(2.2)

Èç (2.1) è (2.2) ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîñòü f .

3 Âÿçêîïëàñòè÷åñêèå îäíîðîäíûå ñðåäû.

Âÿçêîïëàñòè÷åñêîé îäíîðîäíîé ñðåäîé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ âÿçêàÿ ñðåäà, â êîòî-
ðîé ñâÿçü s ∈ A(e) èìååò âèä s ∈ ∂φ(e), ãäå φ � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ
e = (eij) òàêàÿ, ÷òî φ(0) = 0 è φ(e) > γ|e| äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0 è ëþáîãî e.

Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ äèññèïàòèâíûì ïîòåíöèàëîì.
Åñëè ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíîé ñòåïåíè 1 (ò.å. φ(λe) = λφ(e),

λ > 0), òî ñðåäà íàçûâàåòñÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîé.
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Ìíîæåñòâî Σ = ∂φ(0) âûïóêëî, çàìêíóòî, îãðàíè÷åíî è èìååò íåïóñòóþ âíóòðåí-
íîñòü. Åñëè s /∈ Σ è s ∈ ∂φ(e), òî e ̸= 0 (ò.å. ïðîèñõîäèò äåôîðìàöèÿ ñðåäû). Åñëè
s � âíóòðåííÿÿ òî÷êà Σ è s ∈ ∂φ(e), òî e = 0. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü e ̸= 0. Â ñèëó
ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ e 7→ ∂φ(e), äëÿ ëþáîãî s̃ ∈ Σ âûïîëíåíî ⟨s − s̃, e⟩ > 0.
Òàê êàê Σ ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü íóëÿ, òî ⟨s, e⟩ > 0. Ïîäñòàâèâ s̃ = λs, ãäå λ > 1,
ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Ãðàíèöà ìíîæåñòâà Σ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òåêó÷åñòè, óðàâíåíèå ãðàíèöû
ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì òåêó÷åñòè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë: åñëè íàãðóçêà
íà ñðåäó ìàëà (s ∈ intΣ), òî äâèæåíèÿ ñðåäû íå ïðîèñõîäèò, ò.å. e = 0; åñëè s âûõîäèò
çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà Σ, òî ïðîèñõîäèò äâèæåíèå.

Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ òåêó÷åñòè Ìèçåñà è Òðåñêà. Óñëîâèå òåêó÷åñòè
Ìèçåñà èìååò âèä sijsij = 2k2, óñëîâèå òåêó÷åñòè Òðåñêà �

max{|s1 − s2|, |s2 − s3|, |s3 − s1|} = 2k,

ãäå s1, s2, s3 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ sij.

4 Ñòàöèîíàðíûå ìåäëåííûå äâèæåíèÿ è âàðèàöèîí-

íûé ïðèíöèï.

Íàïîìíèì, ÷òî ev = (eij(v))16i6j63, (i,j)̸=(3,3), ãäå eij(v) =
1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(ò.å. ýòî âåêòîð-

ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â R5).
Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ìåäëåííûõ äâèæåíèé dvi

dt
= 0 (â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè,

∂vi
∂t

= 0, à ïîñêîëüêó ñêîðîñòè ìàëû, òî ñëàãàåìûì ∂vi
∂xj

vj ìû ïðåíåáðåãàåì), è ïðèíöèï

âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé (1.5) ïðèîáðåòàåò âèä∫
Ω

s(x) · eh(x) dx =

∫
Ω

fh dx+

∫
∂Ω

Ph dS, (4.1)

ãäå s · eh = τiαhiα, fh = fihi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé âÿçêî-
ïëàñòè÷åñêîé ñðåäîé, ò.å.

s(x) ∈ ∂φ(ev(x)), (4.2)

ãäå φ � äèññèïàòèâíûé ïîòåíöèàë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ èìååò ïîðÿäîê ðîñòà íå
âûøå ñòåïåííîãî, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå p > 1, ÷òî lim|e|→∞

φ(e)
|e|p < ∞.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë Φ∗(e) :=
∫
Ω

φ(e) dx íåïðå-

ðûâåí íà Lp(Ω, R5).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J(v) :=

∫
Ω

φ(ev) dx−
∫
Ω

fv dx−
∫
∂Ω

Pv dS (4.3)

è ðàçîáüåì åãî íà äâà ñëàãàåìûõ: J(v) = Φ(v) + L(v), ãäå

Φ(v) = Φ∗(ev) =

∫
Ω

φ(ev) dx, L(v) = −
∫
Ω

fv dx−
∫
∂Ω

Pv dS.

Íóæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàòü ïðîñòðàíñòâî W0, íà êîòîðîì áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü J . Â ðÿäå ñëó÷àåâ åãî ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îïðåäåëÿëîñü
ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà.

Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

8



1. Lp(Ω) ⊂ E ⊂ Lloc
1 (Ω) è ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû âëîæåíèÿ íåïðåðûâíû (íà

Lloc
1 (Ω) ðàññìàòðèâàåòñÿ òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′(Ω)).

2. åñëè e(·) ∈ E, òî e(·)χG(·) ∈ E äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà G ⊂ Ω
(χG � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà G);

3. åñëè e(·) ∈ E, Ωn = {x ∈ Ω : |e(x)| 6 n}, òî e(·)χΩn(·) → e(·) â ïðîñòðàíñòâå E;

4. ôóíêöèîíàë Φ∗ íåïðåðûâåí íà E5.

Â ÷àñòíîñòè, òàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòðàíñòâî Lp(Ω), îäíàêî åãî íå âñå-
ãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïîýòîìó èíîãäà òðåáóþòñÿ ïðîñòðàíñòâà áîëåå îáùåãî âèäà
(íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à; ñì. [2]). Ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè âÿçêîïëàñòè÷å-
ñêèõ ñðåä ðàññìîòðåíû â êíèãå [3].

Ïóñòü V � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, íåïðåðûâíî âëîæåííîå â Lloc
1 (Ω). Ïîëîæèì

W =

{
v ∈ V :

∂vi
∂xj

∈ E

}

ñ íîðìîé ∥v∥W = ∥v∥V +
3∑

i,j=1

∥∥∥ ∂vi
∂xj

∥∥∥
E
. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèîíàë L íåïðåðûâåí

íà W .
Ïðèìåð. Åñëè E = Lp(Ω), V = Lp(Ω, R3), òî W = W 1

p (Ω, R3).
Òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî

W ïîëíî: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} ôóíäàìåíòàëüíà âW , òî â ñèëó ïîëíîòû V è

E íàéäóòñÿ ôóíêöèè v ∈ V è wij ∈ E òàêèå, ÷òî vn
V→ v è

∂vni
∂xj

E→ wij ïðè n → ∞. Òàê

êàê V íåïðåðûâíî âëîæåíî â Lloc
1 (Ω), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî wij =

∂vi
∂xj

(ïðîèçâîäíûå

â îáîáùåííîì ñìûñëå).
Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèîíàë J çàäàí íà íåêîòîðîì çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå

W0 ⊂ W . (Íàïðèìåð, åñëè W = W 1
p (Ω, R3), òî â êà÷åñòâå W0 ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ

W̊ 1
p (Ω, R3) èëè ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé

è íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.)

Òåîðåìà 4.1. Ôóíêöèÿ v ∈ W0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (4.1), (4.2) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà J íà ïðîñòðàí-
ñòâå W0.

Îáîçíà÷èì p′ = p
p−1

.

Ëåììà 4.1. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë F ïðèíàäëåæèò ∂Φ(v) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ s ∈ Lp′(Ω, R5) òàêàÿ, ÷òî

⟨F, u⟩ =
∫
Ω

s · eu dx, (4.4)

∫
Ω

[φ(ev(x) + h(x))− φ(ev(x))− s(x)h(x)] dx > 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ E5. (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s óäîâëåòâîðÿåò (4.4) è (4.5). Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
ôóíêöèîíàë F íåïðåðûâåí. Âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ E5, ∥h∥E5 < δ,
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âûïîëíåíî |Φ∗(ev + h) − Φ∗(ev)| < 1. Èç (4.4) è (4.5) ïîëó÷àåì, ÷òî |⟨F, u⟩| 6 1 ïðè
∥eu∥E5 < δ (à çíà÷èò, è ïðè ∥u∥W < δ).

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë Ψ : E9 × V → R,

Ψ({eij}16i6j63, {ωij}16i<j63, w) =

∫
Ω

φ
(
{eij}16i6j63, (i,j)̸=(3,3)

)
dx.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí âûïóêëûé; â ñèëó ñâîéñòâà 4 ïðîñòðàíñòâà E, îí íåïðåðûâåí.

Îáîçíà÷èì ωij(u) =
1
2

(
∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)
, 1 6 i < j 6 3.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð âëîæåíèÿ I : W0 → E9 × V ïî ôîðìóëå

I(u) = ({eij(u)}16i6j63, {ωij(u)}16i<j63, u)

è ôóíêöèîíàë F̃ : I(W0) → R ïî ôîðìóëå ⟨F̃ , I(u)⟩ = ⟨F, u⟩. Òîãäà Φ(u) = Ψ(I(u)).
Ïîêàæåì, ÷òî F̃ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèîíàëà Λ ∈ ∂Ψ(I(v)). Èäåÿ äîêà-

çàòåëüñòâà òàêàÿ æå, êàê â òåîðåìå î íåïóñòîòå ñóáäèôôåðåíöèàëà. Ðàññìîòðèì â
E9 × V × R äâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâà: A = epiΨ è

B = {(I(u), Φ(v) + ⟨F, u− v⟩) : u ∈ W0}.

Òàê êàê ôóíêöèîíàëΨ íåïðåðûâåí è F ∈ ∂Φ(v), òî ê ýòèì ìíîæåñòâàì ìîæíî ïðèìå-
íèòü òåîðåìó îòäåëèìîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïîðîæäàåòñÿ èñêîìûì
ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì.

Òàê êàê Λ ∈ (E9×V )∗, òî íàéäóòñÿ σ∗
ij ∈ E∗, 1 6 i 6 j 6 3, τ ∗ij ∈ E∗, 1 6 i < j 6 3,

v∗ ∈ V ∗ òàêèå, ÷òî

⟨Λ, ({eij}16i6j63, {ωij}16i<j63, u)⟩ =
∑

16i6j63

⟨σ∗
ij, eij⟩+

∑
16i<j63

⟨τ ∗ij, ωij⟩+ ⟨v∗, u⟩.

Ïîñêîëüêó Ψ íå çàâèñèò ÿâíî îò e33, ωij è u, à Λ ∈ ∂Ψ(I(v)), òî σ∗
33 = 0, u∗ = 0 è

τ ∗ij = 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 7). Îñòàåòñÿ íàéòè âèä ôóíêöèîíàëîâ σ∗ ∈ E∗. Âñïîìíèì,
÷òî Lp(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â E (ñì. ñâîéñòâî 1). Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå σ∗ íà
Lp(Ω) è ïîëó÷èì, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ Lp′(Ω) òàêàÿ, ÷òî

⟨σ∗, e⟩ =
∫
Ω

g · e dx, e ∈ Lp(Ω).

Ïóñòü e ∈ E. Â ñèëó ñâîéñòâà 2 ïðîñòðàíñòâà E, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g · e > 0. Èç
ñâîéñòâà 3 ïîëó÷àåì, ÷òî eχΩn →

n→∞
e â ïðîñòðàíñòâå E, ïîýòîìó∫

Ωn

g · e dx = ⟨σ∗, eχΩn⟩ →
n→∞

⟨σ∗, e⟩.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∫
Ωn

g · e dx →
n→∞

∫
Ω

g · e dx, òàê ÷òî ⟨σ∗, e⟩ =
∫
Ω

g · e dx äëÿ ëþáîãî

e ∈ E.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå èçìåðèìîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ è òåîðåìà Êó-
ðàòîâñêîãî � Ðûëëü-Íàðäçåâñêîãî îá èçìåðèìîé âûáîðêå.

Îòîáðàæåíèå Z : Ω → 2R
n
íàçîâåì èçìåðèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíî-

æåñòâà U ⊂ Rn ìíîæåñòâî {x ∈ Ω : Z(x) ∩ U ̸= ∅} èçìåðèìî.
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Ëåììà 4.2. (òåîðåìà Êóðàòîâñêîãî � Ðûëëü-Íàðäçåâñêîãî). Ïóñòü Z : Ω → 2R
n
�

èçìåðèìîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå è äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ìíîæåñòâî Z(x) çàìêíó-
òî, K = {x ∈ Ω : Z(x) ̸= ∅}. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ h : K → Rn

òàêàÿ, ÷òî h(x) ∈ Z(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî m ∈ N ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå ïîêðûòèå Rn îòêðûòû-
ìè øàðàìè Bm,i ðàäèóñà 2−m. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Am,i1,...,im ⊂ Ω èíäóêöèåé ïî m.
Ïóñòü m = 1. Ïîëîæèì Ã1,i = {x ∈ Ω : B1,i ∩ Z(x) ̸= ∅}, A1,i = Ã1,i\ ∪i−1

j=1 Ã1,j. Ýòè
ìíîæåñòâà èçìåðèìû è ∪i∈NA1,i = K. Ïóñòü ïîñòðîåíû èçìåðèìûå íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ ìíîæåñòâà Am,i1, ..., im ⊂ Am−1,i1, ..., im−1 òàêèå, ÷òî ∪i1, ..., im∈NAm,i1, ..., im = K è äëÿ
ëþáîãî x ∈ Am,i1, ..., im âûïîëíåíî Z(x) ∩ (∩m

k=1Bk,ik) ̸= ∅. Ïîëîæèì

Ãm+1,i1, ..., im+1 =
{
x ∈ Am,i1, ..., im : Z(x) ∩

(
∩m+1

k=1 Bk,ik

)
̸= ∅

}
,

Am+1,i1, ..., im+1 = Ãm+1,i1, ..., im+1\
(
∪im+1−1

j=1 Ãm+1,i1, ..., im, j

)
.

Äëÿ êàæäîãîm ∈ N, i1, . . . , im ∈ N òàêîãî, ÷òî Am,i1,...,im ̸= ∅, âûáåðåì ym,i1, ..., im ∈
∩m

k=1Bk,ik . Ïîëîæèì

hm(x) =

{
ym,i1, ..., im , x ∈ Am,i1, ..., im ,
0, x /∈ K.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hm}m∈N ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ K, m ∈
N. Òîãäà x ∈ Am,i1, ..., im äëÿ íåêîòîðûõ i1, . . . , im ∈ N. Ïîýòîìó hm(x) ∈ Bm,im è
hm+1(x) ∈ Bm,im , òàê ÷òî |hm(x)− hm+1(x)| 6 2−m+1.

Ïóñòü h(x) = lim
m→∞

hm(x). Ôóíêöèÿ h èçìåðèìà è h(x) ∈ Z(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ K,

ïîñêîëüêó dist (hm(x), Z(x)) 6 2−m+1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèî-
íàëà J(·) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ ∂J(v). Ïî òåîðåìå Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà,
∂J(v) = ∂Φ(v) + ∂L(v). Òàê êàê ôóíêöèîíàë L ëèíåéíûé, òî ∂L(v) = {L′(v)},

⟨L′(v), h⟩ = −
∫
Ω

fh dx−
∫
∂Ω

Ph dS.

Ïî ëåììå 4.1, F ∈ ∂Φ(v) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ s ∈
Lp′(Ω, R6), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (4.4) è (4.5).

Ïîêàæåì, ÷òî
(4.5) ⇔ s(x) ∈ ∂φ(ev(x)) ï.â.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èìïëèêàöèþ �⇒�. Çàìåòèì, ÷òî

s(x) ∈ ∂φ(ev(x)) ï.â. ⇔

⇔ mes{x ∈ Ω : ∃z ∈ R5 : φ(ev(x) + z)− φ(ev(x)) < s(x)z} = 0 ⇔
⇔ ∀ε > 0 mes{x ∈ Ω : ∃z ∈ R5 : φ(ev(x) + z)− φ(ev(x)) < s(x)z − ε} = 0.

Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

Zε : x 7→ Zε(x), ãäå Zε(x) = {z ∈ R5 : φ(ev(x) + z)− φ(ev(x)) < s(x)z − ε},

èçìåðèìî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü U ⊂ R5 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ φ
íåïðåðûâíà, òî ìíîæåñòâî Zε(x) îòêðûòî äëÿ ëþáîãî x. Çíà÷èò, U ∩Zε(x) ̸= ∅ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q5 ∩ U ∩ Zε(x) ̸= ∅, ò.å.

{x ∈ Ω : U ∩ Zε(x) ̸= ∅} = ∪z∈Q5∩U{x ∈ Ω : φ(ev(x) + z)− φ(ev(x)) < s(x)z − ε},
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à ýòî ìíîæåñòâî èçìåðèìî. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Kε = {x ∈ Ω : Zε(x) ̸= ∅}
èçìåðèìî. Ïóñòü mesKε > 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0. Ïî òåîðåìå Êóðàòîâñêîãî �
Ðûëëü-Íàðäçåâñêîãî, ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ h : Kε → R5 òàêàÿ, ÷òî h(x) ∈
Zε(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Kε. Ïîëîæèì

hM(x) =

{
h(x), åñëè x ∈ Kε, |h(x)| 6 M,
0, èíà÷å.

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M > 0∫
Ω

[φ(ev(x) + hM(x))− φ(ev(x))− s(x)hM(x)] dx < 0.

Èòàê, 0 ∈ ∂J(v) ðàâíîñèëüíî âêëþ÷åíèþ

0 ∈ {Λs : s(x) ∈ ∂φ(ev(x)) ï.â.} ,

ãäå

⟨Λs, h⟩ =
∫
Ω

s(x) · eh(x) dx−
∫
Ω

fh dx−
∫
∂Ω

Ph dS,

à ýòî è îçíà÷àåò (4.1).

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

[1] Ï.Ï. Ìîñîëîâ, Â.Ï. Ìÿñíèêîâ, �Ìåõàíèêà æåñòêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä�. Ì.: Íàóêà,
1981.

[2] Ë.Â. Êàíòîðîâè÷, Ã.Ï. Àêèëîâ, Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1984.

[3] M. Fuchs, G. Seregin, Variation Methods for Problems from Plasticity Theory and
for Generalized Newtonian Fluids. Springer, 2000.

12


