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Ââåäåíèå

Êàêèå ïðè÷èíû ïîáóæäàþò ðåøàòü çàäà÷è íà ìàêñèìóì è

ìèíèìóì?

Èíòåðåñ ê ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì, ò. å. çàäà÷àì íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì ïðî-
ÿâèëñÿ óæå íà çàðå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè, è îñíîâíûìè ñòèìóëàìè áûëè ëþáîçíà-
òåëüíîñòü è ñòðåìëåíèå ê ñîâåðøåíñòâó.

Ñðåäè íàèáîëåå ðàííèõ, òî÷íî ðåøåííûõ çàäà÷ � òàê íàçûâàåìàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à

� çàäà÷à î ôîðìå êðèâîé çàäàííîé äëèíû, îõâàòûâàþùåé íàèáîëüøóþ ïëîùàäü1 è çàäà÷à î ôîð-

ìå ïîâåðõíîñòè çàäàííîé ïëîùàäè, îõâàòûâàþùåé íàèáîëüøèé îáúåì. Îòâåòû íà ýòè çàäà÷è äëÿ

ìûñëèòåëåé Äðåâíåé Ãðåöèè áûëè ñèìâîëàìè ñîâåðøåíñòâà ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà. Êðóïíåéøèå

èõ ïðåäñòàâèòåëè: Åâêëèä, Àðõèìåä è Àïîëëîíèé ñòàâèëè è ðåøàëè ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå

çàäà÷è íà ýêñòðåìóì. Çàäà÷à î ïàðàëëåëîãðàììå íàèáîëüøåé ïëîùàäè, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü â

òðåóãîëüíèê ïðèâîäèòñÿ â �Íà÷àëàõ� Åâêëèäà (III â. äî í. ý.); çàäà÷à î øàðîâîì ñåãìåíòå ìàêñè-

ìàëüíîãî îáúåìà ïðè çàäàííîé ïëîùàäè øàðîâîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ýòîãî ñåãìåíòà ñîäåðæèòñÿ

â ñî÷èíåíèÿõ Àðõèìåäà (òîæå III â. äî í. ý.); çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè ïëîñ-

êîñòè äî ýëëèïñà è î íîðìàëÿõ ê ýëëèïñó èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè áûëà ïîñòàâëåíà è

ðåøåíà Àïîëëîíèåì (III�II â. äî í. ý.) â åãî çíàìåíèòûõ �Êîíèêàõ�.

Âàæíàÿ ïðè÷èíà, ïîáóæäàþùàÿ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷,
ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìíîãèå çàêîíû ïðèðîäû, êàê îêàçàëîñü, ïîä÷èíåíû ýêñòpåìàëü-

íûì ïpèíöèïàì, ò. å. ìíîãèå ïðèðîäíûå ïðîöåññû (íåêèì çàãàäî÷íûì îáðàçîì) ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Ë. Ýéëåð ïî ýòîìó ïîâîäó âûñêà-
çàëñÿ òàê: �Â ìèpå íå ïpîèñõîäèò íè÷åãî, â ÷åì íå áûë áû âèäåí ñìûñë êàêîãî-íèáóäü
ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà�.

Ïåðâûé ýêñòðåìàëüíûé ïðèíöèï â åñòåñòâîçíàíèè âûäâèíóë Ïüåð Ôåðìà (1662). Ñîãëàñíî ýòî-

ìó ïðèíöèïó ñâåò �èçáèðàåò� òàêóþ òðàåêòîðèþ, âäîëü êîòîðîé âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå èì íà

ïðåîäîëåíèå ïóòè îò îäíîé òî÷êè äî äðóãîé, ìèíèìàëüíî. Çàêîíû ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà, óñòàíîâëåí-

íûå ýêñïåðèìåíòàëüíî, íàõîäÿòñÿ, èñõîäÿ èç ýòîãî ïðèíöèïà, êàê ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Îòïðàâëÿÿñü îò ïðèíöèïà Ôåðìà, È. Áåðíóëëè â 1696 ãîäó ðåøèë òàê íàçûâàåìóþ çàäà÷ó î áðàõè-

ñòîõðîíå � î êðèâîé íàèáûñòðåéøåãî ñêàòà, ò. å. çàäà÷ó î ôîðìå êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè

â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, âäîëü êîòîðîé òåëî ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè áåç òðåíèÿ ïðîõîäèò

ïóòü îò îäíîé òî÷êè äî äðóãîé çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ (ïîñòàíîâêà òàêîé çàäà÷è âîçìîæíî áûëà

íàâåÿíà áîëåå ðàííèìè ðàçìûøëåíèÿìè Ãàëèëåÿ íà ýòó òåìó). Èñòîðèþ ðàçâèòèÿ âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ ïðèíÿòî îòñ÷èòûâàòü èìåííî ñ ýòîãî âðåìåíè � ãîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è î áðàõèñòîõðîíå.

Íåëüçÿ íå íàçâàòü òàêæå è ïpàãìàòè÷åñêèå ïpè÷èíû, ïî êîòîðûì ïðèõîäèòñÿ ðå-
øàòü ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è. Ëþäÿì ñâîéñòâåííî íàèëó÷øèì îáðàçîì èñïîëüçîâàòü
ðåñóðñû, íàõîäÿùèåñÿ â èõ ðàñïîðÿæåíèè, è ïîòîìó ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷ åñòåñòâåí-
íî âîçíèêàþò ïðè óïðàâëåíèè ðàçëè÷íûìè ïðîöåññàìè, â ýêîíîìèêå, èíæåíåðèè.

Ïåðâîé çàäà÷åé òàêîãî ðîäà áûëà àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà î ôîðìå òåëà âðàùåíèÿ,

èñïûòûâàþùåì íàèìåíüøåå ñîïðîòèâëåíèå â íåêîåé �ðåäêîé ñðåäå�, ïîñòàâëåííàÿ è ðåøåííàÿ Íüþ-

1Îòâåò â íåé ïðèâîäèë â ñâîèõ ñî÷èíåíèÿõ åùå Àðèñòîòåëü (IV â. äî í. ý.)
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òîíîì â åãî �Ìàòåìàòè÷åñêèõ íà÷àëàõ íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè� (1687 ã.). Ê ÷èñëó ýêñòðåìàëüíûõ

çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ýêîíîìèêå è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, òðàíñïîðòíàÿ çàäà-

÷à (ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ñîðîêîâûå ãîäû ïðîøëîãî âåêà) î íàèëó÷øåì ñïîñîáå òðàíñïîðòèðîâêè

ïðîäóêòîâ ñî ñêëàäîâ â ìàãàçèíû è ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à î áûñòðîäåéñòâèè, ôîðìàëèçóþùàÿ, â

÷àñòíîñòè, çàäà÷ó î íàèìåíüøåì âðåìåíè äâèæåíèÿ ëèôòà â óãîëüíîé øàõòå. Ýòà çàäà÷à, òàêæå

ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ñîðîêîâûå ãîäû, ïîñëóæèëà ñòèìóëîì äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ. Ñ÷èòàëîñü, ÷òî ýòà òåîðèÿ ðîäèëàñü â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû ïðîøëîãî âåêà, íî êîãäà îíà,

â îñíîâíîì, ñëîæèëàñü, âûÿñíèëîñü, ÷òî ïåðâîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áûëà èìåííî

àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è èõ ôîðìàëèçàöèÿ

Ìû âèäèì, ÷òî çà÷àñòóþ ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ñòàâÿòñÿ íà ÿçûêå òîé îáëàñòè
çíàíèé, èç êîòîðîé îíè ïðîèñõîäÿò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè çàäà÷è èññëåäîâàòü ìàòå-
ìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè èõ íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, ò. å.
ôîðìàëèçîâàòü. Òî÷íî ïîñòàâëåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à âêëþ÷àåò â ñåáÿ ôóíê-
öèîíàë f (ñî çíà÷åíèÿìè, âîîáùå ãîâîðÿ, â ðàñøèðåííîé ïðÿìîé R = R ∪ {±∞})
âìåñòå ñî ñâîåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X è ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé C ⊂ X. Ôîðìà-
ëèçîâàííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ òàê

f(x)→ min(max), x ∈ C (P )

è çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêèõ òî÷åê x ∈ C, â êîòîðûõ ôóíêöèîíàë f äîñòèãà-
åò ñâîåãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íà C. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ãëîáàëüíûìè èëè
àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè (ìàêñèìóìàìè) â çàäà÷å (P ) èëè åå ðåøåíèÿìè. Åñëè
íàñ èíòåðåñóþò è òî÷êè ìèíèìóìà è òî÷êè ìàêñèìóìà, òî âìåñòî min(max) ïèøåì
extr è ãîâîðèì î çàäà÷å íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà f .

Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (P ) íà ìèíèìóì (ìàêñèìóì), òî ÿñíî,
÷òî x̂ � ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è íà ìàêñèìóì (ìèíèìóì) ñ ôóíêöèîíàëîì −f
âìåñòî f .

Òî÷êè èç ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé C íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (P ).
Åñëè C = X, òî çàäà÷à (P ) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé áåç îãðàíè÷åíèé.

Ï. Ôåðìà â 1638 ãîäó èëëþñòðèðîâàë ñâîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ íà ðåøåíèè ñëåäó-

þùåé çàäà÷è: íàéòè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè ïðè äàííîé ñóììå äëèí

åãî êàòåòîâ. Åñëè a � ñóììà äëèí êàòåòîâ, à x � äëèíà îäíîãî èç íèõ, òî ôîðìàëèçîâàííàÿ

ïîñòàíîâêà âûãëÿäèò òàê x(a− x)/2→ max, 0 ≤ x ≤ a.
Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ íàøåé öåëüþ áóäåò íàõîæäåíèå ãëîáàëü-

íûõ ýêñòðåìóìîâ, íî äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî ïðèõîäèòüñÿ èññëåäîâàòü çàäà÷ó íà
íàëè÷èå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ (ò. å. ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ). Åñëè
â X îïðåäåëåíî ïîíÿòèå �îêðåñòíîñòè òî÷êè�, òî òî÷êà x̂ ∈ C íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
ìèíèìóìîì (ìàêñèìóìîì) â çàäà÷å (P ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U ,
÷òî f(x) ≥ f(x̂) (f(x) ≤ f(x̂)) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x ∈ U (ò. å. äëÿ âñåõ x ∈ C ∩U).

Îäíà èç îñíîâíûõ öåëåé êóðñà � èçëîæèòü åäèíûé âçãëÿä íà íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
(íåëèíåéíîãî è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ). Ñ ýòîé öåëüþ ìû ðàññìàòðèâàåì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó îá-
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ùåãî âèäà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è âûâîäèì äëÿ
íåå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðå-
ìóìà âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ êëàññàõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ñëåäñòâè-
ÿìè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, ïîëó÷åííûõ â îáùåé çàäà÷å.
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Ãëàâà 1. Àïïàðàò òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Â ýòîé ãëàâå ñîáðàíû òå ôàêòû, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-
æäåíèé, ïðåäñòàâëåííûå â ýòèõ ëåêöèÿõ.

�1.1. Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

1.1.1. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ (âåùåñòâåííûì) íîðìèðîâàííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñîïîñòàâëåíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ‖x‖X ,
íàçûâàåìîå íîðìîé x, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: (a) ‖x‖X ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X
è ‖x‖X = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0; (b) ‖αx‖X = |α|‖x‖X äëÿ ëþáûõ
α ∈ R è x ∈ X; (c) ‖x + y‖X ≤ ‖x‖X + ‖y‖X äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X (íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà).

Åñëè x, y ∈ X, òî âåëè÷èíà ρ(x, y) = ‖x − y‖X íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó

ýëåìåíòàìè x è y.
Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x̂ ∈ X äî ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dist(x̂, A) = infx∈A ‖x̂− x‖X .
Ïóñòü x̂ ∈ X è r > 0. Ìíîæåñòâà UX(x̂, r) = {x ∈: ‖x − x̂‖X < r } è BX(x̂, r) =

{x ∈ X : ‖x − x̂‖X ≤ r } íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îòêðûòûì è çàìêíóòûì

øàðàìè â X ñ öåíòðîì â x̂ ðàäèóñà r.
Ïóñòü A ⊂ X. Òî÷êà x ∈ A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé A, åñëè îíà âõîäèò

â A ñ íåêîòîðûì øàðîì ñ öåíòðîì â x. Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A
íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ A è îáîçíà÷àåòñÿ intA.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè intA = A (ïðîâåðüòå, ÷òî îòêðûòûé
øàð � îòêðûòîå ìíîæåñòâî).

Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå äàííóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ îêðåñòíî-

ñòüþ ýòîé òî÷êè.
Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè â ëþáîé åå îêðåñò-

íîñòè ñîäåðæàòñÿ òî÷êè èç A è èçX\A. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà
A îáîçíà÷àåì ∂A (ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè x ∈ A, òî ëèáî x ∈ intA, ëèáî x ∈ ∂A).

Ìíîæåñòâî B ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî (ïðî-
âåðüòå, ÷òî çàìêíóòûé øàð � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî).

Ïóñòü A ⊂ X. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè
êàæäàÿ åå îêðåñòíîñòü èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ A. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì A è îáîçíà÷àåòñÿ cl A (ïðîâåðüòå,
÷òî cl A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è ÷òî ìíîæåñòâî A çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ñîâïàäàåò ñî ñâîèì çàìûêàíèåì).

Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (èëè êîìïàêòîì), åñëè èç ëþáîãî
åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìîé, åñëè ëþáîå åãî êî-
íå÷íîå ïîäñåìåéñòâî èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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Ëåììà 1 (î öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìå). Ìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ëþáàÿ åãî öåíòðèðîâàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî è Ai, i ∈ J , � öåíòðèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà åãî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∩i∈JAi = ∅. Òîãäà, òàê êàê
A = A \ ∩i∈JAi = ∪i∈J(A \ Ai) ⊂ ∪i∈J(X \ Ai), òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà X \ Ai,
i ∈ J , îáðàçóþò ïîêðûòèå A. Ïîñêîëüêó A êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîä-
ñåìåéñòâî X \Ai1 , . . . , X \Aim , êîòîðîå ïîêðûâàåò A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ,
∩mk=1Aik 6= ∅ è ìû èìååì ∩mk=1Aik ⊂ A ⊂ ∪mk=1(X \ Aik) = X \ ∩mk=1Aik . Ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî â äðóãóþ ñòîðîíó àíàëîãè÷íî (ïðîäåëàéòå ýòî).

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè êàæ-
äàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(X, Y ) íîðìè-
ðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Λ: X → Y ñ íîðìîé

‖Λ‖ = sup
‖x‖X≤1

‖Λx‖Y .

Ïóñòü Λ ∈ L(X, Y ). Ìíîæåñòâà Im Λ = { y ∈ Y | ∃x ∈ X : Λx = y } è Ker Λ =
{x ∈ X : Λx = 0 } íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáðàçîì è ÿäðîì îïåðàòîðà Λ.

Åñëè Im Λ = Y , òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð Λ ñþðúåêòèâåí (èëè Λ � ýïèìîðôèçì

èëè Λ � îòîáðàæåíèå íà).
Åñëè Ker Λ = {0}, òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð Λ èíúåêòèâåí (èëè Λ � ìîíîìîðôèçì

èëè Λ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå).
Åñëè îïåðàòîð Λ ∈ L(X, Y ) è ñþðúåêòèâåí è èíúåêòèâåí, òî ãîâîðÿò, ÷òî îí

áèåêòèâåí.
Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà èçî-

ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ëèíåéíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæå-
íèå A : X → Y , ÷òî ‖Ax‖Y = ‖x‖X . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå A íåïðåðûâíî
è âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà, êàê íîðìèðîâàí-
íûå ïðîñòðàíñòâà, íå ðàçëè÷èìû.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê X è îáîçíà÷àåòñÿ X∗. Çíà-
÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x∗ ∈ X∗ íà ýëåìåíòå x ∈ X îáîçíà÷àåì òàê: 〈x∗, x〉.

Ïðîñòðàíñòâî X∗ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖x∗‖X∗ = sup
‖x‖X≤1

〈x∗, x〉.

Ïóñòü X∗ è Y ∗ � ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâåííî ê X è Y è Λ ∈
L(X, Y ). Îòîáðàæåíèå Λ∗ : Y ∗ → X∗, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó 〈Λ∗y∗, x〉 = 〈y∗,Λx〉
(ò. å. ôóíêöèîíàëó y∗ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë x 7→ 〈y∗,Λx〉), íàçûâàåòñÿ ñîïðÿ-
æåííûì îïåðàòîðîì ê Λ. Ïðè ýòîì, Λ∗ ∈ L(Y ∗, X∗).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàòîð Λ ∈ L(X, Y ) ñþðúåêòèâåí, òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
èíúåêòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y∗ ∈ Ker Λ∗. Äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò x ∈ X
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òàêîå, ÷òî y = Λx è ìû èìååì 〈y∗, y〉 = 〈y∗,Λx〉 = 〈Λ∗y∗, x〉 = 0, ò. å. y∗ = 0 è çíà÷èò,
Ker Λ∗ = {0}.

Ïðîèçâåäåíèå X×Y íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y (êîòîðîå, êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, åñòü ñîâîêóïíîñòü ïàð (x, y), ãäå x ∈ X è y ∈ Y , ñ îïåðàöèÿìè ïîêî-
îðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà) åñòü íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ
íîðìîé ‖(x, y)‖X×Y = ‖x‖X + ‖y‖Y . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè X è Y � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà, òî X × Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Â ïðîñòðàíñòâå X×Y èíîãäà ðàññìàòðèâàþò äðóãèå, íî ýêâèâàëåíòíûå1 ââåäåí-
íîé íîðìû, íàïðèìåð,

√
‖x‖2X + ‖y‖2Y èëè max(‖x‖X , ‖y‖Y ) (ïðîâåðüòå ýêâèâàëåíò-

íîñòü).

Ëåììà 2 (î ñîïðÿæåííîì ê ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòðàíñòâ). Ïóñòü X è Y � íîðìèðî-

âàííûå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî z∗ ∈ (X×Y )∗ íàéäóòñÿ ýëåìåíòû x∗ ∈ X∗
è y∗ ∈ Y ∗ òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ (x, y) ∈ X × Y ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

〈z∗, (x, y)〉 = 〈x∗, x〉+ 〈y∗, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû x∗ ∈ X∗ è y∗ ∈ Y ∗ ñîîòâåòñòâåííî ïî
ôîðìóëàì 〈x∗, x〉 = 〈z∗, (x, 0)〉 äëÿ âñåõ x ∈ X è 〈y∗, y〉 = 〈z∗, (0, y)〉 äëÿ âñåõ y ∈ Y .
Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè z∗

〈z∗, (x, y)〉 = 〈z∗, (x, 0)〉+ 〈z∗, (0, y)〉 = 〈x∗, x〉+ 〈y∗, y〉.

1.1.2. Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïðèâåäåì çäåñü ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñ êîòîðûìè, â îñíîâíîì, áóäåì
èìåòü äåëî â äàëüíåéøåì.

1. Ïðîñòðàíñòâî Rn. Ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ x =

x1...
xn


èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (åñëè n = 1, òî ýòî ïðîñòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, è ìû ïèøåì R âìåñòî R1), íàçûâàåìûõ âåêòîðàìè èëè âåêòîð-ñòîëáöàìè, à
÷èñëà xi, 1 ≤ i ≤ n � êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x. Ðàäè ýêîíîìèè ìåñòà, ýëåìåíòû Rn

èíîãäà áóäåì çàïèñûâàòü òàê x = (x1, . . . , xn)T , ãäå T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Â Rn åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ (ïîêîîðäèíàòíîãî) ñëîæåíèÿ âåêòî-
ðîâ è îïåðàöèÿ (ïîêîîðäèíàòíîãî) óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, ïðåâðàùàþùèå ýòî
ìíîæåñòâî â âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn. Âåëè÷èíà |x| =
√
x21 + . . .+ x2n íàçûâàåòñÿ äëèíîé

èëè ìîäóëåì èëè åâêëèäîâîé íîðìîé âåêòîðà x. Ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,
÷òî ýòî, äåéñòâèòåëüíî, íîðìà â Rn. Èç ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ñëåäóåò, ÷òî Rn � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Â ïðîñòðàíñòâå Rn ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîñòè ñëåäóþùåå: ìíîæå-
ñòâî A ⊂ Rn êîìïàêòíî, åñëè îíî îãðàíè÷åíî (ò. å. ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå)
è çàìêíóòî (äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå).

1Íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Z ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
êîíñòàíòû ci > 0, i = 1, 2, ÷òî c1‖z‖1 ≤ ‖z‖2 ≤ c2‖z‖1 äëÿ âñåõ z ∈ Z.



9

Ïóñòü a = (a1, . . . , an) � âåêòîð-ñòðîêà èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îòîáðàæåíèå
x 7→ 〈a, x〉 =

∑n
i=1 aixi, ãäå x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn, åñòü, î÷åâèäíî, ëèíåéíûé ôóíêöè-

îíàë íà Rn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l íà Rn çàäàåòñÿ ïî-
äîáíûì îáðàçîì ñ a = (l(e1), . . . , l(en)), ãäå e1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , en = (0, . . . , 0, 1)T �
ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî (Rn)∗ ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ìíîæåñòâîì íàáîðîâ èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íî ðàñïîëîæåííûõ â ñòðîêó (ñ
àíàëîãè÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà è ñ òîé æå åâêëèäî-
âîé íîðìîé). Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû (Rn)∗ �
íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû.

Ïóñòü Λ: Rn → Rm � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ìû áóäåì åãî îòîæäåñòâëÿòü ñ åãî
ìàòðèöåé (ðàçìåðà m × n) â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî è îáî-
çíà÷àòü òîé æå áóêâîé. Â ýòîì ñëó÷àå Λx � ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû Λ íà âåêòîð
x = (x1, . . . , xn)T . Ïðîâåðüòå, ÷òî ëèíåéíûå îïåðàòîðû íåïðåðûâíû.

2. Ïðîñòðàíñòâî C([t0, t1],Rn). Ýòî ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé
íà [t0, t1] ñî çíà÷åíèÿìè â Rn ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
÷èñëà è íîðìîé ‖x(·)‖C([t0,t1],Rn) = maxt∈[t0,t1] |x(t)| (åñëè n = 1, òî âìåñòî C([t0, t1],R)
ïèøåì C([t0, t1])). Íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî C([t0, t1],Rn) � áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî.

3. Ïðîñòðàíñòâî C1([t0, t1],Rn). Ýòî ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ âåêòîð-ôóíêöèé íà îòðåçêå [t0, t1] ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ÷èñëà è íîðìîé ‖x(·)‖C1([t0,t1],Rn) = max(‖x(·)‖C([t0,t1],Rn), ‖ẋ(·)‖C([t0,t1],Rn))
(åñëè n = 1, òî âìåñòî C1([t0, t1],R) ïèøåì C1([t0, t1])). Ñíîâà, ïðîñòàÿ ïðîâåðêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî C1([t0, t1],Rn) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

1.1.3. Òåîðåìà îòäåëèìîñòè è êðèòåðèé ãðàíè÷íîé òî÷êè âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà Rn. Ãîâîðÿò, ÷òî íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë
x∗ ∈ (Rn)∗ îòäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B, åñëè

sup
x∈A
〈x∗, x〉 ≤ inf

x∈B
〈x∗, x〉.

Åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî x∗ ñòðîãî îòäåëÿåò A è B.
Ïóñòü ÷èñëî γ ∈ R òàêîâî, ÷òî supx∈A〈x∗, x〉 ≤ γ ≤ infx∈B〈x∗, x〉. Òîãäà, ãåîìåò-

ðè÷åñêè, îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò, ÷òî îíè ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè {x ∈ Rn : 〈x∗, x〉 = γ }.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ âû-

ïóêëûì, åñëè ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè îíî ñîäåðæèò è îòðåçîê [x, y] = { z ∈
Rn : z = (1− α)x+ αy, 0 ≤ α ≤ 1 }, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî âûïóêëî ïî îïðåäåëåíèþ.
Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñî-

äåðæàùåå A, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ co A.
Ïðîâåðüòå, ÷òî co A ñîñòîèò èç âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç A, ò. å. âåêòîðîâ
âèäà α1x1 + . . .+ αmxm, ãäå xi ∈ A, αi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m, è

∑m
i=1 αi = 1.

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A è B � íåïóñòûå âûïóêëûå ïîäìíî-

æåñòâà Rn è A ∩B = ∅. Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [?].

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn.

(a) Åñëè intA = ∅, òî A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè.

(b) Åñëè x ∈ intA è y ∈ A, òî (1− α)x+ αy ∈ intA, ∀ α ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè A íå ñîäåðæèòñÿ
íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî intA 6= ∅. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
0 ∈ A. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè A íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé ñîáñòâåííîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå (à òåì ñàìûì íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íîëü), òî
A ñîäåðæèò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç A ðàâíî k < n. Òîãäà, åñëè x1, . . . , xk � òà-
êèå âåêòîðû è L � ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà íèõ, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ A íå
ïðèíàäëåæèò L. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåêòîð xk+1 ∈ A òàêîé, ÷òî xk+1 /∈ L è
çíà÷èò, âåêòîðû x1, . . . , xk, xk+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëü-
íîñòè k.

Ïóñòü òåïåðü T : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûå âåêòîðû x1, . . . , xn èç A â âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà e1, . . . , en. Åñëè îáî-
çíà÷èòü S = co {0, x1, . . . , xn} è S0 = co {0, e1, . . . , en}, òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
T (S) = S0. Ìíîæåñòâî {α = (α1, . . . , αn)T ∈ Rn : αi > 0, i = 1, . . . , n,

∑n
i=1 αi < 1},

î÷åâèäíî, îòêðûòî è ñîäåðæèòñÿ â S0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîîáðàç ýòîãî ìíîæåñòâà
ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè T îòêðûò è ñîäåðæèòñÿ â S. Ïîñêîëüêó A � âûïóê-
ëîå ìíîæåñòâî è ýëåìåíòû 0, x1, . . . , xn ñîäåðæàòñÿ â A, òî S ⊂ A ïî îïðåäåëåíèþ
âûïóêëîé îáîëî÷êè è ïîýòîìó int A 6= ∅.

(b) Ïóñòü z = (1 − α)x + αy äëÿ íåêîòîðîãî 0 < α < 1. Òàê êàê x ∈ int A, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî URn(x, δ) ⊂ A. Ìíîæåñòâî (1−α)URn(x, δ) +αy îòêðûòî
(ïî÷åìó?), ñîäåðæèò z è ïðèíàäëåæèò A, ò. å. z ∈ int A.

Ïóñòü A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rn è x̂ ∈ A. Ìíîæåñòâî

NA(x̂) = {x∗ ∈ (Rn)∗ : 〈x∗, x− x̂〉 ≤ 0, ∀x ∈ A }

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì êîíóñîì êî ìíîæåñòâó A â òî÷êå x̂.

Ïðåäëîæåíèå 2 (Êðèòåðèé ãðàíè÷íîé òî÷êè). Ïóñòü K � âûïóêëîå ïîäìíîæå-

ñòâî Rn è x̂ ∈ K. Òîãäà x̂ ∈ ∂K â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè NK(x̂) 6= {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x̂ ∈ ∂K è intK 6= ∅. Òîãäà x̂ /∈ intK, è òàê
êàê intK � âûïóêëîå ìíîæåñòâî (÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ (b) ïðåäëîæå-
íèÿ 1), òî ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ òàêîé,
÷òî 〈x∗, x〉 ≤ 〈x∗, x̂〉 äëÿ âñåõ x ∈ intK. Îòñþäà, ñíîâà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (b) è
íåïðåðûâíîñòè x∗, ñëåäóåò, ÷òî 〈x∗, x− x̂〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ x ∈ K, ò. å. x∗ ∈ NK(x̂).

Åñëè intK = ∅, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (a) ïðåäëîæåíèÿ 1 ìíîæåñòâî K ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè {x ∈ Rn : 〈x∗, x〉 = γ}. ßñíî, ÷òî γ = 〈x∗, x̂〉,
è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 〈x∗, x− x̂〉 = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ K è çíà÷èò, x∗ ∈ NK(x̂).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x∗ ∈ NK(x̂) è x∗ 6= 0. Ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x ∈ Rn, ÷òî
〈x∗, x〉 > 0 è çíà÷èò, 〈x∗, αx〉 > 0 äëÿ ëþáîãî α > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x̂+ αx /∈ K äëÿ
ëþáîãî α > 0 è òåì ñàìûì x̂ ∈ ∂K.
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�1.2. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå â íîðìèðîâàííûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ

1.2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû

Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X è
çàäàíî îòîáðàæåíèå F : U → Y .

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x̂ ∈ U ,
åñëè íàéäåòñÿ òàêîé îïåðàòîð Λ ∈ L(X, Y ), ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ X, äëÿ êîòîðûõ

x+ h ∈ U ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

F (x̂+ h) = F (x̂) + Λh+ r(h),

ãäå r(h) = o(‖h‖X) ( ‖r(h)‖Y /‖h‖X → 0 ïðè h → 0 ). Îïåðàòîð Λ íàçûâàåòñÿ

ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x̂ è îáîçíà÷àåòñÿ F ′(x̂).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.
Åñëè îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé òî÷êå U , òî îïðåäåëåíî îòîá-

ðàæåíèå F ′ : U → L(X, Y ), ñîïîñòàâëÿþùåå x ∈ U ïðîèçâîäíóþ F ′(x). Åñëè ýòî
îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â x̂ ∈ U (íà U), òî ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ (íà U).

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå

x̂ ∈ U , åñëè íàéäåòñÿ òàêîé îïåðàòîð Λ ∈ L(X, Y ), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-

ñòâóåò δ = δ(ε) > 0, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè ‖xi − x̂‖X < δ, i = 1, 2,
òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖F (x1)− F (x2)− Λ(x1 − x2)‖Y ≤ ε‖x1 − x2‖X .

Îòñþäà ñëåäóåò (ïîëàãàÿ x2 = x̂), ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è òåì ñàìûì
Λ = F ′(x̂).

Îáðàòíîå íå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè â x̂ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x̂. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ f : R→ R, f(x) = x2D(x), ãäå D(·) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå (ðàâíàÿ
åäèíèöå, åñëè x ðàöèîíàëüíî è íóëþ, åñëè èððàöèîíàëüíî). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f
äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è, î÷åâèäíî, ðàçðûâíà âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ è çíà÷èò,
íå ìîæåò áûòü ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìîé â íóëå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñì. â [2], ï. 2.2.2.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂, òî îíî ñòðîãî

äèôôåðåíöèðóåìî â ýòîé òî÷êå. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1 (î ñðåäíåì). Ïóñòü îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé òî÷êå

îòðåçêà [x1, x2] ⊂ U . Òîãäà

‖F (x1)− F (x2)‖Y ≤ sup
x∈[x1,x2]

‖F ′(x)‖‖x1 − x2‖X .

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [2], ï. 2.2.3.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ ∈ U .
Òîãäà F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 è δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ‖F ′(x) − F ′(x̂)‖ < ε äëÿ
x ∈ UX(x̂, δ). Åñëè xi ∈ UX(x̂, δ), i = 1, 2, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî [x1, x2] ⊂ UX(x̂, δ) è
òîãäà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ê îòîáðàæåíèþ x 7→ F (x) − F ′(x̂)x, ïîëó÷àåì,
÷òî

‖F (x1)− F (x2)− F ′(x̂)(x1 − x2)‖Y ≤ sup
x∈[x1,x2]

‖F ′(x)− F ′(x̂)‖‖x1 − x2‖X

≤ ε‖x1 − x2‖X ,

ò. å. F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂.

Òåîðåìà 2 (î ñóïåðïîçèöèè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé). Ïóñòü X, Y è Z
� íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X, F : U → Y , V �

îêðåñòíîñòü òî÷êè F (x̂), G : V → Z è H = G ◦ F : U → Z. Òîãäà, åñëè F äèôôå-

ðåíöèðóåìî (ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî, íåïðåðûâíî äèôôååíöèðóåìî) â òî÷êå x̂, G
äèôôåðåíöèðóåìî (ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî) â òî÷êå
F (x̂), òî îòîáðàæåíèå H äèôôåðåíöèðóåìî (ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìî) â òî÷êå x̂ è H ′(x̂) = G′(F (x̂)) ◦ F ′(x̂).

Ïóñòü X, Y1 è Y2 � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ è
Fi : U → Yi, i = 1, 2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F = (F1, F2) : U → Y1 × Y2, äåéñòâóþ-
ùåå ïî ïðàâèëó: F (x) = (F1(x), F2(x)) äëÿ âñåõ x ∈ U .

Ïðåäëîæåíèå 1. Îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî (ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî,

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî) â òî÷êå x̂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ

F1 è F2 äèôôåðåíöèðóåìû (ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû)
â òî÷êå x̂ è ïðè ýòîì F ′(x̂) = (F ′1(x̂), F ′2(x̂)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ F1 è F2 äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x̂. Òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ

F (x̂+ h) = (F1(x̂+ h), F2(x̂+ h)) = (F1(x̂), F2(x̂)) + (F ′1(x̂), F ′2(x̂))h+ (r1(h), r2(h)),

ãäå ‖ri(h)‖Yi/‖h‖X → 0 ïðè h → 0, i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå F äèôôå-
ðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ è F ′(x̂) = (F ′1(x̂), F ′2(x̂)).

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè F ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü
F1 è F2, íàäî çàìåòèòü, ÷òî Λ ∈ L(X, Y1×Y2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ = (Λ1,Λ2),
ãäå Λi ∈ L(X, Yi), i = 1, 2.

Ðàññóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñî ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è íåïðåðûâíîé äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòüþ, âïîëíå àíàëîãè÷íû.

Ïóñòü X, Y è Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, W � îêðåñòíîñòü òî÷êè (x̂, ŷ) ∈
X × Y è F : W → Z. Åñëè îòîáðàæåíèå x → F (x, ŷ), îïðåäåëåííîå íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå {x ∈ X : (x, y) ∈ W}, äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïðîèçâîäíóþ íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F ïî x â òî÷êå (x̂, ŷ) è
îáîçíà÷àþò Fx(x̂, ŷ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ F ïî y â òî÷êå
(x̂, ŷ), êîòîðóþ îáîçíà÷àåì Fy(x̂, ŷ).
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Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè îòîáðàæåíèå F : W → Z äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå (x̂, ŷ),
òî îíî èìååò â ýòîé òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y, è äëÿ âñåõ ξ ∈ X è

η ∈ Y ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

F ′(x̂, ŷ)[ξ, η] = Fx(x̂, ŷ)[ξ] + Fy(x̂, ŷ)[η]1

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê F äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå (x̂, ŷ), òî, â ÷àñòíîñòè, ñïðà-
âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå F (x̂+h, ŷ) = F (x̂, ŷ)+F ′(x̂, ŷ)(h, 0)+r(h), ãäå ‖r(h)‖Z/‖h‖X →
0 ïðè h → 0. Îòñþäà, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð èç
X â Z, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó: ξ 7→ F ′(x̂, ŷ)[ξ, 0] ñîâïàäàåò ñ Fx(x̂, ŷ). Àíàëîãè÷-
íî, ëèíåéíûé îïåðàòîð η 7→ F ′(x̂, ŷ)[0, η] èç Y â Z ñîâïàäàåò ñ Fy(x̂, ŷ). Íî òîãäà
F ′(x̂, ŷ)[ξ, η] = F ′(x̂, ŷ)([ξ, 0] + [0, η]) = Fx(x̂, ŷ)[ξ] + Fy(x̂, ŷ)[η].

Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ó îòîá-
ðàæåíèÿ â äàííîé òî÷êå íå òîëüêî íå ãàðàíòèðóåò åãî äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ýòîé
òî÷êå, íî äàæå åãî íåïðåðûâíîñòü. Îäíàêî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3 (î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå). Îòîáðàæåíèå F : W → Z íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìî íà W òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Fx
è Fy íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà W è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F ′(x̂, ŷ)[ξ, η] =
Fx(x̂, ŷ)[ξ] + Fy(x̂, ŷ)[η].

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [2], ï. 2.2.4.

Äàäèì îïðåäåëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F ′ : U → L(X, Y )
äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî F äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â x̂
è ñîîòâåòñòâóþùóþ (âòîðóþ) ïðîèçâîäíóþ îáîçíà÷àþò F ′′(x̂). ßñíî, ÷òî F ′′(x̂) ∈
L(X,L(X, Y )).

Ïðîñòðàíñòâî L(X,L(X, Y )) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó L2(X, Y )
âñåõ íåïðåðûâíûõ áèëèíåéíûõ (ò. å. ëèíåéíûõ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) îòîáðàæåíèé
B : X×X → Y ñ íîðìîé ‖B‖ = sup‖x1‖X≤1,‖x2‖X≤1 ‖B[x1, x2]‖Y . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
îòîáðàæåíèå A ñîïîñòàâëÿåò Λ ∈ L(X,L(X, Y )) îòîáðàæåíèå B : X × X → Y , äåé-
ñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: B[x1, x2] = Λx1[x2] (äåéñòâèå îïåðàòîðà Λx1 íà ýëåìåíòå x2).
Î÷åâèäíî, ÷òî B � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Äàëåå, ‖Λ‖ = sup‖x1‖X≤1 ‖Λx1‖L(X,Y ) =
sup‖x1‖X≤1, ‖x2‖X≤1 ‖Λx1[x2]‖Y = ‖B‖, ò. å. A èçîìåòðè÷íî îòîáðàæàåò L(X,L(X, Y ))
â L2(X, Y ). Ëèíåéíîñòü è ñþðúåêòèâíîñòü A ïðîâåðÿþòñÿ áåç òðóäà.

Òåîðåìà 4 (Ôîðìóëà Òåéëîðà). Åñëè îòîáðàæåíèå F : U → Y äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìî â òî÷êå x̂, òî F ′′(x̂) � ñèììåòðè÷íîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è ñïðà-

âåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà

F (x̂+ h) = F (x̂) + F ′(x̂)h+
1

2
F ′′(x̂)[h, h] + r(h),

ãäå r(h) = o(‖h‖2X), ò. å. ‖r(h)‖Y /‖h‖2X → 0 ïðè h→ 0.

1F ′(x̂, ŷ)[ξ, η] îáîçíà÷àåò äåéñòâèå (çíà÷åíèå) îïåðàòîðà F ′(x̂, ŷ) íà ýëåìåíòå (ξ, η). Àíàëîãè÷íî
äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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1.2.2. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü íåêîòîðûõ îòîáðàæåíèé

Ðàññìîòðèì çäåñü òðè ïðèìåðà äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 1. Îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî Rn è çàäàíû ôóíêöèè fi : U → R, i = 1, . . . ,m. Òîãäà îïðåäåëåíî îòîá-
ðàæåíèå F : U → Rm ïî ôîðìóëå F (x) = (f1(x), . . . , fm(x))T , x ∈ U . Ïóñòü ýòî
îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ ∈ U . Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê îòîáðàæåíèå
â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ R × . . . × R (m ðàç), ïîëó÷àåì â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1,
÷òî ôóíêöèè fi äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x̂ è F ′(x̂) = (f ′1(x̂), . . . , f ′m(x̂)). Äàëåå,
òàê êàê U ïðèíàäëåæèò ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòðàíñòâ R × . . . × R (n ðàç), òî ñîãëàñ-
íî ïðåäëîæåíèþ 2 ôóíêöèè fi èìåþò â òî÷êå x̂ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fi(x̂)/∂xj,
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n è äëÿ ëþáîãî x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå 〈f ′i(x̂), x〉 = (∂fi(x̂)/∂x1)x1 + . . . + (∂fi(x̂)/∂xn)xn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
f ′i(x̂) = (∂fi(x̂)/∂x1, . . . , ∂fi(x̂)/∂xn), i = 1, . . . ,m, è çíà÷èò, F ′(x̂) � ìàòðèöà âèäà
(∂fi(x̂)/∂xj)1≤i≤m, 1≤j≤n, êîòîðóþ íàçûâàþò ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F â òî÷-
êå x̂.

Åñëè ôóíêöèÿ f : U → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìî â x̂, òî âòîðàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ � ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé (∂2f(x)/∂xj∂xi), i, j = 1, . . . , n,
êîòîðóþ íàçûâàþò ìàòðèöåé Ãåññà èëè ãåññèàíîì ôóíêöèè f â òî÷êå x̂.

Ïðèìåð 2. Êâàäðàòè÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå
ïðîñòðàíñòâà, îòîáðàæåíèå B∈L2(X, Y ) ñèììåòðè÷íî, Λ ∈ L(X, Y ) è a ∈ Y . Îòîá-
ðàæåíèå F : X → Y , äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

F (x) =
1

2
B[x, x] + Λx+ a,

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íî ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
Ïóñòü x ∈ X. Äëÿ ëþáîãî h ∈ X èìååì

F (x+ h) =
1

2
B[x+ h, x+ h] + Λ(x+ h) + a =

1

2
B[x, x] + Λx+ a

+B[x, h] + Λh+
1

2
B[h, h] = F (x) +B[x, h] + Λh+

1

2
B[h, h].

Òàê êàê ‖B[h, h]‖ ≤ ‖B‖‖h‖2X , òî îïåðàòîð F äèôôåðåíöèðóåì â òî÷êå x è åãî ïðî-
èçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: F ′(x)h = B[x, h] + Λh.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: F ′′(x)[h1, h2] = B[h1, h2] äëÿ ëþáûõ
h1, h2 ∈ X.

Ïðèìåð 3. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Íåìûöêîãî. Ïóñòü [t0, t1] � êîíå÷íûé îòðåçîê, G
� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R× Rn × Rr è

U = { (x(·), u(·)) ∈ C1([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rr) : (t, x(t), u(t) ∈ G, t ∈ [t0, t1] }.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî â C1([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rr).
Ïóñòü f : G → Rm � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ t ∈ R, x ∈ Rn è u ∈ Rr.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : U → C([t0, t1],Rm) ïî ïðàâèëó

F (x(·), u(·))(t) = f(t, x(t), u(t)), ∀ t ∈ [t0, t1],



15

êîòîðîå íàçûâàþò îáîáùåííûì îïåðàòîðîì Íåìûöêîãî.
Åñëè ôèêñèðîâàíà ïàðà (x̂(·), û(·)), òî äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïèøåì f̂(t) =

f(t, x̂(t), û(t)) è àíàëîãè÷íî äëÿ ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f ïî ïå-
ðåìåííûì x è u.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è u íåïðåðûâíû
íà G. Òîãäà îáîáùåííûé îïåðàòîð Íåìûöêîãî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì íà U è

äëÿ ëþáîé ïàðû (x̂(·), û(·)) ∈ U åãî ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

F ′(x̂(·), û(·))[h(·), v(·)](t) = f̂x(t)h(t) + f̂u(t)v(t), t ∈ [t0, t1], (1)

ãäå (h(·), v(·)) ∈ C1([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x̂(·), û(·)) ∈ U . Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x(·) è
u(·) îïåðàòîðà f â òî÷êå (x̂(·), û(·)).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî êîìïàêò K = { (t, x, û(t)) :
|x− x̂(t)| ≤ δ0, t ∈ [t0, t1] } ïðèíàäëåæèò G.

Ïóñòü ε > 0. Ôóíêöèÿ fx ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K è ïîýòîìó íàéäåòñÿ 0 <
δ ≤ δ0 òàêîå, ÷òî åñëè |x1 − x2| < δ, òî ‖fx(t, x1, û(t)) − fx(t, x2, û(t))‖ < ε äëÿ âñåõ
(t, xi, û(t)) ∈ K, i = 1, 2.

Äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, t1] îòîáðàæåíèå g : URn(x̂(t), δ) → Rm, g(x) = f(t, x, û(t)) −
f̂x(t)x, äèôôåðåíöèðóåìî íà URn(x̂(t), δ) è åãî ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x èìååò âèä:

g′(x) = fx(t, x, û(t))− f̂x(t).
Ïóñòü x(·) ∈ UC1([t0,t1],Rn)(x̂(·), δ). Òîãäà x(t) ∈ URn(x̂(t), δ), è ìû èìååì ïî òåîðåìå

î ñðåäíåì, ïðèìåíåííîé ê îòîáðàæåíèþ g (ó÷èòûâàÿ, ÷òî åñëè x ∈ [x(t), x̂(t)], òî
x ∈ URn(x̂(t), δ))

|f(t, x(t), û(t))− f̂(t)− f̂x(t)(x(t)− x̂(t))|
≤ sup

x∈[x(t),x̂(t)]
‖fx(t, x, û(t))− f̂x(t)‖|x(t)− x̂(t)| ≤ ε|x(t)− x̂(t)|

≤ εmax(|x(t)− x̂(t)|, |ẋ(t)− ˙̂x(t)|).

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, t1], òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ
F â êàæäîé òî÷êå (x̂(·), û(·)) ∈ U ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x(·), è îíà

äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: Fx(·)(x̂(·), û(·))[h(·)](t) = f̂x(t)h(t), h(·) ∈ C1([t0, t1],Rn), t ∈
[t0, t1].

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà íà U . Ïóñòü (x̂(·), û(·)) ∈ U .
Ñóùåñòâóåò òàêîå δ1 > 0, ÷òî K1 = { (t, x, u) : |x− x̂(t)|+ |u− û(t)| ≤ δ1, t ∈ [t0, t1] } ⊂
G.

Ïóñòü ε > 0. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè fx íà êîìïàêòå K1 íàéäåòñÿ
δ2 ≤ δ1/2 òàêîå, ÷òî åñëè |x1−x2| < δ2 è |u1−u2| < δ2 òî ‖fx(t, x1, u1)−fx(t, x2, u2)‖ < ε
äëÿ âñåõ (t, xi, ui) ∈ K1, i = 1, 2.

Ïóñòü (x(·), u(·)) ∈ UC1([t0,t1],Rn)(x̂(·), δ2) × UC([t0,t1],Rr)(x̂(·), δ2). Äëÿ ëþáîãî h(·) ∈
C1([t0, t1],Rn) è t ∈ [t0, t1] èìååì

|(Fx(·)(x̂(·), û(·))− Fx(·)(x(·), u(·)))[h(·)](t)| = |(fx(t, x̂(t), û(t))−
− fx(t, x(t), u(t)))h(t)| ≤ ε‖h(·)‖C1([t0,t1],Rn).
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Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü Fx(·) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x̂(·), û(·)) è çíà÷èò, íà U .
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ F íà U ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî u(·), êîòîðàÿ â êàæäîé òî÷êå (x̂(·), û(·)) ∈ U
äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: Fu(·)(x̂(·), û(·))[v(·)](t) = f̂u(t)v(t), v(·) ∈ C([t0, t1],Rr), t ∈
[t0, t1].

Òåïåðü èç òåîðåìû 3 î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå F íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà U è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (1).

�1.3. Ìåòðè÷åñêàÿ ðåãóëÿðíîñòü. Òåîðåìà î âîçìóùåíèè.

Ìåòðè÷åñêàÿ ðåãóëÿðíîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

Âñþäó äàëåå, ÷òîáû èçáåæàòü ëèøíèõ îáîçíà÷åíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî ââîäèìûå îòîá-
ðàæåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî íèêàê íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè,
ïîñêîëüêó ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ëîêàëüíûìè ïîíÿòèÿìè (äèôôåðåíöèðóåìîñòü â
òî÷êå, ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è ò. ä.), òàê ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå àïðèîðè îïðåäåëåíî
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè, òî ïðîäîëæàÿ åãî êàê óãîäíî çà ïðåäåëû
ýòîé îêðåñòíîñòè, ñèòóàöèÿ, ñ ëîêàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, íå èçìåíèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, K ⊂ X è x̂ ∈ K.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F : X → Y ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè x̂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K, åñëè íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè V1 è V2
ñîîòâåòñòâåííî òî÷åê x̂ è F (x̂) è êîíñòàíòà c > 0 òàêèå, ÷òî

dist(x, F−1(y) ∩K) ≤ c‖y − F (x)‖Y (1)

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ (V1 ∩K)× V2 (ãäå F−1(y) = {x ∈ X : F (x) = y}).

Â ñëó÷àå, åñëè âàæíà âåëè÷èíà êîíñòàíòû c, òî áóäåì ãîâîðèòü î ìåòðè÷åñêîé
ðåãóëÿðíîñòè ñ êîíñòàíòîé c.

ÅñëèK = X, òî ãîâîðèì ïðîñòî î ìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x̂ (îïóñêàÿ ñëîâà �îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X�).

Åñëè V1 = X, V2 = Y , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F : X → Y ãëîáàëüíî

ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â òî÷êå x̂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (x, y) ∈ (V1 ∩K)× V2 è ε > 0

íàéäåòñÿ ýëåìåíò xε(x, y) ∈ K òàêîé, ÷òî F (xε(x, y)) = y è ïðè ýòîì

‖xε(x, y)− x‖X ≤ (c+ ε)‖y − F (x)‖Y .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè x = x̂ èK = X, òî ýòî åñòü óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé
ôóíêöèè ó îòîáðàæåíèÿ F .

Îòìåòèì çäåñü îäíî ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ âïîñëåäñòâèè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè îòîáðàæåíèå F : X → Y ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x̂ ∈ K ⊂ X îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K, òî F (x̂) ∈ intF (K ∩V ) äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè V ýòîé òî÷êè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îêðåñòíîñòè V1, V2 è êîíñòàíòà c èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðè÷å-
ñêîé ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèÿ F , V � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂, r1 > 0 òàêîå, ÷òî
UX(x̂, r1) ⊂ V , à 0 < r2 ≤ r1/2c òàêîâî, ÷òî UY (F (x̂), r2) ⊂ V2. Ïîêàæåì, ÷òî
UY (F (x̂), r2) ⊂ F (K∩V ) è òåì ñàìûì äîêàæåì ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü y ∈ UY (F (x̂), r2).
Òîãäà èç (1), ïðè x = x̂, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x(y) ∈ F−1(y) ∩ K, äëÿ êî-
òîðîãî ‖x(y) − x̂‖X ≤ 2 dist (x̂, F−1(y) ∩ K) ≤ 2c‖y − F (x̂)‖Y < 2cr2 ≤ r1, ò. å.
x(y) ∈ F−1(y)∩K ∩UX(x̂, r1). Òàêèì îáðàçîì, y ∈ F (K ∩UX(x̂, r1)) ⊂ F (K ∩ V ).

Òåîðåìà 1 (î âîçìóùåíèè). Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Y � íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî, K � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X, îòîáðàæåíèå Φ: X → Y
èìååò çàìêíóòûé ãðàôèê è ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ ∈ K îò-

íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K ñ êîíñòàíòîé c, à îòîáðàæåíèå G : X → Y ëèïøèöåâî

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà l < c−1. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå F = Φ + G ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà K ñ êîíñòàíòîé c′ = c/(1− lc).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòîáðàæåíèå Φ ãëî-
áàëüíî ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â òî÷êå x̂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K ñ êîíñòàíòîé c,
à îòîáðàæåíèå G ëèïøèöåâî íà âñå ïðîñòðàíñòâå X ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà l < c−1.

Ïóñòü (x, y) ∈ K × Y . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk = xk(ε), k ∈ N, çàäàí-
íóþ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

xk ∈ Φ−1(y −G(xk−1)) ∩K, x0 = x, (2)

è
‖xk − xk−1‖X ≤ (1 + ε)dist (xk−1,Φ

−1(y −G(xk−1)) ∩K), (3)

ãäå ε > 0 ñòîëü ìàëî, ÷òî (1 + ε)lc < 1.
Òàê êàê îòîáðàæåíèå Φ ãëîáàëüíî ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â òî÷êå x̂ îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà K, òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ôóíäàìåíòàëüíà (k ≥ 2). Èñïîëüçóÿ (3),

ìåòðè÷åñêóþ ðåãóëÿðíîñòü Φ, ðàâåíñòâî Φ(xk−1) = y − G(xk−2) (ñì. (2)), ëèïøèöè-
âîñòü G, à çàòåì èòåðèðóÿ ïðîöåäóðó, áóäåì èìåòü (îáîçíà÷àÿ α(ε) = (1 + ε)lc)

‖xk − xk−1‖X ≤ (1 + ε)dist (xk−1,Φ
−1(y −G(xk−1)) ∩K)

≤ (1 + ε)c‖y −G(xk−1)− Φ(xk−1)‖Y = (1 + ε)c‖G(xk−1)−G(xk−2)‖Y
≤ (1 + ε)cl‖xk−1 − xk−2‖X = α(ε)‖xk−1 − xk−2‖X

≤ . . . ≤ αk−1(ε)‖x1 − x‖X . (4)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ôóíäàìåíòàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ k,m ∈
N, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, (4), ôîðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, íåðàâåíñòâî (3) ïðè k = 1 è ìåòðè÷åñêóþ ðåãóëÿðíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ,
ïîëó÷èì îöåíêó

‖xk+m − xk‖X ≤ ‖xk+m − xk+m−1‖X + . . .+ ‖xk+1 − xk‖X

≤ (αk+m−1(ε) + . . .+ αk(ε))‖x1 − x‖X <
αk(ε)

1− α(ε)
‖x1 − x‖X

≤ αk(ε)(1 + ε)

1− α(ε)
dist (x,Φ−1(y −G(x)) ∩K) ≤ αk(ε)(1 + ε)c

1− α(ε)
‖y − F (x)‖Y , (5)
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îòêóäà ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}.
Ïîëîæèì ϕε(x, y) = limk→∞ xk (xk = xk(ε)). Âêëþ÷åíèå (2) ðàâíîñèëüíî ðà-

âåíñòâó Φ(xk) = y − G(xk−1). Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ è îáîçíà÷àÿ
ŷε = limk→∞Φ(xk), ïîëó÷àåì, ÷òî ŷε = y−G(ϕε(x, y)). Òàê êàê ãðàôèê Φ çàìêíóò, òî
ŷε = Φ(ϕε(x, y)) è òåì ñàìûì F (ϕε(x, y)) = y. Òàê êàê xk ∈ K, k ∈ N, è K çàìêíóòî,
òî ϕε(x, y) ∈ K.

Ïîëàãàÿ k = 0 â (5) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→∞, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

‖ϕε(x, y)− x‖X ≤ ((1 + ε)c/(1− α(ε)))‖y − F (x)‖Y .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

dist(x, F−1(y) ∩K) ≤ ((1 + ε)c/(1− α(ε)))‖y − F (x)‖Y .

Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 è ïîýòîìó

dist(x, F−1(y) ∩K) ≤ c′‖y − F (x)‖Y

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ K×Y , ãäå c′ = c/(1− lc), ò. å. îòîáðàæåíèå F ãëîáàëüíî ìåòðè÷åñêè
ðåãóëÿðíî â òî÷êå x̂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K (ñ êîíñòàíòîé c′).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå êàñàåòñÿ âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � ìåòðè÷åñêîé ðå-
ãóëÿðíîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, è áóäåò âìåñòå ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé èñïîëü-
çîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû èç ãëàâû 2. Åãî äîêàçàòåëüñòâî íîñèò
òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåð è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Ëåììà 1 (î ìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ). Ïóñòü X è Y �

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Λ ∈ L(X, Y ), K � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X,

x̂ ∈ K è 0 ∈ int Λ(K − x̂). Òîãäà îòîáðàæåíèå Λ ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè x̂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K.

�1.4. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè è åå ñëåä-

ñòâèÿ: òåîðåìà î ïîïðàâêå è òåîðåìà Ëþñòåðíèêà

Òåîðåìà 1 (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü X è Y � áàíà-

õîâû ïðîñòðàíñòâà, K � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X, îòîáðàæåíèå

F : X → Y ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ ∈ K è 0 ∈ intF ′(x̂)(K − x̂). Òîãäà F
ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíîñòè x̂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Φ = F ′(x̂) è G = F − Φ. Îòîáðàæåíèå Φ, ïî ëåììå î
ìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x̂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c > 0 è, î÷åâèäíî,
èìååò çàìêíóòûé ãðàôèê. Èç ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè F â òî÷êå x̂ ëåãêî ñëå-
äóåò, ÷òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå G ëèïøèöåâî ñ
êîíñòàíòîé Ëèïøèöà, ìåíüøåé c−1. Íî òîãäà ïî òåîðåìå î âîçìóùåíèè (ñì. òåîðåìó
1 �1.3) îòîáðàæåíèå F = Φ + G áóäåò ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà K.



19

Òåïåðü âûâåäåì èç ýòîé òåîðåìû äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Åñëè F : X → Y è x̂ ∈ X, òî äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

M(x̂) = F−1(F (x̂)) = {x ∈ X : F (x) = F (x̂) },

ò. å. M(x̂) � �ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ� îòîáðàæåíèÿ F .

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà î ïîïðàâêå). Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îòîá-

ðàæåíèå F : X → Y ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ è ImF ′(x̂) = Y . Òîãäà
ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̂, îòîáðàæåíèå ϕ : V → X è êîíñòàíòà c > 0
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ V âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

F (x+ ϕ(x)) = F (x̂), ‖ϕ(x)‖X ≤ 2c‖F (x)− F (x̂)‖Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â òåîðåìå K = X, òî óñëîâèå 0 ∈ intF ′(x̂)(X − x̂) =
intF ′(x̂)X, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ImF ′(x̂) = Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
òåîðåìå 1, îòîáðàæåíèå F ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ è çíà÷èò,
ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̂ è êîíñòàíòà c > 0 òàêèå, ÷òî dist (x,M(x̂)) ≤
c‖F (x)− F (x̂)‖Y äëÿ âñåõ x ∈ V . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ψ(x),
÷òî F (ψ(x)) = F (x) è ‖x − ψ(x)‖ ≤ 2c‖F (x) − F (x̂)‖Y , Ïîëîæèâ ϕ(x) = ψ(x) − x,
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Íàçâàíèå òåîðåìû ìîæåò áûòü îïðàâäàíî òåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ V ñóùåñòâóåò
ìàëàÿ �ïîïðàâêà� ϕ(x), ïåðåâîäÿùàÿ x íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ F .

Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X. Ýëåìåíò h ∈ X íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì ê M â òî÷êå x̂ ∈M , åñëè ñóùåñòâóþò ε > 0 è îòîáðàæåíèå r : (−ε, ε)→ X
òàêèå, ÷òî x̂+ th+r(t) ∈M äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, ε), ãäå r(t) = o(t) ïðè t→ 0. Ìíîæåñòâî
âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M â òî÷êå x̂ ∈M îáîçíà÷èì Tx̂M .

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ïîïðàâêå.

Òîãäà

Tx̂M(x̂) = KerF ′(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî Tx̂M(x̂) ⊂ KerF ′(x̂). Ïóñòü h ∈ Tx̂M è îòîáðàæåíèå
r èç îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. Òîãäà âñëåäñòâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè F
â òî÷êå x̂ èìååì 0 = F (x̂ + th + r(t)) − F (x̂) = tF ′(x̂)h + o(t), îòêóäà, äåëÿ íà t è
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî F ′(x̂)h = 0, ò. å. h ∈ KerF ′(x̂).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî KerF ′(x̂) ⊂ Tx̂M(x̂). Ïóñòü h ∈ KerF ′(x̂), à V � îêðåñòíîñòü
x̂ è îòîáðàæåíèå ϕ èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î ïîïðàâêå. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0
òàêîå, ÷òî x̂+th ∈ V äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, ε). Òîãäà, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó, F (x̂+th+ϕ(x̂+
th)) = F (x̂) è ‖ϕ(x̂+th)‖X ≤ 2c‖F (x̂+th)−F (x̂)‖Y = ‖F (x̂)+tF ′(x̂)h+o(t)−F (x̂)‖Y =
o(t)Y . Åñëè îáîçíà÷èòü r(t) = ϕ(x̂ + th), òî ïîëó÷èì, ÷òî x̂ + th + r(t) ∈ M(x̂) äëÿ
âñåõ t ∈ (−ε, ε) è r(t) = o(t) ïðè t→ 0, ò. å. h ∈ Tx̂M(x̂).
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Ãëàâà 2. Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ
íåëèíåéíîãî è âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Âñå ýòè óñëîâèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ òàê íàçûâàåìîìó ïðèí-
öèïó Ëàãðàíæà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿ-
åò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà íà ìíîæåñòâå òåõ îãðàíè-
÷åíèé, êîòîðûå â íåå íå âîøëè.

Ñàì Æ. Ë. Ëàãðàíæ âûñêàçàë ýòîò ïðèíöèï äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ â ñâî-
åé ðàáîòå �Òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé�, 1897 ã. Âîò åãî ñëîâà: Ìîæíî âûñêà-

çàòü ñëåäóþùèé îáùèé ïðèíöèï. Åñëè èùåòñÿ ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì íåêîòîðîé

ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðè óñëîâèè, ÷òî ìåæäó ýòèìè ïåðåìåííûìè èìå-

åòñÿ ñâÿçü, çàäàâàåìàÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè óðàâíåíèÿìè, íóæíî ïðèáàâèòü

ê ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè ôóíêöèè, çàäàþùèå óðàâíåíèÿ ñâÿçè, óìíîæåííûå íà

íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè, è èñêàòü çàòåì ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì ïîñòðîåí-

íîé ñóììû, êàê åñëè áû ïåðåìåííûå áûëè íåçàâèñèìû. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, ïðè-

ñîåäèíåííûå ê óðàâíåíèÿì ñâÿçè, ïîñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ.
Èç äàëüíåéøåãî áóäåò âèäíî, ÷òî ýòîò ïðèíöèï (åñëè ïðèäàòü åìó ÷óòü áîëåå

ðàñøèðèòåëüíîå òîëêîâàíèå) íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð.
Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ôóíêöèè

è îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

�2.1. Îáùàÿ çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

2.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü K � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, f0 : X → R
è F : X → Rm. Çàäà÷ó

f0(x)→ min, F (x) = 0, x ∈ K (P0)

áóäåì íàçûâàòü îáùåé çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P0) è Φ = (f0, F ) : X →
R× Rm, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̂, ÷òî Φ(x̂) ∈ ∂Φ(K ∩ V ).

Åñëè x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, òî Φ(x̂) ∈ ∂Φ(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P0). Ïî îïðåäåëåíèþ
íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̂, ÷òî f0(x) ≥ f0(x̂) äëÿ âñåõ x ∈ K ∩ V , äëÿ
êîòîðûõ F (x) = 0. ßñíî, ÷òî Φ(x̂) = (f0(x̂), F (x̂)) ∈ Φ(K ∩ V ). Äàëåå, (f0(x̂) −
ε, F (x̂)) /∈ Φ(K ∩ V ) íè äëÿ êàêîãî ε > 0, èáî èíà÷å íàøëàñü áû òî÷êà xε ∈ K ∩
V òàêàÿ, ÷òî f0(xε) = f0(x̂) − ε < f0(x̂) è F (xε) = F (x̂) = 0 â ïðîòèâîðå÷èè ñ
ïðåäïîëîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(x̂) ∈ ∂Φ(K ∩ V ).

Â ñëó÷àå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå (V = X).
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Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (P0) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L : X×R×(Rm)∗ → R, îïðåäåëåííóþ
ôîðìóëîé

L(x, λ0, y
∗) = λ0f0(x) + 〈y∗, F (x)〉,

ãäå ÷èñëî λ0 è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗ íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàí-

æà.

2.1.2. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 1 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (P0)). Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P0).
Åñëè X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, K � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X,

ôóíêöèÿ f0 è îòîáðàæåíèå F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x̂, òî íàéäóòñÿ,
íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0 è y∗ òàêèå, ÷òî

− Lx(x̂, λ0, y∗) ∈ NK(x̂) ⇔ 〈λ0f ′0(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗, x− x̂〉 ≥ 0, ∀x ∈ K. (1)

Åñëè 0 ∈ intF ′(x̂)(K − x̂), òî λ0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (P0) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

f(z)→ min, F (z) = 0, z ∈ K1 (P ′0)

ïåðåìåííîé z = (x, y) ∈ Z = X×R, ãäå f(z) = f0(x)+y, F (z) = F (x) è K1 = K×R+.
Ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å

(P0), òî ẑ = (x̂, 0) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P ′0).
Ïóñòü Φ = (f, F ). Ïîêàæåì, ÷òî 0 ∈ ∂Φ′(ẑ)(K1 − ẑ). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå

òàê, òî 0 ∈ int Φ′(ẑ)(K1 − ẑ). Òîãäà ñîãëàñíî îáîáùåííîé òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíê-
öèè (òåîðåìà 1 �1.4) îòîáðàæåíèå Φ ìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíî â îêðåñòíîñòè ẑ îòíîñè-
òåëüíî ìíîæåñòâà K1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 1 �1.3, Φ(ẑ) ∈ int Φ(K1 ∩ V )
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè ẑ. Íî, åñëè ẑ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 1.

Èòàê, 0 ∈ ∂Φ′(ẑ)(K1 − ẑ). Ìíîæåñòâî A = Φ′(ẑ)(K1 − ẑ) âûïóêëî, êàê îáðàç
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè. Òîãäà â ñèëó êðèòåðèÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êè (ïðåäëîæåíèÿ 2 �1.1) NA 6= {0}, ò. å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë z∗ ∈
(R × Rm)∗ òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 〈z∗, z〉 ≤ 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ A, èëè
〈z∗,Φ′(ẑ)(z − ẑ)〉 ≤ 0 äëÿ ëþáîãî z = (x, y) ∈ K × R+. Äëÿ íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà
−z∗, ïîëàãàÿ −z∗ = (λ0, y

∗), áóäåì èìåòü, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1 èç �1.2 è ëåììó
2 èç �1.1

0 ≤ 〈−z∗,Φ′(ẑ)(z − ẑ)〉 = 〈−z∗, (f ′(ẑ), F ′(ẑ))(z − ẑ)〉 = 〈λ0f ′0(x̂), x− x̂〉+ λ0y

+ 〈y∗, F ′(x̂)(x− x̂)〉 = λ0y + 〈Lx(x̂, λ0, y∗), x− x̂〉 (2)

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ K × R+.
Åñëè x = x̂, òî èç (2) ñëåäóåò, ÷òî λ0 ≥ 0. Ïîëàãàÿ y = 0, ïîëó÷àåì âêëþ÷å-

íèå −Lx(x̂, λ0, y∗) ∈ NK(x̂), êîòîðîå ðàâíîñèëüíî â ñèëó òîãî, ÷òî 〈λ0f ′0(x̂), x − x̂〉 +
〈y∗, F ′(x̂)(x− x̂)〉 = 〈λ0f ′0(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗, x− x̂〉 íåðàâåíñòâó 〈λ0f ′0(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗, x−
x̂〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ K.
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Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü 0 ∈ intF ′(x̂)(K−x̂). Äîïóñòèì, ÷òî
λ0 = 0. Òîãäà y∗ 6= 0 è èç (2) ñëåäóåò, ÷òî 〈−y∗, F ′(x̂)(x− x̂)〉 ≤ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ K,
èëè ðàâíîñèëüíî, 〈−y∗, y〉 ≤ 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ B = F ′(x̂)(K − x̂), ò. å. −y∗ ∈ NB(0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ ãðàíè÷íîé òî÷êè 0 ∈ ∂F ′(x̂)(K − x̂) â ïðîòèâîðå÷èè ñ
ïðåäïîëîæåíèåì.

�2.2. Ãëàäêèå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ

2.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ÿâëÿþùóþñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷å-
ñêîé çàäà÷è, î êîòîðîé ãîâîðèë Ëàãðàíæ, è èññëåäóåì åå íàèáîëåå ïîëíî, ïðèâîäÿ
òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f0 : X → R è F : X → Rm. Çàäà÷ó

f0(x)→ min, F (x) = 0 (P1)

íàçûâàþò çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çäåñü èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å (P0).

2.2.2. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 1 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (P1)). Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P1). Åñëè
X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèÿ f0 è îòîáðàæåíèå F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóå-

ìû â òî÷êå x̂, òî íàéäóòñÿ, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

λ0 ≥ 0 è y∗ òàêèå, ÷òî

Lx(x̂, λ0, y∗) = 0 ⇔ λ0f
′
0(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0. (1)

Åñëè ImF ′(x̂) = Rm, òî λ0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (1) ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåîáõîäèìûõ óñëî-
âèÿõ ìèíèìóìà â çàäà÷å (P0) ïðè K = X, òàê êàê, î÷åâèäíî, NX(x) = {0} äëÿ
ëþáîãî x ∈ X. Ìåíÿÿ çíàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 ≥ 0.

Ïóñòü ImF ′(x̂) = Rm. Ñëåäîâàòåëüíî 0 ∈ intF ′(x̂)X = intF ′(x̂)(X − x̂). Îòñþäà,
â ñèëó òåîðåìû 1 èç ï.2.1.1, ïîëó÷àåì, ÷òî λ0 6= 0

Åñëè îòîáðàæåíèå F : X → Rm çàäàíî íàáîðîì ôóíêöèé fi : X → R, i = 1, ...,m,
ò. å. F (x) = (f1(x), . . . , fm(x))T äëÿ ëþáîãî x ∈ X, òî çàäà÷à (P1) ïðèîáðåòàåò âèä

f0(x)→ min, fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m. (P ′1)

Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà Rm ñóòü âåêòîð-ñòðîêè (λ1, . . . , λm) (ñì.
ï. 1.2.2), òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäà÷è (P ′1) èìååò âèä L(x, λ0, λ) =

∑m
i=0 λifi(x), ãäå

λ = (λ1, . . . , λm).
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Ñëåäñòâèå 1 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (P ′1)). Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P ′1). Åñëè
X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèè fi, i = 0, 1, . . . ,m, ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû
â òî÷êå x̂, òî íàéäóòñÿ, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

λ0 ≥ 0 è λ = (λ1, . . . , λm) òàêèå, ÷òî

Lx(x̂, λ0, λ) = 0 ⇔
m∑
i=0

λif
′
i(x̂) = 0.

Åñëè âåêòîðû f ′1(x̂), . . . , f ′m(x̂) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî λ0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè ó÷åñòü, ÷òî y∗ =
(λ1, . . . , λm) è ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ëåììû 2 èç �1.1 èìååì äëÿ ëþáîãî x ∈ X

0 = λ0〈f ′0(x̂), x〉+ 〈y∗, F ′(x̂)x〉 = λ0〈f ′0(x̂), x〉+
m∑
i=0

λi〈f ′i(x̂), x〉 = 〈
m∑
i=0

λif
′
i(x̂), x〉,

÷òî ðàâíîñèëüíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèÿ.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

2.2.3. Óñëîâèÿ ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà 2 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè òèïà ðàâåíñòâ). Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P1). Åñëè X �

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèÿ f0 è îòîáðàæåíèå F äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â

òî÷êå x̂ è ImF ′(x̂) = Rm, òî íàéäåòñÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y∗ ∈ (Rm)∗ òàêîé,
÷òî

Lx(x̂, 1, y∗) = 0 ⇔ f ′0(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0 (2)

è

Lxx(x̂, 1, y∗)[h, h] ≥ 0, ∀ h ∈ KerF ′(x̂) ⇔
f ′′0 (x̂)[h, h] + 〈y∗, F ′′(x̂)[h, h]〉 ≥ 0, ∀ h ∈ KerF ′(x̂). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèé f0 è F â òî÷êå x̂
ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü èõ ïðîèçâîäíûõ â x̂, à çíà÷èò, èõ ñòðîãàÿ äèôôåðåíöèðó-
åìîñòü â äàííîé òî÷êå (ñì. ñëåäñòâèå 1 �1.2). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (2) ñðàçó
âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû (ãäå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1).

Äîêàæåì (3). Ïóñòü h ∈ KerF ′(x̂). Îòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû Ëþñòåðíèêà (ñì. ñëåäñòâèå 3 �2.2) è ïîýòîìó h ∈ Tx̂M(x̂) (M(x̂) = {x ∈ X :
F (x) = F (x̂) = 0}), ò. å. ñóùåñòâóþò ε > 0 è îòîáðàæåíèå r : (−ε, ε)→ X òàêèå, ÷òî
F (x̂+ th+ r(t)) = 0 äëÿ t ∈ (−ε, ε) è r(t) = o(t) ïðè t→ 0. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû
x̂+ th+ r(t), t ∈ (−ε, ε), äîïóñòèìû â (P1) è òàê êàê x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â ýòîé
çàäà÷å, òî f0(x̂ + th + r(t)) ≥ f0(x̂) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ t. Òåïåðü ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà èìååì (ó÷èòûâàÿ (2))

0 ≤ f0(x̂+ th+ r(t))− f0(x̂) = L(x̂+ th+ r(t), 1, y∗)− L(x̂, 1, y∗)

=
1

2
Lxx(x̂, 1, y∗)[th+ r(t), th+ r(t)] + o(t2)=

t2

2
Lxx(x̂, 1, y∗)[h, h] + o(t2),

îòêóäà, äåëÿ íà t2 è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ 0, ïîëó÷àåì (3).
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Òåîðåìà 3 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè òèïà ðàâåíñòâ). Ïóñòü â çàäà÷å (P1) X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèÿ

f0 è îòîáðàæåíèå F äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â äîïóñòèìîé òî÷êå x̂. Òîãäà, åñëè
íàéäóòñÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y∗ ∈ (Rm)∗ è ÷èñëî α > 0 òàêèå, ÷òî

Lx(x̂, 1, y∗) = 0 (4)

è

Lxx(x̂, 1, y∗)[h, h] ≥ α‖h‖2X , ∀ h ∈ KerF ′(x̂), (5)

òî x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F ′(x̂) : X → ImF ′(x̂). Äëÿ íåãî, î÷åâèä-
íî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ïîïðàâêå (ñì. òåîðåìó 2 �2.2) â ëþáîé òî÷êå (â
÷àñòíîñòè, â íóëå), Y = ImF ′(x̂). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü
íóëÿ V0, îòîáðàæåíèå ϕ : V0 → X è êîíñòàíòà K > 0 òàêèå, ÷òî

F ′(x̂)(x+ ϕ(x)) = F ′(x̂)0 = 0 (6)

è
‖ϕ(x)‖X ≤ K|F ′(x̂)x| (7)

äëÿ âñåõ x ∈ V0.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè x̂ åñòü äîïóñòèìûå â (P1) òî÷êè (èíà÷å

x̂ áûëà áû èçîëèðîâàííîé òî÷êîé è àâòîìàòè÷åñêè ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì). Ïóñòü
x ∈ V0 è x̂+ x � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (P1). Òîãäà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

0 = F (x̂+ x) = F ′(x̂)x+
1

2
F ′′(x̂)[x, x] + o(‖x‖2X).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |F ′(x̂)x| ≤
((1/2)‖F ′′(x̂)‖+ 1)‖x‖2X , à òîãäà èç (7) ïîëó÷àåì, ÷òî

‖ϕ(x)‖X ≤ γ‖x‖2X , (8)

ãäå γ = K((1/2)‖F ′′(x̂)‖+ 1).
Îáîçíà÷àÿ, äëÿ êðàòêîñòè, L(x) = L(x, 1, y∗) è B = ‖Lxx(x̂)‖ è ó÷èòûâàÿ (4),

äîïóñòèìîñòü òî÷êè x̂+x, âêëþ÷åíèå x+ϕ(x) ∈ KerF ′(x̂) è îöåíêó (5), áóäåì èìåòü

f0(x̂+x)−f0(x̂) = L(x̂+x)−L(x̂) =
1

2
Lxx(x̂)[x+ϕ(x)−ϕ(x), x+ϕ(x)−ϕ(x)]+o(‖x‖2X)

=
1

2
(Lxx(x̂)[x+ϕ(x), x+ϕ(x)]−2Lxx(x̂)[x+ϕ(x), ϕ(x)]+Lxx(x̂)[ϕ(x), ϕ(x)])+o(‖x‖2X)

≥ 1

2
(α‖x+ ϕ(x)‖2X − 2B‖x+ ϕ(x)‖X‖ϕ(x)‖X −B‖ϕ(x)‖2X) + o(‖x‖2X).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñèëó îöåíêè (8) âûðàæåíèå ñïðàâà ïîëîæèòåëüíî äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ x è ïîýòîìó x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàíî íåñêîëüêî áîëüøå: ñóùåñòâóåò òàêîå κ > 0 è îêðåñòíîñòü
íóëÿ V1 â X, ÷òî f0(x̂+x)−f0(x̂) ≥ κ‖x‖2X äëÿ âñåõ òàêèõ x ∈ V1, äëÿ êîòîðûõ òî÷êà
x̂+ x äîïóñòèìà â çàäà÷å (P1).
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�2.3. Ãëàäêèå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà G(x) ∈ Q

2.3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, x̂ ∈ X, f0 : X → R, G : X → Rm è Q �
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rm. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

f0(x)→ min, G(x) ∈ Q. (P2)

Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (P2) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L : X × R× (Rm)∗ → R, îïðåäåëåííóþ
ôîðìóëîé

L(x, λ0, y
∗) = λ0f0(x) + 〈y∗, G(x)〉,

ãäå (λ0, y
∗) ∈ R× (Rm)∗.

2.3.2. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 1 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (P2)). Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P2). Åñëè
X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèÿ f0 è îòîáðàæåíèå G ñòðîãî äèôôåðåíöè-

ðóåìû â òî÷êå x̂, ìíîæåñòâî Q âûïóêëî è çàìêíóòî, òî íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0 è y∗ ∈ (Rm)∗, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî

Lx(x̂, λ0, y∗) = 0 ⇔ λ0f
′
0(x̂) + (G′(x̂))∗y∗ = 0 (1)

è

y∗ ∈ NQ(G(x̂)). (2)

Åñëè 0 ∈ int (ImG′(x̂) +G(x̂)−Q), òî λ0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì çàäà÷ó (P2) ê çàäà÷å âèäà (P0). Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ
z = (x, y) ∈ Z = X × Rm è ïîëîæèì f(z) = f0(x), F (z) = G(x)− y, K = X ×Q.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f(z)→ min, F (z) = 0, z ∈ K.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P2), òî òî÷êà ẑ =
(x̂, G(x̂)) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â äàííîé çàäà÷å. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 �2.2
íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0 è y∗ ∈ (Rm)∗, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ,
òàêèå, ÷òî

0 ≤ 〈λ0f ′(ẑ), z − ẑ〉+ 〈y∗, F ′(ẑ)(z − ẑ)〉 = 〈λ0f ′0(x̂), x− x̂〉+ 〈y∗, G′(x̂)(x− x̂)

− (y −G(x̂))〉 = 〈λ0f ′0(x̂) + (G′(x̂))∗y∗, x− x̂〉 − 〈y∗, y −G(x̂)〉 (3)

äëÿ âñåõ x ∈ X è y ∈ Q.
Ïîëàãàÿ çäåñü y = G(x̂), ïîëó÷àåì, ÷òî 〈λ0f ′0(x̂) + (G′(x̂))∗y∗, x− x̂〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ

x ∈ X è çíà÷èò, λ0f
′
0(x̂) + (G′(x̂))∗y∗ = 0.

Åñëè x = x̂ â (3), òî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (2).
Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü 0 ∈ int (ImG′(x̂) + G(x̂) − Q).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ0 = 0. Òîãäà y∗ 6= 0 è èç (3) ñëåäóåò, ÷òî 〈y∗, G′(x̂)(x− x̂)+G(x̂)−
y〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X è y ∈ Q, èëè 〈y∗, y〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ y ∈ A = ImG′(x̂) +G(x̂)−Q,
ò. å. −y∗ ∈ NA(0) è çíà÷èò, NA(0) 6= {0}. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ãðàíè÷íîé òî÷êè (ñì.
ïðåäëîæåíèå 2 �1.1) íîëü � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ImG′(x̂) + G(x̂) − Q, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
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2.3.3. Ãëàäêèå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m1, è F : X →
Rm. Çàäà÷à

f0(x)→ min, fi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m1, F (x) = 0 (P3)

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè è íåðàâåíñòâàìè

èëè çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.
Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (P3) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L : X × R × (Rm1)∗ × (Rm)∗ → R,

îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé

L(x, λ0, λ, y
∗) =

m1∑
i=0

λifi(x) + 〈y∗, F (x)〉,

ãäå λ = (λ1, . . . , λm1).

Òåîðåìà 2 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (P3)). Ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P3).
Åñëè X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèè fi, i = 0, 1, . . . ,m1, è îòîáðàæåíèå F
ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â x̂, òî íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 ∈ R, λ =
(λ1, . . . , λm1) ∈ (Rm1)∗ è y∗ ∈ (Rm)∗, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî

(a) Lx(x̂, λ0, λ, y∗) = 0 ⇔
m1∑
i=0

λif
′
i(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0;

(b) λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m1;

(c) λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m1.

Åñëè ImF ′(x̂) = Rm è ñóùåñòâóåò âåêòîð h ∈ KerF ′(x̂) òàêîé, ÷òî 〈f ′i(x̂), h〉 <
0 äëÿ òåõ èíäåêñîâ 1 ≤ i ≤ m1, äëÿ êîòîðûõ fi(x̂) = 0, òî λ0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå G : X → Rm1 × Rm ïî ôîðìóëå
G(x) = (Φ(x), F (x)), ãäå Φ(x) = (f1(x), . . . , fm1(x))T è ïîëîæèòü Q = Rm1

− × {0}, ãäå
Rm1
− = {x = (x1, . . . , xm1)

T ∈ Rm1 : xi ≤ 0, i = 1, . . . ,m1}, à 0 � íóëåâîé ýëåìåíò â
Rm, òî çàäà÷à (P3) ïðèìåò â òî÷íîñòè âèä çàäà÷è (P2).

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò ïðåä-
ïîëîæåíèÿì òåîðåìû î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (P2). Òî-
ãäà ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0 è (λ, y∗) =
(λ1, . . . , λm1 , y

∗) ∈ (Rm1)∗ × (Rm)∗ (âìåñòî y∗), íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

0 = λ0〈f ′0(x̂), x〉+ 〈(λ, y∗), (Φ′(x̂)x, F ′(x̂)x)〉 = λ0〈f ′0(x̂), x〉

+

m1∑
i=1

λi〈f ′i(x̂), x〉+ 〈y∗, F ′(x̂)x〉 =

〈
m1∑
i=0

λif
′
i(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗, x

〉
,

îòêóäà ñëåäóåò (a).
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Óñëîâèå (2) â íàøåì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî

〈(λ, y∗), (y, 0)− (Φ(x̂), 0)〉 =

m1∑
i=1

λi(yi − fi(x̂)) ≤ 0, ∀ y = (y1, . . . , ym1)
T ∈ Rm1

− . (4)

Ïóñòü 1 ≤ i0 ≤ m1. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà yi0 = fi0(x̂)−1 è yi = fi(x̂), åñëè i 6= i0, ïîëó÷àåì,
÷òî λi0 ≥ 0. Ýòèì äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (b). Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî λifi(x̂) ≤ 0,
i = 1, . . . ,m1. Ïîäñòàâëÿÿ â (4) y1 = . . . = ym1 = 0, ïîëó÷èì, ÷òî

∑m1

i=1 λifi(x̂) ≥ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m1, è óòâåðæäåíèå (c) äîêàçàíî.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü λ0 = 0. Òîãäà èç (a) ïîñëåäóåò, ÷òî ñðåäè
÷èñåë λ1, . . . , λm1 åñòü íåíóëåâûå, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîëó÷èëè áû, ÷òî y∗ = 0
(îïåðàòîð F ñþðúåêòèâåí è ïîýòîìó åãî ñîïðÿæåííûé èíúåêòèâåí).

Ïóñòü h îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà èç (a) è òîãî, ÷òî h ∈ KerF ′(x̂)
âûòåêàåò ðàâåíñòâî 0 =

∑m1

i=1 λi〈f ′i(x̂), h〉. Åñëè λi0 > 0, òî fi0(x̂) = 0 ñîãëàñíî (c).
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈f ′i0(x̂), h〉 < 0, ïî ñâîéñòâó h, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: 0 =∑m1

i=1 λi〈f ′i(x̂), h〉 < 0.

�2.4. Âûïóêëûå çàäà÷è

2.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóê-
ëîé, åñëè ìíîæåñòâî

epi f = { (x, α) ∈ X × R : α ≥ f(x) },

íàçûâàåìîå íàäãðàôèêîì f , âûïóêëî.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáûõ x1, x1 ∈ X è ëþáîãî 0 ≤ α ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Èåíññåíà.
Ïóñòü fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m � âûïóêëûå ôóíêöèè è Q � íåïóñòîå âûïóêëîå

ïîäìíîæåñòâî X. Çàäà÷à

f0(x)→ min, fi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m, x ∈ Q (P4)

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé çàäà÷åé èëè çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ëþáîé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U òî÷êè x̂, ÷òî f0(x̂) ≤ f0(x) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x ∈ U . Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ
äîïóñòèìàÿ òî÷êà â çàäà÷å (P4). Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ 0 < α ≤ 1 òî÷êè (1− α)x̂+
αx = x̂ + α(x − x̂) ïðèíàäëåæàò U è äîïóñòèìû, òàê êàê (1 − α)x̂ + αx ∈ Q, è ïî
íåðàâåíñòâó Èåíññåíà fi(1−α)x̂+αx) ≤ (1−α)fi(x̂)+αfi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m. Ñíîâà
ïî íåðàâåíñòâó Èåíññåíà, f0(x̂) ≤ f0((1 − α)x̂ + αx) ≤ (1 − α)f0(x̂) + αf0(x), ò. å.
f0(x̂) ≤ f0(x).
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Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (P4) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L : X×R×(Rm)∗ → R, îïðåäåëåííóþ
ôîðìóëîé

L(x, λ0, λ) =
m∑
i=0

λifi(x),

ãäå λ = (λ1, . . . , λm).

2.4.2. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 1 (Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà). 1) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè x̂ � ìèíèìóì â çà-

äà÷å (P4), òî íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 è λ = (λ1, . . . , λm), íå ðàâíûå

îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî

(a) min
x∈Q
L(x, λ0, λ) = L(x̂, λ0, λ);

(b) λi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m;

(c) λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ Q, ÷òî fi(x) < 0, 1 ≤ i ≤ m, òî λ0 6= 0
(óñëîâèå Ñëåéòåðà).

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ â (P4) òî÷êà x̂ è ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà λ0 > 0 è λ = (λ0, λ1, . . . , λm), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (a), (b) è (c),
òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (P4).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ z = (x, y) ∈ Z = X × Rm+1, ãäå
y = (y0, y1, . . . , ym)T , è ïîëîæèì f(z) = f0(x)+y0, F (z) = (f1(x)+y1, . . . , fm(x)+ym)T ,
K = Q× Rm+1

+ .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f(z)→ min, F (z) = 0, z ∈ K.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P4), òî òî÷êà
ẑ = (x̂, ŷ), ãäå ŷ = (0,−f1(x̂), . . . ,−fm(x̂))T , ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì â ýòîé
çàäà÷å. Òîãäà, åñëè Φ = (f, F ) : X × Rm+1 → Rm+1, òî Φ(ẑ) = (f(ẑ), F (ẑ)) ∈ ∂Φ(K)
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 �2.1.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Φ(K) âûïóêëî. Ïóñòü wi ∈ Φ(K), i = 1, 2. Íà-
äî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1) íàéäåòñÿ ýëåìåíò z(α) ∈ K òàêîé, ÷òî
Φ(z(α)) = (1− α)w1 + αw2.

Ïóñòü zi = (xi, y
i) ∈ K òàêèå, ÷òî wi = Φ(zi), i = 1, 2. Ïîëîæèì G(x) =

(f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) è ïóñòü z(α) = (x(α), u(α)), ãäå x(α) = (1 − α)x1 + αx2 è
y(α) = (1− α)y1 + αy2 + (1− α)G(x1) + αG(x2)−G(x(α)).

Òàê êàê ìíîæåñòâî Q âûïóêëî, òî x(α) ∈ Q. Äàëåå, ïîñêîëüêó ôóíêöèè
f0, f1, . . . , fm âûïóêëû, òî èç íåðàâåíñòâà Èåíññåíà ñëåäóåò, ÷òî (1 − α)G(x1) +
αG(x2) − G(x(α)) ≥ 0 (íåðàâåíñòâî ïîêîîðäèíàòíîå), ò. å. y(α) ∈ Rm+1

+ è òåì ñà-
ìûì z(α) ∈ K.
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Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ(z) = (f(z), F (z)) = (f0(x) + y0, f1(x) + y1, . . . , fm(x) +
ym) = G(x) + y ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(1−α)w1+αw2 = (1−α)Φ(x1, y
1)+αΦ(x2, y

2) = (1−α)G(x1)+αG(x2)+(1−α)y1+αy2

= G(x(α))+(1−α)y1+αy2+(1−α)G(x1)+αG(x2)−G(x(α)) = G(x(α))+y(α) = Φ(z(α))

è çíà÷èò, Φ(K) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Òàê êàê Φ(ẑ) ∈ ∂Φ(K), òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ ãðàíè÷íîé òî÷êè (ïðåäëîæåíèå

2 �1.1) íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé íîðìàëüíîìó êîíóñó NK(Φ(ẑ)).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð. Òîãäà 〈λ,Φ(z)−
Φ(ẑ)〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ z ∈ K, èëè

λ0(f0(x) + y0 − f0(x̂)) +
m∑
i=1

λi(fi(x) + yi) ≥ 0 (1)

äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Q× Rm+1
+ , ãäå y = (y0, y1, . . . ym).

Ïîëàãàÿ çäåñü x = x̂, y0 = 1 è yi = −fi(x̂), i = 1, . . . ,m, ïîëó÷àåì, ÷òî λ0 ≥ 0.
Åñëè 1 ≤ j ≤ m, òî ïîëàãàÿ x = x̂, y0 = 0, yi = −fi(x̂) ïðè i 6= j è yj = −fj(x̂) + 1,
ïîëó÷àåì, ÷òî λj ≥ 0. Ýòèì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå (b) òåîðåìû.

Òàê êàê (b) ñïðàâåäëèâî, òî λifi(x̂) ≤ 0, i = 1, . . . ,m. Ïîäñòàâëÿÿ â (1) x = x̂ è y =
0, ïîëó÷àåì, ÷òî

∑m
i=1 λifi(x̂) ≥ 0 è ïîýòîìó λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m. Óòâåðæäåíèå

(c) äîêàçàíî.
Ïóñòü â (1) y = 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (c), áóäåì èìåòü

∑m
i=0 λifi(x) ≥ λ0f0(x̂) =∑m

i=0 λifi(x̂) äëÿ ëþáîãî x ∈ Q. Ýòî è åñòü óòâåðæäåíèå (a) òåîðåìû.
Äîêàæåì óñëîâèå Ñëåéòåðà. Åñëè λ0 = 0, òî íåíóëåâîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

íàõîäèòñÿ ñðåäè îñòàëüíûõ è ïîýòîìó (ñ ó÷åòîì (c)) L(x, 0, λ) =
∑m

i=1 λifi(x) < 0 =∑m
i=1 λifi(x̂) = L(x̂, 0, λ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (a).
2) Ïóñòü x � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (P4). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿ-

òåëüñòâî âìåñòå ñ (b), çàòåì (a) è (c), áóäåì èìåòü

λ0f0(x) ≥ λ0f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) = L(x, λ0, λ) ≥ L(x̂, λ0, λ) = λ0f0(x)

+
m∑
i=1

λifi(x̂) = λ0f0(x̂).

Äåëÿ íà λ0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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Ãëàâà 3. Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

�3.1. Çàäà÷à Ìàéåðà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

3.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü [t0, t1] � êîíå÷íûé îòðåçîê, çàäàíî îòîáðàæåíèå ψ : R × Rn × Rr → Rn

(ïåðåìåííûõ t ∈ R, x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn, u = (u1, . . . , ur)
T ∈ Rr) è ôóíêöèè

gi : Rn × Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m ïåðåìåííûõ ξi ∈ Rn è i = 0, 1.
Â ïðîñòðàíñòâå Z = C1([t0, t1],Rn) × C([t0, t1],Rr)1 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé

(x(·), u(·)) ∈ Z ðàññìîòðèì çàäà÷ó

g0(x(t0), x(t1))→ min, ẋ = ψ(t, x, u), gi(x(t0), x(t1)) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m′,

gi(x(t0), x(t1)) = 0, m′ + 1 ≤ i ≤ m, (P5)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Ìàéåðà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (â ïîíòðÿãèíñêîé
ôîðìå).

Ïàðà (x(·), u(·)) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (P5), åñëè ẋ(t) = ψ(t, x(t), u(t))
äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] è âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ ñ ðàâåíñòâàìè è íåðàâåíñòâàìè.

Äîïóñòèìàÿ ïàðà (x̂(·), û(·)) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å
(P5), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O â Z ïàðû (x̂(·), û(·)), ÷òî äëÿ ëþáîé äîïó-
ñòèìîé ïàðû (x(·), u(·)) ∈ O âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî g0(x(t0), x(t1)) ≥ g0(x̂(t0), x̂(t1)).

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïèøåì ψ̂(t) = ψ(t, x̂(t), û(t)) è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ ïî x è u ýòîé ôóíêöèè, ĝiξj = giξj(x̂(t0), x̂(t1)), i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî âìåñòå
ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x è u íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå â G ⊂ R ×
Rn × Rr, ñîäåðæàùèì òî÷êè { (t, x̂(t), û(t)) : t ∈ [t0, t1] }, à ôóíêöèè gi, 0 ≤ i ≤ m,
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x̂(t0), x̂(t1)).

3.1.2. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

Ïîëîæèì L(t, x, ẋ, u, p) = 〈p, ẋ−ψ(t, x, u)〉, p ∈ (Rn)∗. Åñëè ôèêñèðîâàíû ôóíêöèè
x̂(·), û(·) è ôóíêöèÿ p(·) íà [t0, t1] ñî çíà÷åíèÿìè â (Rn)∗, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè

ïèøåì L̂(t) = 〈p(t), ˙̂x(t)− ψ̂(t)〉 è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî x, ẋ è u ôóíêöèè
L.

Òåîðåìà 1 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà â
çàäà÷å (P5)). Åñëè ïàðà (x̂(·), û(·)) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å

(P5), òî íàéäóòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗ è ôóíêöèÿ p(·) ∈
C1([t0, t1], (Rn)∗) òàêèå, ÷òî L̂ẋ(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) è âûïîëíÿþòñÿ

1Z � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖(x(·), u(·))‖Z = ‖x(·)‖C1([t0,t1],Rn)+‖u(·)‖C([t0,t1],Rr).
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(a) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ ṗ(t) = −p(t)ψ̂x(t),

(b) óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

L̂ẋ(tj) = (−1)j
m∑
i=0

λiĝiξj , j = 0, 1 ⇔ p(tj) = (−1)j
m∑
i=0

λ1ĝiξj , j = 0, 1,

(c) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî u

L̂u(t) = 0 ⇔ p(t)ψ̂u(t) = 0.

(d) óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

λigi(x̂(t0), x̂(t1)) = 0, i = 1, . . . ,m′,

(e) óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè

λi ≥ 0, i = 0, 1, . . .m′.

×òîáû íå óòÿæåëÿòü èçëîæåíèå, ðàññìîòðèì çàäà÷ó â ïîñòàíîâêå, êîòîðàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ñòîëü îáùåé êàê çàäà÷à (P5), íî âåñüìà ñîäåðæàòåëüíîé. Äîêàçàòåëüñòâî
îáùåãî ðåçóëüòàòà ïîòðåáóåò ëèøü íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñëîæíåíèé ïðèâîäèìîãî
íèæå äîêàçàòåëüñòâà.

Èòàê, ïóñòü ψ : R × Rn × Rr → Rn è gi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

g0(x(t1))→ min, ẋ = ψ(t, x, u), x(t0) = x0, gi(x(t1)) = 0, i = 1, . . . ,m, (P ′5)

íà ïðîñòðàíñòâå ïàð (x(·), u(·)) ∈ C1([t0, t1],Rn)× C([t0, t1],Rr).

Òåîðåìà 2 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà â
çàäà÷å (P ′5)). Åñëè ïàðà (x̂(·), û(·)) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å

(P ′5), òî íàéäóòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗ è ôóíêöèÿ p(·) ∈
C1([t0, t1], (Rn)∗) òàêèå, ÷òî L̂ẋ(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) è âûïîëíÿþòñÿ

(a) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ ṗ(t) = −p(t)ψ̂x(t),

(b) óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

L̂ẋ(t1) = −
m∑
i=0

λig
′
i(x̂(t1)) ⇔ p(t1) = −

m∑
i=0

λig
′
i(x̂(t1)),
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(c) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî u:

L̂u(t) = 0 ⇔ p(t)ψ̂u(t) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ðåçóëüòàòîì, ñëåäîâàëî áû åùå ñêàçàòü,
÷òî íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð µ = (µ1, . . . , µn) ∈ (Rn)∗, ÷òî L̂ẋ(t0) = p(t0) = µ. Íî ýòî
óñëîâèå ìû íå ïèøåì, òàê êàê îíî íå íåñåò íèêàêîé èíôîðìàöèè, ïîñêîëüêó µ íè â
êàêèå äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ íå âõîäèò, è åñëè λ = 0, òî p = 0, à òåì ñàìûì µ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì îäíó ëåììó î äèôôåðåíöèðóåìîé çàâèñè-
ìîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò ïàðàìåòðà, äîêàçûâàòü êîòîðóþ
çäåñü íå áóäåì, íî îòìåòèì, ÷òî îíà åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè (ñì. [2], ï. 2.3.4).

Íèæå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì ÷àñòî ïèñàòü x̂ âìåñòî x̂(·), û âìåñòî û(·) è
ò. ä.

Ëåììà 1. Ïóñòü (x̂, û) ∈ C1([t0, t1],Rn) × C([t0, t1],Rr), îòîáðàæåíèå ψ : R × Rn ×
Rr → Rn óäîâëåòâîðÿåò îãîâîðåííûì âûøå óñëîâèÿì ãëàäêîñòè è ôóíêöèÿ x̂ ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

ẋ = ψ(t, x, û), x(t0) = x0 (1)

íà îòðåçêå [t0, t1].
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ C([t0, t1],Rr) ôóíêöèè û, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî u ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(·, x0, u) = x(·, u) çàäà÷è Êîøè

ẋ = ψ(t, x, u), x(t0) = x0, (2)

îïðåäåëåííîå íà âñåì îòðåçêå [t0, t1]. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå u 7→ x(·, u), êàê îòîá-
ðàæåíèå èç V â C1([t0, t1],Rn), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà V è äëÿ åãî ïðî-

èçâîäíîé ïî u â òî÷êå û, êîòîðóþ îáîçíà÷èì x̂′, è äëÿ ëþáîãî v ∈ C([t0, t1],Rr)
ôóíêöèÿ h = x̂′v óäîâëåòâîðÿåò íà [t0, t1] äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ḣ = ψ̂x(t)h+ ψ̂u(t)v, h(t0) = 0. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Äëÿ ïàðû (x̂, û) è îòîáðàæåíèÿ ψ âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ëåììû 1. Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü ôóíêöèè û èç ýòîé ëåììû. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé u:

g0(x(t1, u))→ min, gi(x(t1, u)) = 0, i = 1, . . . ,m, u ∈ V. (4)

Òî÷êà û äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â ýòîé çàäà÷å. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïà-
ðà (x̂, û) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (P ′5), òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O ⊂ C1([t0, t1],Rn) × C([t0, t1],Rr) ýòîé ïàðû, ÷òî
g0(x(t1)) ≥ g0(x̂(t1)) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïàð (x, u) ∈ O.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå u 7→ x(·, u), î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî â òî÷êå û è ïî óñëîâèþ
x(·, û) = x̂, òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü V0 ⊂ V òî÷êè û òàêàÿ, ÷òî åñëè u ∈ V0, òî
(x(·, u), u) ∈ O.
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Ïóñòü òî÷êà u ∈ V0 äîïóñòèìà â çàäà÷å (4). Òîãäà ïàðà (x(·, u), u) äîïóñòèìà â
çàäà÷å (P ′5) è ïðèíàäëåæèò O. Ñëåäîâàòåëüíî, g0(x(t1, u)) ≥ g0(x̂(t1)) = g0(x(t1, û)) è
çíà÷èò, û � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (4).

Åñëè îáîçíà÷èòü fi(u) = gi(x(t1, u)) è F = (f1, f2, ..., fm)T (ñ÷èòàÿ, ÷òî f0 è F
ïðîäîëæåíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çà ïðåäåëû V , òî ïðèõîäèì ê çàäà÷å

f0(u)→ min, F (u) = 0 (5)

íà C([t0, t1],Rr), êîòîðàÿ èìååò âèä çàäà÷è (P1) è äëÿ êîòîðîé û � ëîêàëüíûé ìèíè-
ìóì.

Ôóíêöèè gi, i = 0, 1, . . . ,m, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû êàê ñóïåðïîçèöèè
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé: u 7→ x(·, u) 7→ x(t1, u) 7→ gi(x(t1, u))
è ïîýòîìó ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå û(·) (ñì. ñëåäñòâèå 1 �1.2). Óñëîâèÿ
ñëåäñòâèÿ 1 �3.1 âûïîëíåíû è ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0
è λ = (λ1, . . . , λm) ∈ (Rm)∗, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî

〈
m∑
i=0

λif
′
i(û), v〉 = 0

äëÿ âñåõ v ∈ C([t0, t1],Rr), èëè ðàâíîñèëüíî (ñîãëàñíî òåîðåìå î ñóïåðïîçèöèè äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé)

〈
m∑
i=0

λig
′
i(x̂(t1)), (x̂

′v)(t1)〉 = 〈
m∑
i=0

λig
′
i(x̂(t1)), h(t1)〉 = 0, (6)

ãäå h = x̂′v.
Ïóñòü ôóíêöèÿ p ∈ C1([t0, t1], (Rn)∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

ṗ = −p ψ̂x(t), p(t1) = −
m∑
i=0

λig
′
i(x̂(t1)). (7)

Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëè-
íåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî L̂ẋ(·) ∈
C1([t0, t1],Rn).

Ïóñòü v ∈ C([t0, t1],Rr). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (6), íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (3) è (7),
à çàòåì ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ḣ(·) è ṗ(·) èõ âûðàæåíèÿ â (3) è (7), áóäåì èìåòü

0 = 〈
m∑
i=0

λig
′
i(x̂(t1)), h(t1)〉 = −〈p(t1), h(t1)〉 = −

∫ t1

t0

(〈ṗ(t), h(t)〉+ 〈p(t), ḣ(t)〉) dt

− 〈p(t0), h(t0)〉 = −
∫ t1

t0

〈p(t)ψ̂u(t), v(t)〉 dt

äëÿ âñåõ v ∈ C([t0, t1],Rr). Áåðÿ v = (p ψ̂u)
T , ïîëó÷àåì, ÷òî

∫ t1
t0
|p(t)ψ̂u(t)|2 dt = 0 è

çíà÷èò, p(t)ψ̂u(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]. Âìåñòå ñ (7) ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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�3.2. Çàäà÷à Ëàãðàíæà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

3.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü [t0, t1] � êîíå÷íûé îòðåçîê, çàäàíû ôóíêöèè fi : R × Rn × Rr → R, i =
0, 1, . . . ,m, è îòîáðàæåíèå ϕ : R×Rn×Rr → Rn (ïåðåìåííûõ t ∈ R, x = (x1, . . . , xn)T ∈
Rn, u = (u1, . . . , ur)

T ∈ Rr) è ôóíêöèè li : Rn × Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m ïåðåìåííûõ
ξ0 è ξ1. Îáîçíà÷èì

Bi(x(·), u(·)) =

∫ t1

t0

fi(t, x(t), u(t)) dt+ li(x(t0), x(t1)), i = 0, 1, . . . ,m.

Â ïðîñòðàíñòâå Z = C1([t0, t1],Rn)×C([t0, t1],Rr) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé (x(·), u(·)) ∈
Z ðàññìîòðèì çàäà÷ó

B0(x(·), u(·))→ min, ẋ = ϕ(t, x, u),

Bi(x(·), u(·)) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m′,

Bi(x(·), u(·)) = 0, m′ + 1 ≤ i ≤ m, (P6)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Ëàãðàíæà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (â ïîíòðÿãèíñêîé
ôîðìå).

Äîïóñòèìàÿ ïàðà (x̂(·), û(·)) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å

(P6), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O â Z ïàðû (x̂(·), û(·)), ÷òî äëÿ ëþáîé
äîïóñòèìîé ïàðû (x(·), u(·)) ∈ O âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî B0(x(·), u(·)) ≥ B0(x̂(·), û(·)).

Ñîãëàøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñîêðàùåííûõ îáîçíà÷åíèé àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå
áûëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè fi, 0 ≤
i ≤ m, è îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïî x è u íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ R × Rn × Rr, ñîäåðæàùèì òî÷êè
{ (t, x̂(t), û(t)) : t ∈ [t0, t1] }, à ôóíêöèè li, 0 ≤ i ≤ m, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x̂(t0), x̂(t1)).

3.2.2. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

Ïîëîæèì L(t, x, ẋ, u, λ, p) =
∑m

i=0 λifi(t, x, u) + 〈p, ẋ − ϕ(t, x, u)〉, ãäå p ∈ (Rn)∗ è
λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗.

Åñëè ôèêñèðîâàíû ïàðà (x̂(·), û(·)), âåêòîð λ è ôóíêöèÿ p = p(·) íà [t0, t1] ñî

çíà÷åíèÿìè â (Rn)∗, òî ïèøåì L̂(t) =
∑m

i=0 λif̂i(t)+〈p(t), ˙̂x(t)−ϕ̂(t)〉 è àíàëîãè÷íî äëÿ
ïðîèçâîäíûõ ïî x, ẋ è u ôóíêöèè L, l̂iξj = liξj(x̂(t0), x̂(t1)), i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1..

Òåîðåìà 1 (Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíè-
ìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (P6)). Åñëè (x̂(·), û(·)) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëü-

íûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P6), òî íàéäóòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈
(Rm+1)∗ è ôóíêöèÿ p(·) ∈ C1([t0, t1], (Rn)∗) òàêèå, ÷òî L̂ẋ(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) è âû-

ïîëíÿþòñÿ

(a) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ ṗ(t) = −p(t)ϕ̂x(t) +

m∑
i=0

λif̂ix(t),
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(b) óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

L̂ẋ(tj) = (−1)j
m∑
i=0

λil̂iξj , j = 0, 1 ⇔ p(tj) = (−1)j
m∑
i=0

λil̂iξj , j = 0, 1,

(c) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî u:

L̂u(t) = 0 ⇔ p(t)ϕ̂u(t)−
m∑
i=0

λif̂iu(t) = 0,

(d) óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:

λiBi(x̂(·), û(·)) = 0, i = 1, . . . ,m′,

(e) óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè:

λi ≥ 0, i = 0, 1, . . .m′.

Óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà îáû÷íî íàçûâàþò óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïî x
è u.

Ïîêàæåì, ÷òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (P6) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ìèíèìóìà â çàäà÷å (P5). Äåéñòâèòåëüíî, ñîïîñòàâèì çàäà÷å
(P6) ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó

y0(t1)− y0(t0) + l0(x(t0), x(t1))→ min,

ẋ = ϕ(t, x, u), ẏ = f(t, x, u)) = (f0(t, x, u), . . . , fm(t, x, u)),

yi(t1)− yi(t0) + li(x(t0), x(t1)) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m′,

yi(t1)− yi(t0) + li(x(t0), x(t1)) = 0, m′ + 1 ≤ i ≤ m. (P ′6)

Ïóñòü z(·) = (x(·), y(·)) ∈ C1([t0, t1],Rn+m+1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèè gi : Rn+m+1 ×
Rn+m+1 → R, i = 0, 1, . . . ,m, ïåðåìåííûõ ζj = (ξj, ηj) ∈ Rn × Rm+1, j = 0, 1, è
îòîáðàæåíèå ψ : R × Rn+m+1 × Rr → Rn+m+1 ïåðåìåííûõ t, z è u, îïðåäåëåííûå
ôîðìóëàìè: gi(ζ0, ζ1) = η1i− η0i + li(ξ0, ξ1), ãäå ηj = (ηj0, ηj1, . . . , ηjm)T , i = 0, 1, . . . ,m,
j = 0, 1, è ψ(t, z, u) = (ϕ(t, x, u), f(t, x, u)). Òîãäà çàäà÷à (P ′6) ïðèîáðåòàåò âèä çàäà÷è
(P5) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé (z(·), u(·)) ∈ C1([t0, t1],Rn+m+1)× C([t0, t1],Rr).

Ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè (x̂(·), û(·)) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â
çàäà÷å (P6), òî ïàðà (ẑ(·), û(·)), ãäå ẑ(·) = (x̂(·), ŷ(·)) è ˙̂y(t) = f(t, x̂(t), û(t)), t ∈ [t0, t1],
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (P ′6).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 �4.1, åñëè ïàðà (ẑ(·), û(·)) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì â çàäà÷å (P ′6), òî íàéäóòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗ è
ôóíêöèÿ p(·) ∈ C1([t0, t1], (Rn+m+1)∗) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ
ñòàöèîíàðíîñòè ïî z:

ṗ(t) = −p(t)ψ̂z(t)
è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

p(tj) = (−1)j
m∑
i=0

λiĝiζj , j = 0, 1.
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Ôóíêöèþ p(·) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå p(·) = (p(·), q(·)) ∈ (Rn)∗×(Rm+1)∗. Òîãäà
óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî z ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ṗ(t) = −p(t)ϕ̂x(t)− q(t)f̂x(t) = −p(t)ϕ̂x(t)−
m∑
i=0

qi(t)f̂ix(t),

ãäå q(t) = (q0(t), q1(t), . . . , qm(t)) è q̇(t) = 0, à óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè òàê

p(tj) = (−1)j
m∑
i=0

λil̂iξj , j = 0, 1, q(tj) = −λ, j = 0, 1.

Òàêèì îáðàçîì, q(t) ≡ −λ è ìû ñðàçó ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïî x è
óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â òåîðåìå 1.

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî u â òåîðåìå 1 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ p(t)ψ̂u(t) = 0.
Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì
îáðàçîì.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (P6) äîêàçàíû.

�3.3. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äîêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, áóäóò
ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â òðåõ çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ: â çàäà÷å Áîëüöà, â ïðîñòåéøåé çàäà÷å è â èçîïåðèìåòðè÷åñêîé
çàäà÷å. Òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèé, âõîäÿùèõ â ôîðìóëèðîâ-
êè çàäà÷ íå îãîâàðèâàåì, òàê êàê îíè òå æå, ÷òî è â îáùåé çàäà÷å Ëàãðàíæà.

3.3.1. Çàäà÷à Áîëüöà

Ïóñòü [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, çàäàíà ôóíêöèÿ L : R × Rn × Rn → R
ïåðåìåííûõ t, x è ẋ è ôóíêöèÿ l : Rn × Rn → R ïåðåìåííûõ ξ0 è ξ1. Çàäà÷à

B(x(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt+ l(x(t0), x(t1))→ min (B)

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Áîëüöà.
Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ (ñëàáûé) ëîêàëüíûé ìèíèìóì â ýòîé çàäà÷å.

Òåîðåìà 1 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å Áîëüöà). Åñëè x̂(·)
� ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (B), òî L̂ẋ(·) ∈ C1([t0, t1],Rn), äëÿ âñåõ

t ∈ [t0, t1] âûïîëíåíî ópàâíåíèå Ýéëåpà:

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0

è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

L̂ẋ(tj) = (−1)j l̂ξj , j = 0, 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (B) â ôîðìå çàäà÷è Ëàãðàíæà (P6)

B(x(·), u(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t)) dt+ l(x(t0), x(t1))→ min, ẋ(t) = u(t). (1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè x̂(·) � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (B), òî ïàðà
(x̂(·), û(·)), ãäå ˙̂x(t) = û(t), äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (1).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 �4.2 íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ0 è ôóíêöèÿ p(·) ∈
C1([t0, t1], (Rn)∗) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

ṗ(t) = λ0L̂x(t),

óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

p(tj) = (−1)jλ0l̂ξj , j = 0, 1,

è óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî u:

p(t) = λ0L̂u(t) = λ0L̂ẋ(t).

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå â óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè ïî u è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå
ñòàöèîíàðíîñòè ïî x, ïîëó÷àåì, äåëÿ íà λ0, óðàâíåíèå Ýéëåðà.

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ñëåäóþò èç âûïèñàííûõ óñëîâèé è òîãî, ÷òî p(tj) =

λ0L̂ẋ(tj), j = 0, 1.

3.3.2. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ïóñòü [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, çàäàíà ôóíêöèÿ L : R × Rn × Rn → R
ïåðåìåííûõ t, x è ẋ è âåêòîðû xi ∈ Rn, i = 0, 1. Çàäà÷à

J(x(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ min, x(ti) = xi, i = 0, 1, (Pr)

íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷åé (êëàññè÷åñêîãî) âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Ýòó çàäà÷ó, êàê è çàäà÷ó Áîëüöà, ðàññìàòðèâàåì â ïðîñòðàíñòâå C1([t0, t1],Rn).

Òåîðåìà 2 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (Pr)). Åñëè x̂(·) � ñëàáûé

ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Pr), òî L̂ẋ(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) è äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]
âûïîëíåíî ópàâíåíèå Ýéëåpà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (Pr) â ôîðìå çàäà÷è Ëàãðàíæà (P6)

J(x(·), u(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t)) dt→ min, ẋ(t) = u(t),

x(t0)− x0 = 0, x(t1)− x1 = 0. (2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè x̂(·) � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Pr), òî ïàðà
(x̂(·), û(·)), ãäå ˙̂x(t) = û(t), äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (2).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 �4.2 íàéäóòñÿ, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷èñëî λ0 è
âåêòîðû λ ∈ (Rn)∗ è µ ∈ (Rn)∗, à òàêæå âåêòîð-ôóíêöèÿ p(·) ∈ C1([t0, t1], (Rn)∗)
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

ṗ(t) = λ0L̂x(t),

óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

p(t0) = λ, p(t1) = −µ,

óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî u:

p(t) = λ0L̂u(t) = λ0L̂ẋ(t)

è óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè: λ0 ≥ 0.
Çàìåòèì, ÷òî λ0 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè

è ñòàöèîíàðíîñòè ïî u ïîñëåäîâàëî áû, ÷òî λ = µ = 0. Òåïåðü äèôôåðåíöèðóÿ
óðàâíåíèå â óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè ïî u è èñïîëüçóÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî
x, ïîëó÷àåì, äåëÿ íà λ0, óðàâíåíèå Ýéëåðà. Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â êà÷åñòâå
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íå ïèøåì, òàê êàê îíè íå íåñóò íèêàêîé èíôîðìàöèè.

3.3.3. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à

Ïóñòü [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, çàäàíû ôóíêöèÿ fi : R×Rn ×Rn → R,
i = 0, 1, . . . ,m, ïåðåìåííûõ t, x è ẋ, âåêòîðû xi ∈ Rn, i = 0, 1, è ÷èñëà αi ∈ R,
i = 1, . . . ,m. Çàäà÷à

J(x(·)) =

∫ t1

t0

f0(t, x(t), ẋ(t)) dt→ min,

∫ t1

t0

fi(t, x(t), ẋ(t)) dt = αi,

i = 1, . . . ,m, x(t0) = x0, x(t1) = x1 (Iz)

íàçûâàåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé.
Ýòó çàäà÷ó òàêæå ðàññìàòðèâàåì â ïðîñòðàíñòâå C1([t0, t1],Rn).
Ïîëîæèì L(t, x, ẋ, λ) =

∑m
i=0 λifi(t, x, ẋ), ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm).

Òåîðåìà 3 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (Iz)). Åñëè x̂(·) � ñëàáûé

ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Iz), òî íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòå-

ëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), ÷òî L̂ẋ(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) è äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]
âûïîëíåíî ópàâíåíèå Ýéëåpà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (Iz) â ôîðìå çàäà÷è (P6)

J(x(·), u(·)) =

∫ t1

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt→ min, ẋ = u,∫ t1

t0

fi(t, x(t), u(t)) dt− αi = 0, i = 1, . . . ,m,

x(t0)− x0 = 0, x(t1)− x1 = 0. (3)
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ßñíî, ÷òî åñëè x̂(·) � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Iz), òî ïàðà
(x̂(·), û(·)), ãäå ˙̂x(t) = û(t), äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (3).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 �4.2 íàéäóòñÿ, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷èñëî λ0 ≥ 0
è âåêòîðû λ = (λ1, . . . , λm) ∈ (Rm)∗, µ ∈ (Rn)∗ è ν ∈ (Rn)∗, à òàêæå âåêòîð-ôóíêöèÿ
p(·) ∈ C1([t0, t1], (Rn)∗) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

ṗ(t) = −
m∑
i=0

λif̂ix(t),

óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

p(t0) = µ, p(t1) = −ν,
è óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî u:

p(t) =
m∑
i=0

λif̂iu(t).

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå â óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè ïî u è èñïîëüçóÿ óñëîâèå
ñòàöèîíàðíîñòè ïî x, ïîëó÷àåì (ó÷èòûâàÿ, ÷òî f̂iu(t) = f̂iẋ(t)), óðàâíåíèå Ýéëåðà.
Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â êà÷åñòâå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íå ïèøåì, òàê êàê îíè
íåèíôîðìàòèâíû.

�3.4. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

3.4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü [t0, t1] � êîíå÷íûé îòðåçîê, U � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rr, çàäàíû ôóíê-
öèè fi : R×Rn×Rr → R, i = 0, 1, . . . ,m, è îòîáðàæåíèå ϕ : R×Rn×Rr → Rn ïåðåìåí-
íûõ t ∈ R, x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn, u = (u1, . . . , ur)

T ∈ Rr) è ôóíêöèè li : Rn×Rn → R,
i = 0, 1, . . . ,m ïåðåìåííûõ ξ0 è ξ1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç PC([t0, t1],Rr) ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
à ÷åðåç PC1([t0, t1],Rn) ñîâîêóïíîñòü âñåõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé (ò. å. íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíà)
íà [t0, t1] ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî â Rr è Rn.

Ïóñòü Bi(x(·), u(·)), i = 0, 1, . . . ,m, îáîçíà÷àþò òîæå, ÷òî è â ï. 4.2.1. Â ïðîñòðàí-
ñòâå Z1 = PC1([t0, t1],Rn)× PC([t0, t1],Rr) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé (x(·), u(·)) ∈ Z1

ðàññìîòðèì çàäà÷ó

B0(x(·), u(·))→ min, ẋ = ϕ(t, x, u), u(t) ∈ U,
Bi(x(·), u(·)) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m′,

Bi(x(·), u(·)) = 0, m′ + 1 ≤ i ≤ m, (P7)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî ẋ(t) = ϕ(t, x(t), u(t)) è âêëþ÷åíèå u(t) ∈ U äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1], ãäå ôóíêöèÿ u(·) íåïðåðûâíà.

Çàäà÷à (P7) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïåðåìåííóþ x(·) ÷à-
ñòî íàçûâàþò ôàçîâîé ïåðåìåííîé, u(·) � óïðàâëåíèåì, ïàðó (x̂(·), u(·)) � ïðîöåññîì.

Äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̂(·), û(·)) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïðîöåññîì èëè ñèëü-

íûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (P7), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O ôóíêöèè
x̂(·) â C([t0, t1],Rn), ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà (x(·), u(·)), äëÿ êîòîðî-
ãî x(·) ∈ O, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî B0(x(·), u(·)) ≥ B0(x̂(·), û(·)).
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3.4.2. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ïîëîæèì H(t, x, u, λ, p) = 〈p, ϕ(t, x, u)〉 −
∑m

i=0 λifi(t, x, u) (ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà

çàäà÷è (P7)), ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗ è p ∈ (Rn)∗.
Åñëè ôèêñèðîâàíà ïàðà (x̂(·), û(·)), òî äëÿ ôóíêöèé è îòîáðàæåíèé íà ýòîé ïàðå

ïîëüçóåìñÿ òåìè æå ñîêðàùåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè, ÷òî è â çàäà÷å Ëàãðàíæà. Åñëè
åùå ôèêñèðîâàíà ôóíêöèÿ p = p(·) íà [t0, t1] ñî çíà÷åíèÿìè â (Rn)∗, òî ïèøåì Ĥ(t) =

〈p(t), ϕ̂(t)〉 −
∑m

i=0 λif̂i(t) è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî x ýòîé ôóíêöèè.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî

G ⊂ R × Rn, ñîäåðæàùåå òî÷êè { (t, x̂(t)) : t ∈ [t0, t1] }, ÷òî ôóíêöèè fi, 0 ≤ i ≤ m,
è îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x íà V ×
U , à ôóíêöèè li, 0 ≤ i ≤ m, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(x̂(t0), x̂(t1)).

Òåîðåìà 1 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ìè-
íèìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å (P7)). Åñëè (x̂(·), û(·)) � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â

çàäà÷å (P7), òî íàéäóòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗ è ôóíê-

öèÿ p(·) ∈ PC1([t0, t1], (Rn)∗) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

(a) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

ṗ(t) = −Ĥx(t) ⇔ ṗ(t) = −p(t)ϕ̂x(t) +
m∑
i=0

λif̂ix(t),

(b) óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

p(tj) = (−1)j
m∑
i=0

λil̂iξj , j = 0, 1,

(c) óñëîâèå ìàêñèìóìà ïî u äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1], ãäå ôóíêöèÿ û(·) íåïðåðûâíà:

max
u∈U

H(t, x̂(t), u, λ, p(t)) = H(t, x̂(t), û(t), λ, p(t)),

(d) óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:

λiBi(x̂(·), û(·)) = 0, i = 1, . . . ,m′,

(e) óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè:

λi ≥ 0, i = 0, 1, . . .m′.

Èç-çà ñïåöèôè÷åñêîãî óñëîâèÿ (c) íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò �Ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà�.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïðîâåäåì äëÿ çàäà÷è, àíàëîãè÷íîé ïî
ñòðóêòóðå çàäà÷å (P ′5).
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Èòàê, ïóñòü ϕ : R × Rn × Rr → Rn, gi : Rn → R, i = 0, 1, . . . ,m, è U � íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî Rr. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

g0(x(t1))→ min, ẋ = ϕ(t, x, u), u(t) ∈ U, x(t0) = x0,

gi(x(t1)) = 0, i = 1, . . . ,m, (P ′7)

íà ïðîñòðàíñòâå ïàð (x(·), u(·)) ∈ PC1([t0, t1],Rn)× PC([t0, t1],Rr).
Â äàííîì ñëó÷àå H(t, x, u, p) = 〈p, ϕ(t, x, u)〉.

Òåîðåìà 2 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (P ′7)). Åñëè (x̂(·), û(·))
� îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å (P ′7), òî íàéäóòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð λ =
(λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗ è ôóíêöèÿ p(·) ∈ PC1([t0, t1], (Rn)∗) òàêèå, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ

(a) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x:

ṗ(t) = −Ĥx(t) ⇔ ṗ(t) = −p(t)ϕ̂x(t),

(b) óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

p(t1) = −
m∑
i=0

λig
′
i(x̂(t1)),

(c) óñëîâèå ìàêñèìóìà ïî u äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1], ãäå ôóíêöèÿ û(·) íåïðåðûâíà:

max
u∈U

H(t, x̂(t), u, p(t)) = H(t, x̂(t), û(t), p(t)).

Îñíîâàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïèñàòü åùå óñëîâèå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè â
òî÷êå t0 òå æå, ÷òî è â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å Ëàãðàíæà.

Ïåðåä íåïîñðåäñòâåííûì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäå-
ëåíèÿ è ñôîðìóëèðóåì îäíî óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü û(·) ∈ PC([t0, t1],Rr), τ � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè û(·) è v ∈ U . Äëÿ âñåõ α ≥ 0
òàêèõ, ÷òî û(·) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [τ−α, τ ] îïðåäåëèì ôóíêöèþ èç PC([t0, t1],Rr)
ïî ôîðìóëå

u(t, α; τ, v) =

{
û(t), åñëè t /∈ [τ − α, τ);

v, åñëè t ∈ [τ − α, τ),

êîòîðóþ íàçûâàþò èãîëü÷àòîé âàðèàöèåé ôóíêöèè û(·), à ïàðó (τ, v) � èãîëêîé. Ïðè
α = 0 èãîëü÷àòàÿ âàðèàöèÿ ñîâïàäàåò ñ û(·).

Ïîíÿòèå èãîëü÷àòîé âàðèàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êîíå÷-
íûé íàáîð èãîëîê. Ïóñòü k ∈ N èNk � ñîâîêóïíîñòü ïàð (èãîëîê) (τi, vi) ∈ [t0, t1]×U ,
1 ≤ i ≤ k, ãäå t0 < τ1 < . . . < τk < t1 è òî÷êè τi ñóòü òî÷êè íåïðåðûâíîñòè û(·). Äëÿ
êàæäîãî α = (α1, . . . , αk)

T ∈ Rk
+ òàêîãî, ÷òî îòðåçêè [τi − αi, τi], 1 ≤ i ≤ k, íå ïåðåñå-

êàþòñÿ è íà íèõ û(·) íåïðåðûâíà, îïðåäåëèì ôóíêöèþ èç PC([t0, t1],Rr) ïî ôîðìóëå

u(t, α;Nk) =

{
û(t), åñëè t /∈ ∪ki=1[τi − αi, τi);
vi, åñëè t ∈ [τi − αi, τi), 1 ≤ i ≤ k,

êîòîðàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ èãîëü÷àòîé âàðèàöèåé û(·), à íàáîð Nk íàçûâàåòñÿ ïàêå-
òîì èãîëîê.
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Ëåììà 1 (î ïàêåòå èãîëîê). Ïóñòü (x̂(·), û(·)) ∈ PC1([t0, t1],Rn)×PC([t0, t1],Rr), U
� íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rr, îòîáðàæåíèå ϕ : R×Rn ×Rr → Rn óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì ãëàäêîñòè, îãîâîðåííûì âûøå, à ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

Êîøè

ẋ = ϕ(t, x, û(t)), x(t0) = x0 (1)

íà îòðåçêå [t0, t1].
Åñëè k ∈ N è Nk = {(τi, vi), 1 ≤ i ≤ k} � ïàêåò èãîëîê, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ

îêðåñòíîñòü íóëÿ â Rk, ÷òî äëÿ ëþáîãî α = (α1, . . . , αk)
T ∈ Rk

+, ïðèíàäëåæàùåãî

ýòîé îêðåñòíîñòè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(·, α;Nk) çàäà÷è Êîøè

ẋ = ϕ(t, x, u(t, α;Nk)), x(t0) = x0, (2)

îïðåäåëåííîå íà âñåì îòðåçêå [t0, t1].
Äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, t1] îòîáðàæåíèå α 7→ x(t, α;Nk) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî

äî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â

Rk. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî αi, 1 ≤ i ≤ k, â íóëå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðóþ

îáîçíà÷èì xαi
(t) = xαi

(t, 0;Nk), óäîâëåòâîðÿåò íà [τi, t1] óðàâíåíèþ

ẋαi
(t) = ϕ̂x(t)xαi

(t), xαi
(τi) = ϕ(τi, x̂(τi), vi)− ϕ(τi, x̂(τi), û(τi)). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü (x̂(·), û(·)) � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å
(P ′7), k ∈ N, Nk = {(τi, vi), 1 ≤ i ≤ k} � ïàêåò èãîëîê è u(·, α;Nk) � ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ èãîëü÷àòàÿ âàðèàöèÿ óïðàâëåíèÿ û(·). Ñîãëàñíî ëåììå î ïàêåòå èãîëîê
íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ V â Rk, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ V ∩ Rk

+ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(·, α;Nk) çàäà÷è Êîøè (2).

Ïóñòü V0 ⊂ V � îêðåñòíîñòü íóëÿ, íà êîòîðîé îòîáðàæåíèå α 7→ x(t, α;Nk)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåííîé α:

g0(x(t1, α;Nk))→ min, −αi ≤ 0, i = 1, . . . , k,

gi(x(t1, α;Nk)) = 0, i = 1, . . . ,m, α = (α1, . . . , αk)
T ∈ V0. (4)

Òî÷êà α = 0 äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â ýòîé çàäà÷å. Ïðîâåðêà ýòîãî ôàê-
òà, ôàêòè÷åñêè, òàêàÿ æå, êàê è äëÿ çàäà÷è Ëàãðàíæà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
û � ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (4) �4.1).

Çàäà÷à (4) èìååò âèä çàäà÷è (P3), ãäå X = Rk, f0(α) = g0(x(t1, α;Nk)), fi(α) =
−αi, i = 1, . . . , k, g = (g1, ..., gm)T è F (α) = g(x(t1, α;Nk)) (ñíîâà, äëÿ ôîðìàëüíîãî
ñîîòâåòñòâèÿ çàäà÷å (P3) ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ôóíêöèè, êàê ôóíêöèè α, ïðîäîëæåíû çà
ïðåäåëû V0, íàïðèìåð, íóëåì).

Îòîáðàæåíèå F , íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû êàê ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé: α 7→ x(t1, α;Nk) 7→ g(x(t1, α;Nk)) è ïîýòîìó ñòðî-
ãî äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå (ñì. ñëåäñòâèå 1 �1.2). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 2 �3.2 âûïîëíåíû è ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0,
µ = (µ1, . . . , µk) ∈ (Rk)∗, µ ≥ 0 è λ = (λ1, . . . , λm) ∈ (Rm)∗, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî
íóëþ, òàêèå, ÷òî

〈λ0f ′0(0), α〉 − 〈µ, α〉+ 〈λ, F ′(0)α〉 = 0 (5)
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äëÿ âñåõ α ∈ Rk.
Òàê êàê µ ≥ 0, òî 〈µ, α〉 ≥ 0 äëÿ α ∈ Rk

+. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì èç (5) ïî
òåîðåìå î ñóïåðïîçèöèè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé, ÷òî

〈
m∑
j=0

λjg
′
j(x̂(t1)),

k∑
i=1

xαi
(t1)αi〉 ≥ 0, ∀ α = (α1, . . . , αk)

T ∈ Rk
+, (6)

ãäå, íàïîìíèì, xαi
(t1) = xαi

(t1, 0;Nk), i = 1, . . . , k. Ñîãëàñíî (3) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ xαi

(·) çàâèñèò òîëüêî îò èãîëêè (τi, vi), òàê ÷òî áóäåì òàêæå ïèñàòü xαi
(t) =

xαi
(t, 0; τi, vi), t ∈ [τi, t1].
Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (6) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî k ∈ N è ëþáîãî ïàêåòà

èãîëîê Nk ñ íåêîòîðûì íàáîðîì ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà λ(Nk) = (λ0, λ1, . . . , λm),
ïðè÷åì λ(Nk) 6= 0, ïîñêîëüêó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èç (5) ïîñëåäîâàëî áû, ÷òî è µ =
0. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî |λ(Nk)| = 1. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî íàáîðà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), |λ| = 1, ÷òî ñîîòíîøåíèå (6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñ
ýòèì λ è ëþáûì ïàêåòîì èãîëîê Nk.

Äëÿ ïàêåòà èãîëîê Nk îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(Nk) ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ
λ(Nk), |λ(Nk)| = 1, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (6). ßñíî, ÷òî Λ(Nk) � çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî êîìïàêòà � åäèíè÷íîé ñôåðû â (Rm+1)∗. Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî A âñåõ
òàêèõ ïîäìíîæåñòâ îáðàçóåò öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó.

Ïóñòü Λ(Nkj), 1 ≤ j ≤ s, � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A. Ïðî-
âåðèì, ÷òî ∩sj=1Λ(Nkj) 6= ∅. Ïîëîæèì Nl = ∪sj=1Nkj (ò. å. Nl � îáúåäèíåíèå èãîëîê
èç ïàêåòîâ Nkj , 1 ≤ j ≤ s, è l � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ýòîì îáúåäèíåíèè). Íåêîòîðûå
òî÷êè τi ìîãóò ñîâïàäàòü è ïîýòîìó Nl, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïàêåòîì èãî-
ëîê ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ. Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîïîñòàâèì êàæäîé
òî÷êå τi òî÷êó τiε = τi + iε, ãäå ε > 0. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε áóäåì èìåòü
t0 < τ1ε < . . . < τlε < t1 è, î÷åâèäíî, τiε → τi ïðè ε→ 0.

Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ε íàáîð èãîëîê Nl(ε) = {(τiε, vi), 1 ≤ i ≤ l} óæå ÿâëÿåò-
ñÿ ïàêåòîì èãîëîê â íàøåì ñìûñëå è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå (6) ñ íåêîòîðûì λ(Nl(ε)), |λ(Nl(ε))| = 1. Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâ-
íîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ
xαi

(t1, 0; τiε, vi) → xαi
(t1, 0; τi, vi) ïðè ε → 0 (ñì. (3)). Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíî-

ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ(Nl(ε)) òàêæå ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó λ(Nl), |λ(Nl)| = 1, ïðè
ε→ 0 è òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (6) ñïðàâåäëèâî äëÿ íàáîðà Nl ñ λ(Nl).

Ïóñòü 1 ≤ j ≤ s. Ïîëîæèâ â ýòîì ñîîòíîøåíèè αi = 0 äëÿ òåõ èíäåêñîâ i, äëÿ
êîòîðûõ (τi, vi) íå ïðèíàäëåæèò íàáîðó Nkj , ïîëó÷èì, ÷òî λ(Nl) ∈ Λ(Nkj) è òåì
ñàìûì λ(Nl) ∈ ∩sj=1Λ(Nkj).

Èòàê, ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ A îáðàçóåò öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó è çíà÷èò,
ñîãëàñíî ëåììå î öåíòðèðîâàííîé ñèñòåìå (ñì. ëåììó 1 �1.1) ñóùåñòâóåò λ =
(λ0, λ1, . . . , λm), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (6) ïðè ëþáîì k ∈ N è ëþ-
áîì íàáîðå Nk. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî íàáîðà N1 = {(τ, v)}, ãäå (τ, v) ∈ (t0, t1)×U
è τ � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè û(·), èç (6) ñëåäóåò ïðè α = 1 íåðàâåíñòâî

〈
m∑
j=0

λjg
′
j(x̂(t1)), xα(t1, 0; τ, v)〉 ≥ 0. (7)
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Ïóñòü p(·) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ṗ = −p ϕ̂x(t), p(t1) = −
m∑
j=0

λjg
′
j(x̂(t1)). (8)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (7), íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (3) è (8), à çàòåì ïîäñòàâëÿÿ
âìåñòî ḣ(·) è ṗ(·) èõ âûðàæåíèÿ èç ñîîòíîøåíèé (3) è (8), áóäåì èìåòü

0 ≤ 〈
m∑
j=0

λjg
′
j(x̂(t1)), xα(t1)〉 = −〈p(t1), xα(t1)〉 = −

∫ t1

τ

(〈ṗ(t), xα(t)〉+ 〈p(t), ẋα(t)〉) dt

− 〈p(τ), xα(τ)〉 = −〈p(τ), xα(τ)〉 = −〈p(τ), ϕ(τ, x̂(τ), v)− ϕ(τ, x̂(τ), û(τ)〉. (9)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H(τ, x̂(τ), v, p(τ)) ≤ H(τ, x̂(τ), û(τ), p(τ)) äëÿ âñåõ òî÷åê
íåïðåðûâíîñòè τ ôóíêöèè û(·) è v ∈ U . Âìåñòå ñ (8) ýòî äîêàçûâàåò âñå óòâåð-
æäåíèÿ òåîðåìû.

�3.5. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòî-

ðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ

Çäåñü èäåò ðå÷ü î ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîòîðàÿ ñôîð-
ìóëèðîâàíà â �4.3 è êîòîðàÿ, íàïîìíèì, èìååò âèä

J(x(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ min, x(ti) = xi, i = 0, 1. (Pr)

Ðàäè ïðîñòîòû çàïèñè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n = 1, ò. å. x(·) � îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ, êóñî÷íî
íåïðåðûâíûõ è êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [t0, t1]
îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî C([t0, t1]), C

1([t0, t1]), PC([t0, t1]) è PC
1([t0, t1]).

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì C1
0([t0, t1]) = {h(·) ∈ C1([t0, t1]) : h(t0) = h(t1) = 0 } è

PC1
0([t0, t1]) = {h(·) ∈ PC1([t0, t1]) : h(t0) = h(t1) = 0 }.
Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ôóíêöèÿ x̂(·) ∈ C1([t0, t1]). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ L íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè âòîðûìè ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ïî x è ẋ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ R3, ñîäåðæàùèì òî÷êè
{ (t, x̂(t), ˙̂x(t)) : t ∈ [t0, t1] }.

Äëÿ âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ

ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ) èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ: L̂ẋẋ(t) = Lẋẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t)), L̂ẋx(t) =

Lẋx(t, x̂(t), ˙̂x(t)) è L̂xx(t) = Lxx(t, x̂(t), ˙̂x(t)). Â ñèëó óñëîâèé íà L ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî L̂ẋx(t) = L̂xẋ(t).

3.5.1. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà

Ôóíêöèè x̂(·) ∈ C1([t0, t1]) è êàæäîé ôóíêöèè h(·) ∈ PC1
0([t0, t1]) ñîïîñòàâèì

âûðàæåíèå

Q(x̂(·))(h(·)) =

∫ t1

t0

(L̂ẋẋ(t)ḣ
2(t) + 2L̂ẋx(t)ḣ(t)h(t) + L̂xx(t)h

2(t)) dt,
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êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íà PC1
0([t0, t1]).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà (ñì. [2], ï. 1.4.3).

Ëåììà 1 (î ñêðóãëåíèè óãëîâ).

inf{Q(x̂(·))(h(·)) : h(·) ∈ PC1
0([t0, t1]) } = inf{Q(x̂(·))(h(·)) : h(·) ∈ C1

0([t0, t1]) }. (1)

Òåîðåìà 1 (Êâàäðàòè÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (Pr)). Åñëè x̂(·) � ñëàáûé

ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Pr), òî äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] âûïîëíåíî ópàâíåíèå

Ýéëåpà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0

è äëÿ âñåõ h(·) ∈ PC1
0([t0, t1]) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Q(x̂(·))(h(·)) ≥ 0. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû, î÷åâèäíî, ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëî-
âèé òåîðåìû î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ìèíèìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è (Pr)
(ñì. òåîðåìó 2 �4.3) è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü ñíà÷àëà h = h(·) ∈ C1
0([t0, t1]). Ïî-

ëîæèì x(·, α;h) = x̂(·)+αh(·), ãäå α ∈ R. ßñíî, ÷òî x(·, α;h) ∈ C1([t0, t1]), x(ti, α;h) =
xi, i = 0, 1. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ α ìíîæåñòâî {(t, x(t, α;h), ẋ(t, α;h)) :
t ∈ [t0, t1]}, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò G è òåì ñàìûì ôóíêöèÿ x(·, α;h) äîïóñòèìà â
çàäà÷å (Pr).

Òàê êàê x̂(·) � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Pr), òî ïðè ôèêñèðîâàííîì
h = h(·) ôóíêöèÿ α 7→ f(α) = J(x(·, α;h(·))) â íóëå èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì,
êàê ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó òåîðåìû î ñóïåðïîçèöèè
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé èìååò âèä

f ′(α) =

∫ t1

t0

(Lẋ(t, x̂(t) + αh(t), ˙̂x(t) + αḣ(t))ḣ(t)

+ Lx(t, x̂(t) + αh(t), ˙̂x(t) + αḣ(t))h(t)) dt.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ
ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî α 7→ J(α;h(·)) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü åå âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé â íóëå. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî f ′′(0) =
Q(x̂(·))(h(·)) è çíà÷èò, äëÿ âñåõ ôóíêöèé h(·) ∈ C1

0([t0, t1]) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî (2). Â ñèëó ëåììû 1 ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ôóíêöèé h(·) ∈
PC1

0([t0, t1]).

Äàëüíåéøåå â ýòîì ïóíêòå ñâÿçàíî ñ ïðîâåðêîé ñîîòíîøåíèÿ (2), ðàâíîñèëüíîãî,

î÷åâèäíî, òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ ĥ(·) = 0 äîñòàâëÿåò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å

Q(x̂(·))(h(·))→ min, h(·) ∈ PC1
0([t0, t1]). (3)

Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèîíàëà h(·) 7→ Q(x̂(·))(h(·)) ôóíêöèÿ ĥ(·) = 0 ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì (ïðîâåðüòå ýòî). Çíàêîîïðåäåëåííîñòü ýòîãî ôóíêöèîíàëà
íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ âîïðîñîì ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-
ìà â çàäà÷å (3).
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Ïðåäëîæåíèå 1 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è (3)). Åñëè ôóíêöèÿ ĥ(·) ÿâëÿ-
åòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì çàäà÷è (3), òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ p(·) ∈ PC1([t0, t1])
òàêàÿ, ÷òî

ṗ(t) = 2L̂ẋx(t)
˙̂
h(t) + 2L̂xx(t)ĥ(t), (4)

è

max
u∈R

(p(t)u− L̂ẋẋ(t)u2 − 2L̂ẋx(t)uĥ(t)) = p(t)
˙̂
h(t)− L̂ẋẋ(t)

˙̂
h
2

(t)− 2L̂ẋx(t)
˙̂
h(t)ĥ(t) (5)

â òî÷êàõ t, ãäå ôóíêöèÿ
˙̂
h(·) íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3) êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ∫ t1

t0

(L̂ẋẋ(t)u
2(t) + 2L̂ẋx(t)u(t)h(t) + L̂xx(t)h

2(t)) dt→ min,

ḣ = u, u ∈ R, h(t0) = 0, h(t1) = 0. (6)

Åñëè ĥ(·) � åå ðåøåíèå, òî ïàðà (ĥ(·), û(·)), ãäå û(·) =
˙̂
h(·), ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíè-

ìóìîì â çàäà÷å (6). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 �4.3 íàéäóòñÿ ÷èñëà λ0 ≥ 0, λ1, λ2, íå
ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, è ôóíêöèÿ p(·) ∈ PC1([t0, t1]) òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4), óìíîæåíèåì åãî ïðàâîé ÷àñòè íà
λ0 è äîáàâëåíèåì êðàåâûõ óñëîâèé: p(t0) = λ1, p(t1) = −λ2 è ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ èç (5) óìíîæåíèåì íà λ0 âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ ñïðàâà è ñëåâà
ïîä çíàêîì ìàêñèìóìà.

Íî λ0 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èç (4) ïîñëåäîâàëî áû, ÷òî p(·) � êîí-
ñòàíòà, à èç (5) � ÷òî ýòà êîíñòàíòà íóëåâàÿ. Òîãäà èç êðàåâûõ óñëîâèé ïîëó÷èì,
÷òî λ1 = λ2 = 0, ò. å. âñå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà íóëåâûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1 è òåì ñàìûì ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî.

Ïîä çíàêîì ìàêñèìóìà â (5) ñòîèò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïî u, êîòîðàÿ â òî÷êå
˙̂
h(t),

ãäå t � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè
˙̂
h(·), äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà è òåì ñàìûì åå ïðî-

èçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíÿåòñÿ íóëþ:

p(t) = 2L̂ẋẋ(t)
˙̂
h(t) + 2L̂ẋx(t)ĥ(t). (7)

Îòñþäà è (4) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ĥ(·) åñòü ðåøåíèå (ãëîáàëüíûé ìèíèìóì) çàäà÷è (3),
òî ĥ(·) íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿåò (äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1], ãäå ôóíêöèÿ

˙̂
h(·) íåïðåðûâíà)

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

− d

dt

[
L̂ẋẋ(t)ḣ(t) + L̂ẋx(t)h(t)

]
+ L̂ẋx(t)ḣ(t) + L̂xx(t)h(t) = 0, (8)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ßêîáè çàäà÷è (Pr).

Ââåäåì òåïåðü íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü x̂(·) � ýêñòðåìàëü çàäà÷è (Pr),
ò. å. x̂(·) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà äëÿ ýòîé çàäà÷è.
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(1) Ãîâîðÿò, ÷òî íà ôóíêöèè x̂(·) âûïîëíåíî óñëîâèå Ëåæàíäðà, åñëè L̂ẋẋ(t) ≥ 0

äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] è óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, åñëè L̂ẋẋ(t) > 0 äëÿ âñåõ
t ∈ [t0, t1].

(2) Ïóñòü íà x̂(·) âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà. Òî÷êà τ ∈ (t0, t1] íàçû-
âàåòñÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êîé ê òî÷êå t0, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå h(·) ∈ C1

0([t0, t1]) óðàâíåíèÿ ßêîáè òàêîå, ÷òî h(t0) = h(τ) = 0.

(3) Ãîâîðÿò, ÷òî íà ôóíêöèè x̂(·) âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, åñëè â èíòåðâàëå (t0, t1)
íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ t0 è óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, åñëè â ïîëóèíòåðâàëå
(t0, t1] íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ t0.

Òåîðåìà 2 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå Ëåæàíäðà). Åñëè x̂(·) � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìè-

íèìóì â çàäà÷å (Pr), òî âûïîëíåíî óñëîâèå Ëåæàíäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êâàäðàòè÷íûõ óñëîâèé ìèíèìóìà (ñì. òåîðåìó 1) ñëåäóåò, ÷òî

Q(x̂(·))(h(·)) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî h(·) ∈ PC1
0([t0, t1]) è çíà÷èò, ôóíêöèÿ ĥ(·) = 0 ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è (3). Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 äëÿ ýòîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå (5), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè êàæäîì t ∈ [t0, t1] ôóíê-

öèÿ u 7→ p(t)u−L̂ẋẋ(t)u2 íà R äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â íóëå. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, ò. å. p(·) = 0, à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïîëîæèòåëüíà, èëè

ðàâíîñèëüíî, L̂ẋẋ(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1].

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü
ôóíêöèÿ x(·) ∈ C1([t0, t1]) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßêîáè (8). Ïîëîæèì

y(·) = L̂ẋẋ(·)ẋ(·) + L̂ẋx(·)x(·). Ñîãëàñíî (8) ýòî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è ẏ(·) =

L̂ẋx(·)ẋ(·) + L̂xx(·)x(·). Ïóñòü âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà. Òîãäà âûðà-
æàÿ ẋ(·) èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ, à çàòåì ïîäñòàâëÿÿ åãî âî âòîðîå, ïîëó÷àåì, ÷òî
ïàðà (x(·), y(·)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ẋ = − L̂ẋx(t)
L̂ẋẋ(t)

x+
1

L̂ẋẋ(t)
y

ẏ =

(
L̂xx(t)−

L̂2
ẋx(t)

L̂ẋẋ(t)

)
x+

L̂ẋx(t)

L̂ẋẋ(t)
y.

(9)

Âåðíî, î÷åâèäíî, è îáðàòíîå, åñëè ïàðà (x(·), y(·)) � ðåøåíèå ñèñòåìû (9), òî x(·) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßêîáè (8).

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (9) ëèíåéíà, òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé îíà èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåì îòðåçêå [t0, t1].

Òåîðåìà 3 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ßêîáè). Åñëè x̂(·) � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì

â çàäà÷å (Pr) è âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, òî âûïîëíåíî óñëîâèå ßêî-

áè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü τ ∈ (t0, t1) è h(·) ∈ C1
0([t0, t1])

� íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßêîáè òàêîå, ÷òî h(τ) = 0. Ïîëîæèì

h̃(t) =

{
h(t), t ∈ [t0, τ ];

0, t ∈ (τ, t1].
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, áóäåì èìåòü

Q(x̂(·))(h̃(·)) =

∫ τ

t0

(
L̂ẋẋ(t)ḣ

2

(t) + 2L̂ẋx(t)ḣ(t)h(t) + L̂xx(t)h
2
(t)

)
dt

=

∫ τ

t0

(
L̂ẋẋ(t)ḣ(t) + L̂ẋx(t)h(t)

)
ḣ(t) dt+

∫ τ

t0

(
L̂xẋ(t)ḣ(t)

+ L̂xx(t)h(t)
)
h(t) dt =

∫ τ

t0

(
− d

dt

(
L̂ẋẋ(t)ḣ(t)

+ L̂ẋx(t)h(t)
)

+ L̂xẋ(t)ḣ(t) + L̂xx(t)h(t)
)
h(t) dt.

Îòñþäà, òàê êàê h(·) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ßêîáè, ïîëó÷àåì, ÷òî Q(x̂(·))(h̃(·)) =
0. Èç êâàäðàòè÷íûõ óñëîâèé ìèíèìóìà (ñì. òåîðåìó 1) ñëåäóåò, ÷òî Q(x̂(·))(h(·)) ≥ 0

äëÿ ëþáîãî h(·) ∈ PC1
0([t0, t1]) è òåì ñàìûì h̃(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3). Òîãäà,

êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ßêîáè

(8) (â òåõ òî÷êàõ t, ãäå ïðîèçâîäíàÿ
˙̃
h(·) íåïðåðûâíà). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.

Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ ßêîáè (8) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ q(·) = L̂ẋẋ(·)
˙̃
h(·) +

L̂ẋx(·)h̃(·) íåïðåðûâíà. Äàëåå, ñ îäíîé ñòîðîíû, h̃(t) =
˙̃
h(t) = 0 äëÿ t ∈ (τ, t1] è

ïîýòîìó q(τ+0) = 0. Ñ äðóãîé, q(τ−0) = L̂ẋẋ(τ)
˙̃
h(τ−0) = L̂ẋẋ(τ)ḣ(τ). Çàìåòèì òåïåðü,

÷òî ḣ(τ) 6= 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ h(·) óäîâëåòâîðÿëà áû óðàâíåíèþ

ßêîáè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè h(τ) = ḣ(τ) = 0. Íî òîãäà ïàðà (x(·), y(·)), ãäå x(·) =

h(·) è y(·) = L̂ẋẋ(·)ḣ(·) + L̂ẋx(·)h(·), áûëà áû ðåøåíèåì ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè x(τ) = y(τ) = 0 è çíà÷èò, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè x(·) = h(·) = 0, ÷òî

ïî ïðåäïîëîæåíèþ íå òàê. Ïîñêîëüêó L̂ẋẋ(τ) > 0 âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âûïîëíåíî
óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, òî q(τ − 0) 6= 0 è çíà÷èò, ôóíêöèÿ q(·) ðàçðûâíà â
òî÷êå τ . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

3.5.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà 4 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (Pr) â òåðìèíàõ êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû). Ïóñòü x̂(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (Pr). Òîãäà, åñëè
x̂(·) äëÿ êàæäîãî t ∈ [t0, t1] óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0

è ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî äëÿ âñåõ h(·) ∈ C1
0([t0, t1]) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫ t1

t0

(
L̂ẋẋ(t)ḣ

2(t) + 2L̂ẋx(t)ḣ(t)h(t) + L̂xx(t)h
2(t)
)
dt ≥ α

∫ t1

t0

ḣ2(t) dt, (10)

òî x̂(·) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Pr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè h(·) ∈ C1([t0, t1]), äëÿ êîòîðîé h(t0) = 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

2

∫ t1

t0

(ḣ2(t) + 2|ḣ(t)h(t)|+ h2(t)) dt ≤ c

∫ t1

t0

ḣ2(t) dt. (11)
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Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, áóäåì èìåòü äëÿ
ëþáîãî t ∈ [t0, t1]

|h(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

ḣ(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ t1

t0

|ḣ(t)| dt ≤
√
t1 − t0

(∫ t1

t0

ḣ2(t) dt

)1/2

.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ t1

t0

h2(t) dt ≤ (t1 − t0) max
t∈[t0,t1]

|h(t)|2 ≤ (t1 − t0)2
∫ t1

t0

ḣ2(t) dt.

Òàê êàê, î÷åâèäíî, |ḣ(t)h(t)| ≤ (ḣ2(t) + h2(t))/2, òî

1

2

∫ t1

t0

(ḣ2(t) + 2|ḣ(t)h(t)|+ h2(t)) dt ≤
∫ t1

t0

(ḣ2(t) + h2(t)) dt

≤ (1 + (t1 − t0)2)
∫ t1

t0

ḣ2(t) dt = c

∫ t1

t0

ḣ2(t) dt.

Ïóñòü òåïåðü ε > 0 òàêîâî, ÷òî εc ≤ α. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
δ0 > 0, ÷òî êîìïàêò K = { (t, x, ẋ) : |x− x̂(t)|+ |ẋ− ˙̂x(t)| ≤ δ0, t ∈ [t0, t1] } ïðèíàäëå-
æèò G. Ôóíêöèè Lẋẋ(t, x, ẋ), Lẋx(t, x, ẋ) è Lxx(t, x, ẋ) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà K.
Ñëåäîâàòåëüíî íàéäåòñÿ 0 < δ = δ(ε) ≤ δ0/2 òàêîå, ÷òî

|Lẋẋ(t, x1, ẋ1)− Lẋẋ(t, x2, ẋ2)| < ε, |Lẋx(t, x1, ẋ1)− Lẋx(t, x2, ẋ2)| < ε,

|Lxx(t, x1, ẋ1)− Lxx(t, x2, ẋ2)| < ε (12)

äëÿ (t, xi, ẋi) ∈ K, i = 1, 2, äëÿ êîòîðûõ |x1 − x2| < δ è |ẋ1 − ẋ2| < δ.
Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) äîïóñòèìà â çàäà÷å (Pr) è ‖x(·)− x̂(·)‖C1([t0,t1]) < δ. Ïîëîæèì

h(·) = x(·)−x̂(·) (òîãäà h(·) ∈ C1
0([t0, t1])). Äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] òî÷êè (t, x̂(t)+h(t), ˙̂x(t)+

ḣ(t)) ïðèíàäëåæàò K è òåì ñàìûì G. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

L(t, x̂(t) + h(t), ˙̂x(t) + ḣ(t)) = L̂(t) + L̂x(t)h(t) + L̂ẋ(t)ḣ(t) +
1

2
(Lxx(t, x̂(t)

+ θh(t), ˙̂x(t) + θḣ(t))h2(t) + 2Lxẋ(t, x̂(t) + θh(t), ˙̂x(t) + θḣ(t))h(t)ḣ(t)

+ Lẋẋ(t, x̂(t) + θh(t), ˙̂x(t) + θḣ(t))ḣ2(t)), (13)

ãäå θ = θ(t) ∈ (0, 1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç q(t) âûðàæåíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñëåâà â (10). Ïðèáàâèì è

âû÷òåì âåëè÷èíó (1/2)q(t) èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (13). Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèé
(12), áóäåì èìåòü

L(t, x̂(t) + h(t), ˙̂x(t) + ḣ(t))− L̂(t) ≥ L̂x(t)h(t) + L̂ẋ(t)ḣ(t)

+
1

2
q(t)− ε

2
(h2(t) + 2|h(t)ḣ(t)|+ ḣ2(t)).
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Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàòåì èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ïî ÷àñòÿì
è èñïîëüçóÿ îöåíêè (10) è (11), ïîëó÷èì

J(x(·))− J(x̂(·)) ≥
∫ t1

t0

(
−
∫ t

t0

L̂x(τ) dτ + L̂ẋ(t)

)
ḣ(t) dt

+
α

2

∫ t1

t0

ḣ2(t) dt− εc

2

∫ t1

t0

ḣ2(t) dt

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà çäåñü ðàâíî íóëþ â ñèëó òîãî, ÷òî x̂(·) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Ýéëåðà. Ñóììà îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíà â ñèëó âûáîðà ε. Òàêèì
îáðàçîì, J(x(·)) ≥ J(x̂(·)) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x(·) òàêèõ, ÷òî ‖x(·)− x̂(·)‖C1([t0,t1]) <
δ è çíà÷èò, x̂(·) � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (Pr).

Òåîðåìà 5 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å â òåð-
ìèíàõ óñëîâèé Ëåæàíäðà è ßêîáè). Ïóñòü èíòåãðàíò L íåïðåðûâåí âìåñòå ñî

ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî íà îòêðû-

òîì ìíîæåñòâå G ⊂ R3, äîïóñòèìàÿ â çàäà÷å (Pr) ôóíêöèÿ x̂(·) òàêîâà, ÷òî

x̂(·) ∈ C2([t0, t1]), x̂(·) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà è íà x̂(·) âûïîëíåíû óñèëåí-

íûå óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè. Òîãäà x̂(·) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì

â çàäà÷å (Pr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10).
Òîãäà èç òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ â òåðìèíàõ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, î÷å-
âèäíî, áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè A(·) = L̂ẋẋ(·), B(·) = L̂ẋx(·), C(·) = L̂xx(·) è äîêàæåì,
÷òî

Q(h(·)) =

∫ t1

t0

(
A(t)ḣ2(t) + 2B(t)ḣ(t)h(t) + C(t)h2(t)

)
dt ≥ 0

äëÿ âñåõ h(·) ∈ C1
0([t0, t1]).

Ïóñòü (x(·), y(·)) � ðåøåíèå (9) ñ óñëîâèÿìè: x(t0) = 0, y(t0) = 1. ßñíî, ÷òî

x(·) 6= 0, y(·) 6= 0 è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ẋ(t0) = L̂−1ẋẋ (t0) > 0. Êàê óæå
áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, x(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßêîáè (ñì. (8)). Ïîêàæåì,
÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Q(h(·)) =

∫ t1

t0

A(t)

(
ḣ(t)− ẋ(t)

x(t)
h(t)

)2

dt. (14)

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ñïðàâà èìååò ñìûñë, ïîñêîëüêó â ñèëó óñèëåííîãî óñëîâèÿ
ßêîáè ôóíêöèÿ x(·) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà (t0, t1], à îòíîøåíèå h(t)/x(t) ñòðåìèòñÿ
ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè t→ t0 (ñîãëàñíî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(h(·)) èíòåãðàë ñïðàâà â (14). Èìååì

I(h(·)) =

∫ t1

t0

(
A(t)ḣ2(t)− 2A(t)

ẋ(t)

x(t)
ḣ(t)h(t) + A(t)

ẋ2(t)

x2(t)
h2(t)

)
dt.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì âî âòîðîì ñëàãàåìîì. Ýòî âîçìîæíî â ñèëó òîãî, ÷òî
ôóíêöèÿ A(·)ẋ(·)/x(·) äèôôåðåíöèðóåìà íà (t0, t1]. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè x(·)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ßêîáè, êîòîðîå â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

− d

dt
[A(t)ẋ(t) +B(t)x(t)] +B(t)ẋ(t) + C(t)x(t) = 0. (15)
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Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ äèôôåðåíöèðóåìî, à ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ B(·)x(·)
òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, òî è ôóíêöèÿ A(·)ẋ(·) äèôôåðåí-
öèðóåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ A(·)ẋ(·)/x(·) äèôôåðåíöèðóåìà íà (t0, t1]. Èòàê,
ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

I(h(·)) =

∫ t1

t0

(
A(t)ḣ2(t) +

(
d

dt

(
A(t)

ẋ(t)

x(t)

)
+ A(t)

ẋ2(t)

x2(t)

)
h2(t)

)
dt.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïåðåä h2(t), äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå, êàê îòíîøå-
íèå äâóõ ôóíêöèé, çàòåì èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (15) è ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé (øòðèõ, êàê è òî÷êà, îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t)

(A(t)ẋ(t))′x(t)− ẋ(t)A(t)ẋ(t)

x2(t)
+ A(t)

ẋ2(t)

x2(t)
=

(A(t)ẋ(t))′

x(t)

=
−(B(t)x(t))′ +B(t)ẋ(t) + C(t)x(t)

x(t)
= −Ḃ(t) + C(t).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèþ

I(h(·)) =

∫ t1

t0

(
A(t)ḣ2(t)− Ḃ(t)h2(t) + C(t)h2(t)

)
dt

=

∫ t1

t0

(
A(t)ḣ2(t) + 2B(t)ḣ(t)h(t) + C(t)h2(t)

)
dt,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (14) è òåì ñàìûì Q(h(·)) ≥ 0 íà
C1

0([t0, t1]).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò (10). Äëÿ ëþáîãî 0 < α < mint∈[t0,t1]A(t)

ôóíêöèÿ Aα(·) = A(·)−α ïîëîæèòåëüíà íà [t0, t1]. Äëÿ òàêèõ α ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(9) ñ çàìåíîé A(·) = L̂ẋẋ(·) íà Aα(·). Ïóñòü (xα(·), yα(·)) � åå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè: xα(t0) = 0, yα(t0) = 1. Òàê êàê Aα(t0) < A(t0), òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî ẋα(t0) = A−1α (t0) > A−1(t0) > 0. Îòñþäà ëåãêî ñëåäó-
åò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ε > 0, ÷òî xα(t) > 0 äëÿ t ∈ (t0, ε] è âñåõ óêàçàííûõ α.
Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò
ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåì, ÷òî xα(·) → x(·) ïðè α → 0 â C([t0, t1]). Ôóíêöèÿ x(·) ïî-
ëîæèòåëüíà íà (t0, t1], ïîñêîëüêó îíà íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ýòîì ïðîìåæóòêå, à
åå ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ α > 0 ôóíêöèè
xα(·) áóäóò ïîëîæèòåëüíû íà [ε, t1] è çíà÷èò, íà (t0, t1]. Ôèêñèðóåì òàêîå α è ïðîâîäÿ
òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå ñ çàìåíîé x(·) íà xα(·), ïîëó÷àåì, ÷òî

Qα(h(·)) =

∫ t1

t0

(Aα(t)ḣ2(t) + 2B(t)ḣ(t)h(t) + C(t)h2(t)) dt ≥ 0

äëÿ âñåõ h(·) ∈ C1
0([t0, t1]). Ñëåäîâàòåëüíî,

Q(h(·)) = Qα(h(·)) + α

∫ t1

t0

ḣ2(t) dt ≥ α

∫ t1

t0

ḣ2(t) dt,

ò. å. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10), ÷òî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äîêàçûâàåò òåîðå-
ìó.
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