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Ëåêöèÿ 1

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå ïðè÷èíû ïîáóæäàþò ñòàâèòü è ðåøàòü ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è, ò. å. çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Èíòåðåñ ê íèì ïðî-
ÿâèëñÿ óæå íà çàðå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè è îñíîâíûìè ñòèìóëàìè
áûëè ëþáîçíàòåëüíîñòü è ñòðåìëåíèå ê ñîâåðøåíñòâó.
Ñðåäè íàèáîëåå ðàííèõ, òî÷íî ðåøåííûõ çàäà÷ � òàê íàçûâàå-

ìàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à � çàäà÷à î ôîðìå êðèâîé çàäàí-
íîé äëèíû, îõâàòûâàþùåé íàèáîëüøóþ ïëîùàäü (îòâåò â íåé ïðè-
âîäèë â ñâîèõ ñî÷èíåíèÿõ åùå Àðèñòîòåëü � IV â. äî í. ý.) è çàäà÷à
î ôîðìå ïîâåðõíîñòè çàäàííîé ïëîùàäè, îõâàòûâàþùåé íàèáîëü-
øèé îáúåì. Îòâåòû íà ýòè çàäà÷è äëÿ ìûñëèòåëåé Äðåâíåé Ãðåöèè
áûëè ñèìâîëàìè ñîâåðøåíñòâà ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà. Êðóïíåéøèå
èõ ïðåäñòàâèòåëè: Åâêëèä, Àðõèìåä è Àïîëëîíèé ñòàâèëè è ðå-
øàëè ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà ýêñòðåìóì. Çàäà÷à î
ïàðàëëåëîãðàììå íàèáîëüøåé ïëîùàäè, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü
â òðåóãîëüíèê ïðèâîäèòñÿ â �Íà÷àëàõ� Åâêëèäà (III â. äî í. ý.);
çàäà÷à î øàðîâîì ñåãìåíòå ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà ïðè çàäàííîé
ïëîùàäè øàðîâîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ýòîãî ñåãìåíòà ñîäåðæèòñÿ
â ñî÷èíåíèÿõ Àðõèìåäà (òîæå III â. äî í. ý.); çàäà÷à î ìèíèìàëü-
íîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè ïëîñêîñòè äî ýëëèïñà è î íîðìàëÿõ ê
ýëëèïñó èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè áûëà ïîñòàâëåíà è ðå-
øåíà Àïîëëîíèåì (III�II â. äî í. ý.) â åãî çíàìåíèòûõ �Êîíèêàõ�.
Äîëãîå âðåìÿ êàæäàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü èíäèâèäóàëüíî, ïî-ñâîå-

ìó. Ïåðâûé øàã ê èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ áûë ñäåëàí
Ï. Ôåðìà â 1638 ãîäó, êîòîðûé äîêàçàë (â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ),
÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â òî÷êå åå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ðàâíà
íóëþ (õîòÿ ïîíèìàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæíî èçâëå÷ü è èç áîëåå ðàí-
íèõ âûñêàçûâàíèé È. Êåïëåðà). Äàííîå ñîáûòèå îáû÷íî ñ÷èòàþò
íà÷àëîì ñòàíîâëåíèÿ òåîðèè ýêñòðåìóìà.
Çàòåì îò ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì äëÿ ôóíê-

öèé îäíîãî ïåðåìåííîãî ïåðåøëè ê ðàññìîòðåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷, ãäå ïåðåìåííûå � ñàìè ôóíêöèè, ò. å. ýëåìåíòû áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòè çàäà÷è ïîðîäèëè íîâîå íàïðàâëåíèå â
ìàòåìàòèêå, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ðîæ-
äåíèå âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÷àñòî ñâÿçûâàþò ñ çàäà÷åé î áðà-
õèñòîõðîíå, ïîñòàâëåííîé È. Áåðíóëëè â 1696 ãîäó. Ýòî çàäà÷à î
ôîðìå êðèâîé íàèñêîðåéøåãî ñêàòà, ò. å. î ôîðìå êðèâîé, ñîåäèíÿ-
þùåé äâå òî÷êè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, âäîëü êîòîðîé òåëî ïîä
äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè áåç òðåíèÿ ïðîõîäèò ïóòü îò îäíîé òî÷-
êè äî äðóãîé çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ (ïîñòàíîâêà, ïî-âèäèìîìó, áûëà
íàâåÿíà áîëåå ðàííèìè ðàçìûøëåíèÿìè Ãàëèëåÿ íà ýòó òåìó).
Îñíîâíûì ìîòèâîì äëÿ ðàçâèòèÿ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

ÿâèëîñü òî, ÷òî ìíîãèå çàêîíû ïðèðîäû, êàê âûÿñíèëîñü, èìåþò



4 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

ýêñòðåìàëüíûé õàðàêòåð, ò. å. îíè íåêèì çàãàäî÷íûì îáðàçîì ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Ë. Ýéëåð ïî
ýòîìó ïîâîäó âûñêàçàëñÿ òàê: �Â ìèðå íå ïðîèñõîäèò íè÷åãî, â ÷åì
íå áûë áû âèäåí ñìûñë êàêîãî-íèáóäü ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà�.

2. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, èõ ôîðìàëèçàöèÿ

Çàäà÷è íà ýêñòðåìóì èçíà÷àëüíî ñòàâÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà ÿçû-
êå òîé îáëàñòè çíàíèé, èç êîòîðîé îíè ïðîèñõîäÿò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ýòè çàäà÷è èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, íåîáõîäèìî
ïåðåâåñòè èõ íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, ò. å. ôîðìàëèçîâàòü. Ýòîò
ïðîöåññ çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè ìèíèìèçèðóåìîãî èëè ìàêñèìèçè-
ðóåìîãî ôóíêöèîíàëà f âìåñòå ñî ñâîåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X è
ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åíèé C ⊂ X. Ôîðìàëèçîâàííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ
çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ òàê

(1) f(x) → min(max), x ∈ C,

è çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêèõ òî÷åê x ∈ C, â êîòîðûõ ôóíêöè-
îíàë f äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íà C. Òàêèå òî÷êè
íàçûâàþòñÿ ãëîáàëüíûìè èëè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè (ìàêñè-
ìóìàìè) â çàäà÷å (1) èëè åå ðåøåíèÿìè. Åñëè íàñ èíòåðåñóþò è
òî÷êè ìèíèìóìà, è òî÷êè ìàêñèìóìà, òî âìåñòî min(max) ïèøåì
extr è ãîâîðèì î çàäà÷å íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà f .
Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (1) íà ìèíèìóì (ìàê-

ñèìóì), òî ÿñíî, ÷òî x̂ � ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è íà ìàêñèìóì
(ìèíèìóì) ñ ôóíêöèîíàëîì −f âìåñòî f .
Òî÷êè èç ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé C íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè

â çàäà÷å (1). Åñëè C = X, òî çàäà÷à (1) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé áåç
îãðàíè÷åíèé.
Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ íàøåé öåëüþ áóäåò íà-

õîæäåíèå ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, íî äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî
ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü çàäà÷ó íà íàëè÷èå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìó-
ìîâ (ò. å. ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ). Åñëè â X îïðåäå-
ëåíî ïîíÿòèå �îêðåñòíîñòè òî÷êè�, òî òî÷êà x̂ ∈ C íàçûâàåòñÿ ëî-
êàëüíûì ìèíèìóìîì (ìàêñèìóìîì) â çàäà÷å (1), åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî f(x) ≥ f(x̂) (f(x) ≤ f(x̂)) äëÿ âñåõ
äîïóñòèìûõ x ∈ U (ò. å. äëÿ âñåõ x ∈ C ∩ U).

3. Ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ïåðâûì øàãîì ê èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ áûë ðåçóëüòàò Ï. Ôåðìà î ðàâåíñòâå íóëþ ïðîèçâîäíîé â
òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëè-
ðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå, äàäèì îïðåäåëåíèå
ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ.
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Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Λ: X → Y îáî-
çíà÷èì ÷åðåç L(X, Y ). Ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

∥Λ∥ = sup
∥x∥X≤1

∥Λx∥Y .

Â ñëó÷àå, êîãäà Y = R, L(X,R) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ëèíåé-
íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X è íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì
ïðîñòðàíñòâîì ê X. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê X îáîçíà÷àåòñÿ
X∗.
Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì

íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîñòðàíñòâî Rd, ïîä
êîòîðûì ìû áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íà-

áîðîâ x =

x1...
xd

 èç d äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (åñëè d = 1, òî ýòî ïðî-

ñòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è ìû ïèøåì R âìåñòî R1).
Ýëåìåíòû x ∈ Rd íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè èëè âåêòîð-ñòîëáöàìè,
à ÷èñëà xj, j = 1, . . . , d, � êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x. Äëÿ ýêîíîìèè
ìåñòà, ýëåìåíòû Rd áóäåì çàïèñûâàòü òàê x = (x1, . . . , xd)

T , ãäå
ñèìâîë T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ñòðîêè â ñòîëáåö (â îáùåì
ñëó÷àå � òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû). Â Rd åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ (ïîêîîðäèíàòíîãî) ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è îïåðà-
öèÿ (ïîêîîðäèíàòíîãî) óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, ïðåâðàùàþ-
ùèå ýòî ìíîæåñòâî â âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü x = (x1, . . . , xd)

T ∈ Rd. Âåëè÷èíà

|x| =
√
x21 + . . .+ x2d

íàçûâàåòñÿ äëèíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà x. Ïîëîæèâ äëÿ x ∈ Rd

∥x∥Rd = |x|
(òàêàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé íîðìîé), ïîëó÷èì ëèíåéíîå
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Rd.
Ïóñòü a = (a1, . . . , ad) � âåêòîð-ñòðîêà èç d äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë. Äëÿ êàæäîãî x = (x1, . . . , xd)
T ∈ Rd ïîëîæèì

a · x =
d∑

j=1

ajxj.

Ýòî ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîð-ñòðîêè a íà âåêòîð-ñòîëáåö x,
êîòîðîå èíîãäà íàçûâàþò âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì. ßñíî, ÷òî
îòîáðàæåíèå x 7→ a · x åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Rd. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî è ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l íà Rd çàäàåòñÿ ïî-
äîáíûì îáðàçîì ñ a = (l(e1), . . . , l(ed)), ãäå

e1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , ed = (0, . . . , 0, 1)T
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� ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rd. Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî (Rd)∗ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì, ýëåìåíòàìè êîòîðî-
ãî ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç d äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, íî ðàñïîëîæåííûå
â ñòðîêó (ñ àíàëîãè÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
÷èñëà).
Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à U � îòêðû-

òîå ïîäìíîæåñòâî X. Îòîáðàæåíèå F : U → Y íàçûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x̂ ∈ U , åñëè íàéäåòñÿ òàêîé îïåðàòîð
Λ ∈ L(X, Y ), ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ X, äëÿ êîòîðûõ x̂ + h ∈ U ñïðà-
âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

(2) F (x̂+ h) = F (x̂) + Λh+ r(h),

ãäå r(h) = o(∥h∥X) (∥r(h)∥Y /∥h∥X → 0 ïðè h → 0). Ëèíåéíûé
îïåðàòîð Λ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x̂ è
îáîçíà÷àåòñÿ F ′(x̂). Íåòðóäíî ïîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îïåðàòîðà
Λ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (2).
Åñëè îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé òî÷êå U , òî

îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå F ′ : U → L(X, Y ), ñîïîñòàâëÿþùåå x ∈ U
ïðîèçâîäíóþ F ′(x). Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â x̂ ∈ U (íà
U), òî ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â
x̂ (íà U).
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ Rd. Òîãäà ôóíêöèÿ
f : U → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x̂, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà Rd, ò. å. âåêòîð a = (a1, . . . , ad) ∈ (Rd)∗ òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ h ∈ Rd, äëÿ êîòîðûõ x̂+h ∈ U ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x̂+ h) = f(x̂) + a · h+ r(h),

ãäå |r(h)|/|h| → 0 ïðè h→ 0, ò. å. r(h) = o(|h|).
Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò (áåðÿ â êà÷åñòâå h âåêòîðû (h1, 0, . . . , 0)

T ,
. . ., (0, . . . , 0, hd)T ), ÷òî aj åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî
ïåðåìåííîé xj â òî÷êå x̂, j = 1, . . . d. Òàêèì îáðàçîì,

f ′(x̂) =

(
∂f

∂x1
(x̂), . . . ,

∂f

∂xd
(x̂)

)
.

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå îáîçíà÷àþò h = (dx1, . . . , dxd)
T è òîãäà

f ′(x̂) · h =
∂f

∂x1
(x̂)dx1 + . . .+

∂f

∂xd
(x̂)dxd.

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì f è îáîçíà÷àåòñÿ
df(x̂).

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü òåïåðü U ⊂ Rd1 è çàäàíî îòîáðàæåíèå F : U →
Rd2 . Ëèíåéíûé îïåðàòîð Λ ∈ L(Rd1 ,Rd2) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ åãî
ìàòðèöåé â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ

e1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , ed1 = (0, . . . , 0, 1)T
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è
e′1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , e′d2 = (0, . . . , 0, 1)T

â Rd1 è Rd2 ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. åñëè Λej =
∑d2

i=1 aije
′
i, j = 1, . . . , d1,

òî ìàòðèöåé îïåðàòîðà Λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà (ìû åå îáîçíà÷àåì
òîé æå áóêâîé) Λ = (aij)1≤i≤d2,1≤j≤d1 ðàçìåðà d2×d1. Â ýòîì ñëó÷àå
Λx � ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû Λ íà âåêòîð x. Èç îïðåäåëåíèÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî
â òî÷êå x̂ ∈ U , åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð Λ ∈ L(Rd1 ,Rd2),
ò. å. ìàòðèöà Λ ðàçìåðà d2 × d1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ Rd1 , äëÿ
êîòîðûõ x̂+ h ∈ U , ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

F (x̂+ h) = F (x̂) + Λh+ r(h),

ãäå |r(h)|/|h| → 0 ïðè h → 0, ò. å. r(h) = o(|h|). Ìàòðèöà Λ íà-
çûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x̂ è
îáîçíà÷àåòñÿ F ′(x̂).
Îòîáðàæåíèå F : U → Rd2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå F (x) =

(f1(x), . . . , fd2(x))
T , ãäå fj : U → R, j = 1, . . . , d2 (fj(x) � ýòî j-

àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà F (x) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå â Rd2). Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ôóíêöèè fj, j = 1, . . . , d2, äèôôåðåíöèðóåìû â x̂. Ïðè
ýòîì ñòðîêè ìàòðèöû F ′(x̂) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè f ′

1(x̂), . . . , f
′
d2
(x̂).

Ïðîèçâîäíóþ F ′(x̂) íàçûâàþò ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F â
òî÷êå x̂. Òåì ñàìûì

F ′(x̂) =



∂f1
∂x1

(x̂)
∂f1
∂x2

(x̂) . . .
∂f1
∂xd1

(x̂)

∂f2
∂x1

(x̂)
∂f2
∂x2

(x̂) . . .
∂f2
∂xd1

(x̂)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fd2
∂x1

(x̂)
∂fd2
∂x2

(x̂) . . .
∂fd2
∂xd1

(x̂)


.

4. Òåîðåìà î ñðåäíåì

Åñëè x, y ∈ X, òî ìíîæåñòâî [x, y] = {z ∈ X : z = (1 − λ)x +
λy, 0 ≤ λ ≤ 1} íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x è y.

Òåîðåìà 1 (î ñðåäíåì). Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà, U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X, îòîáðàæåíèå F : U → Y
äèôôåðåíöèðóåìî íà U è [x, y] ⊂ U . Òîãäà

∥F (y)− F (x)∥Y ≤ sup
z∈[x,y]

∥F ′(z)∥∥y − x∥X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F (y) = F (x), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷å-
âèäíî. Ïóñòü F (y) ̸= F (x). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Õàíà�
Áàíàõà (ñì. [3, ñòð. 195]) íàéäåòñÿ ýëåìåíò y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî
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∥y∗∥Y ∗ = 1 è

(3) ⟨y∗, F (y)− F (x)⟩ = ∥F (y)− F (x)∥Y .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ(t) = ⟨y∗, F (x+ t(y − x))⟩, 0 ≤ t ≤ 1.

Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè F ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆t èìååì

φ(t+∆t)− φ(t) = ⟨y∗, F (x+ (t+∆t)(y − x))− F (x+ t(y − x))⟩
= ⟨y∗, F ′(x+ t(y − x))(y − x)⟩∆t+ o(∆t).

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ φ äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå (0, 1) è

φ′(t) = ⟨y∗, F ′(x+ t(y − x))(y − x)⟩.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < θ < 1,
÷òî φ(1)− φ(0) = φ′(θ), èëè

⟨y∗, F (y)− F (x)⟩ = ⟨y∗, F ′(x+ θ(y − x))(y − x)⟩.
Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (3),

∥F (y)−F (x)∥Y ≤ ∥F ′(x+θ(y−x))∥∥y−x∥X ≤ sup
z∈[x,y]

∥F ′(z)∥∥y−x∥X .

�
Ïóñòü Λ ∈ L(X, Y ). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ê îòîáðàæåíèþ

G(x) = F (x)− Λx, ïîëó÷àåì

(4) ∥F (y)− F (x)− Λ(y − x)∥Y ≤ sup
z∈[x,y]

∥F ′(z)− Λ∥∥y − x∥X .

5. Òåîðåìà Ôåðìà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàí èçíà÷àëüíûé ðåçóëüòàò òåîðèè ýêñ-
òðåìóìà � òåîðåìà Ôåðìà (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ
ãëàäêèõ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé).
Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X è f : U → R. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(5) f(x) → extr, x ∈ U.

Òåîðåìà 2 (Ôåðìà). Åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å (5)
è ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â x̂, òî

(6) f ′(x̂) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f ′(x̂) îòëè-
÷åí îò íóëÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî f ′(x̂) · x > 0.
Â ñèëó îòêðûòîñòè U ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî x̂ + tx ∈ U äëÿ
âñåõ |t| < δ. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü f â x̂ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè òàêèõ t

f(x̂+ tx) = f(x̂) + t(f ′(x̂) · x+ o(t)/t).
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Ïóñòü δ0 ≤ δ òàêîâî, ÷òî

|o(t)/t| < f ′(x̂) · x/2.

Òîãäà f(x̂ + tx) > f(x̂) äëÿ âñåõ t ∈ (0, δ0) è f(x̂ + tx) < f(x̂) äëÿ
âñåõ t ∈ (−δ0, 0). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x̂ � ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì. �

6. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à U � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî X. Åñëè îòîáðàæåíèå F : U → Y äèôôåðåíöèðóåìî
â êàæäîé òî÷êå U , òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå F ′ : U → L(X,Y ),
ñîïîñòàâëÿþùåå x ∈ U ïðîèçâîäíóþ F ′(x).
Äàäèì îïðåäåëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

F ′ : U → L(X,Y ) äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî F
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â x̂ è ñîîòâåòñòâóþùóþ (âòîðóþ) ïðîèç-
âîäíóþ îáîçíà÷àþò F ′′(x̂). Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ h ∈ X, äëÿ êîòîðûõ
x̂+ h ∈ U , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

F ′(x̂+ h) = F ′(x̂) + F ′′(x̂)h+ o(∥h∥X).

ßñíî, ÷òî F ′′(x̂) ∈ L(X,L(X,Y )).
Ïðîñòðàíñòâî L(X,L(X, Y )) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ïðî-

ñòðàíñòâó L2(X, Y ) âñåõ íåïðåðûâíûõ áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
B : X ×X → Y ñ íîðìîé

∥B∥ = sup
∥x1∥X≤1, ∥x2∥X≤1

∥B[x1, x2]∥Y .

Ýòîò èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì êàæäîìó îòîá-
ðàæåíèþ Λ ∈ L(X,L(X, Y )) îòîáðàæåíèÿ B : X×X → Y , äåéñòâó-
þùåãî ïî ïðàâèëó: B[x1, x2] = Λx1[x2] (äåéñòâèå îïåðàòîðà Λx1 íà
ýëåìåíòå x2). Î÷åâèäíî, ÷òî B � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Ëåêöèÿ 2

Ïðèìåð 6.1. Íàéäåì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
F (h) = B[h, h], ãäå B � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Èìååì

F (h+∆h)− F (h) = B[∆h, h] +B[h,∆h] +B[∆h,∆h].

Òàê êàê ∥B[∆h,∆h]∥Y ≤ ∥B∥∥∆h∥2X , òî

F ′(h)ξ = B[ξ, h] +B[h, ξ].

Äàëåå, ïîëó÷àåì

F ′(h+∆h)ξ − F ′(h)ξ = B[ξ,∆h] +B[∆h, ξ].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ h, ξ, η ∈ X

(7) F ′′(h)[η, ξ] = B[ξ, η] +B[η, ξ].
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Ïðèìåð 6.2. Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ Rd è ôóíêöèÿ
f : U → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ èç U . Òîãäà,
êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðèìåðå 3.1,

f ′(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xd
(x)

)
.

àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 3.2 (çäåñü f ′ : U → (Rd)∗) ïîëó÷àåì, ÷òî åñ-

ëè ôóíêöèÿ f ′ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x̂, òî ôóíêöèè
∂f

∂xj
,

j = 1, . . . , d, äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x̂ è

(8) f ′′(x̂) =



∂2f

∂x21
(x̂)

∂2f

∂x1∂x2
(x̂) . . .

∂2f

∂x1∂xd
(x̂)

∂2f

∂x2∂x1
(x̂)

∂2f

∂x22
(x̂) . . .

∂2f

∂x2∂xd
(x̂)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2f

∂xd∂x1
(x̂)

∂2f

∂xd∂x2
(x̂) . . .

∂2f

∂x2d
(x̂)


.

Ýòó ìàòðèöó íàçûâàþò ìàòðèöåé Ãåññà èëè ãåññèàíîì ôóíêöèè f
â òî÷êå x̂.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2, Òåîðåìà 14.13]), ÷òî ó äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò

∂2f

∂xj∂xk
=

∂2f

∂xk∂xj
.

Òåì ñàìûì äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ìàòðèöà Ãåñ-
ñà ñèììåòðè÷íàÿ.

7. Òåîðåìà î ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ

Ìû äîêàæåì áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü X è Y � íîðìèðî-
âàííûå ïðîñòðàíñòâà, à U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X.

Òåîðåìà 3 (î ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ). Åñëè îòîáðàæåíèå
F : U → Y äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ ∈ U , òî äëÿ âñåõ
ξ, η ∈ X

F ′′(x̂)[η, ξ] = F ′′(x̂)[ξ, η].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ x äî-
ñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x̂

F ′(x)− F ′(x̂) = F ′′(x̂)(x− x̂) + α(x)∥x− x̂∥X ,

ãäå α ∈ L(X,Y ) è α(x) → 0 ïðè x → x̂. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ η
ïîëîæèì

φ(x) = F (x+ η)− F (x).
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Èìååì

φ′(x) = F ′(x+ η)− F ′(x̂)− (F ′(x)− F ′(x̂)) =

F ′′(x̂)(x+η− x̂)+α(x+η)∥x+η− x̂∥X −F ′′(x̂)(x− x̂)−α(x)∥x− x̂∥X
= F ′′(x̂)η + α(x+ η)∥x+ η − x̂∥X − α(x)∥x− x̂∥X .

Ïðè x = x̂ ïîëó÷àåì

(9) φ′(x̂) = F ′′(x̂)η + α(x̂+ η)∥η∥X .
Òàêèì îáðàçîì,

φ′(x)−φ′(x̂) = α(x+ η)∥x+ η− x̂∥X −α(x)∥x− x̂∥X −α(x̂+ η)∥η∥X .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ∥x−x̂∥X < δ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥α(x)∥ < ε. Ïîýòîìó, åñëè ∥x− x̂∥X < δ/2
è ∥η∥X < δ/2, òî ∥α(x + η)∥ < ε, ∥α(x)∥ < ε è ∥α(x̂ + η)∥ < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî,

(10) ∥φ′(x)− φ′(x̂)∥ ≤ ε(∥x− x̂∥X + ∥η∥X) + ε∥x− x̂∥X + ε∥η∥X
= 2ε(∥x− x̂∥X + ∥η∥X).

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ η è ξ ïîëîæèì

∆(η, ξ) = F (x̂+ ξ+η)−F (x̂+ ξ)−F (x̂+η)+F (x̂) = φ(x̂+ ξ)−φ(x̂).
Èç (9) èìååì

φ′(x̂)ξ = F ′′(x̂)[η, ξ] + α(x̂+ η)ξ∥η∥X .
Îòñþäà

∥∆(η, ξ)− F ′′(x̂)[η, ξ]∥Y = ∥φ(x̂+ ξ)− φ(x̂)− F ′′(x̂)[η, ξ]∥Y
= ∥φ(x̂+ ξ)− φ(x̂)− φ′(x̂)ξ − α(x̂+ η)ξ∥η∥X∥Y .

Èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷àåì

∥∆(η, ξ)− F ′′(x̂)[η, ξ]∥Y ≤ sup
x∈[x̂,x̂+ξ]

∥φ′(x)− φ′(x̂)∥∥ξ∥X

+ ∥α(x̂+ η)∥∥ξ∥X∥η∥X .

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (10), ïðè ∥ξ∥X < δ/2 è ∥η∥X < δ/2 ïîëó÷àåì

∥∆(η, ξ)− F ′′(x̂)[η, ξ]∥Y ≤ 2ε(∥ξ∥X + ∥η∥X)∥ξ∥X + ε∥ξ∥X∥η∥X
≤ 3ε(∥ξ∥X + ∥η∥X)∥ξ∥X .

Ïóñòü òåïåðü ξ è η � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû X. Äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîãî t ∈ R áóäåì èìåòü

∥∆(tη, tξ)− t2F ′′(x̂)[η, ξ]∥Y ≤ 3t2ε(∥ξ∥X + ∥η∥X)∥ξ∥X .
Ïîñêîëüêó ∆(tη, tξ) = ∆(tξ, tη), òî

∥t2F ′′(x̂)[η, ξ]− t2F ′′(x̂)[ξ, η]∥Y ≤ 3t2ε(∥ξ∥X + ∥η∥X)2.
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Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà t2 â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïðèõîäèì ê äîêà-
çûâàåìîìó ðàâåíñòâó. �

8. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà 4 (Ôîðìóëà Òåéëîðà). Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå
ïðîñòðàíñòâà, U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X. Åñëè îòîáðàæåíèå
F : U → Y äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂, òî èìååò ìåñòî
ôîðìóëà Òåéëîðà

F (x̂+ h) = F (x̂) + F ′(x̂)h+
1

2
F ′′(x̂)[h, h] + r(h),

ãäå r(h) = o(∥h∥2X), ò. å. ∥r(h)∥Y /∥h∥2X → 0 ïðè h→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî r(0) = 0. Èç ïðèìåðà 6.1 ñëåäóåò,
÷òî r′(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, èç (4) ïîëó÷àåì

∥r(h)∥Y = ∥r(h)− r(0)− r′(0)h∥Y ≤ sup
h1∈[0,h]

∥r′(h1)− r′(0)∥∥h∥X .

Èç òîãî æå ïðèìåðà 6.1 (ñì. (7)) è òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî r′′(0) =
0. Ïîýòîìó

r′(h1)− r′(0) = r′′(0)h1 + o(∥h1∥X) = α(h1)∥h1∥X ,
ãäå α(h1) → 0 ïðè h1 → 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî ∥h1∥X ≤ ∥h∥X , èìååì

∥r′(h1)− r′(0)∥ ≤ β(h)∥h∥X ,
ãäå β(h) → 0 ïðè h→ 0. Òàêèì îáðàçîì,

∥r(h)∥Y ≤ β(h)∥h∥2X .
�

9. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X è f : U → R.

Òåîðåìà 5 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â
çàäà÷å áåç îãðàíè÷åíèé). Åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñè-
ìóì) â çàäà÷å (5) è ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â x̂, òî
f ′(x̂) = 0 è äëÿ ëþáîãî h ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f ′′(x̂)[h, h] ≥ 0 (≤ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x̂ � ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì ôóíêöèè f . Ïî òåîðåìà Ôåðìà f ′(x̂) = 0 è òîãäà ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà äëÿ ëþáîãî h ∈ X è äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ∈ R èìååì

0 ≤ f(x̂+ th)− f(x̂) =
1

2
t2f ′′(x̂)[h, h] + o(t2).

Îòñþäà (äåëÿ íà t2 è óñòðåìëÿÿ t ê íóëþ) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðà-
âåíñòâî. Äëÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. �
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Åñëè X = Rd, òî f ′′(x̂) � ìàòðèöà Ãåññà (8). Òåì ñàìûì èç äîêà-
çàííîé òåîðåìû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè X = Rd, x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì)
â çàäà÷å (5) è ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â x̂, òî f ′(x̂) =
0 è äëÿ ëþáîãî h ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

hTf ′′(x̂)h ≥ 0 (≤ 0).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 6 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â
çàäà÷å áåç îãðàíè÷åíèé). Åñëè â çàäà÷å (5) ôóíêöèÿ f äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìà â x̂, f ′(x̂) = 0 è ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ h ∈ X

f ′′(x̂)[h, h] ≥ α∥h∥2X (≤ −α∥h∥2X),
òî x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî

f ′′(x̂)[h, h] ≥ α∥h∥2X .
Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f(x̂+ h)− f(x̂) =
1

2
f ′′(x̂)[h, h] + o(∥h∥2X) ≥

1

2
α∥h∥2X + o(∥h∥2X)

=
(α
2
+ o(1)

)
∥h∥2X .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî f(x̂ + h) − f(x̂) ≥ 0, ò. å. x̂ � ëîêàëüíûé
ìèíèìóì. Äëÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

�
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè X = Rd, ôóíêöèÿ f â çàäà÷å (5) äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìà â x̂, f ′(x̂) = 0 è äëÿ âñåõ h ∈ Rd, h ̸= 0,

(11) hTf ′′(x̂)h > 0 (< 0),

òî x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü hTf ′′(x̂)h > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî h ∈
Rd. Ôóíêöèÿ hTf ′′(x̂)h íåïðåðûâíà íà Rd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α åå
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà åäèíè÷íîé ñôåðå

Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1 }.
ßñíî, ÷òî α > 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî h/|h| ïðèíàäëåæèò Sd−1, áóäåì
èìåòü

hT

|h|
f ′′(x̂)

h

|h|
≥ α.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ h ∈ Rd

hTf ′′(x̂)h ≥ α|h|2.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðå-
ìû 6. �



14 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Óñëîâèÿ (11) îçíà÷àþò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé
(8) ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ
Ñèëüâåñòðà ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ãëàâíûå ìèíîðû ýòîé ìàò-
ðèöû ïîëîæèòåëüíû (÷åðåäóþò çíàêè, ïðè÷åì ïåðâûé � îòðèöà-
òåëüíûé).

10. Ñòðîãàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, x̂ ∈ X è r > 0. Ïîëî-
æèì

BX(x̂, r) = {x ∈ X : ∥x− x̂∥X < r }.
Îòîáðàæåíèå F : U → Y , ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X,

íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x̂ ∈ U , åñëè íàé-
äåòñÿ òàêîé îïåðàòîð Λ ∈ L(X, Y ), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò δ = δ(ε) > 0, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ âñåõ
x1, x2 ∈ BX(x̂, δ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥F (x1)− F (x2)− Λ(x1 − x2)∥Y ≤ ε∥x1 − x2∥X .

Îòñþäà ñëåäóåò (ïîëàãàÿ x2 = x̂), ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è
òåì ñàìûì Λ = F ′(x̂).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà,
U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X è îòîáðàæåíèå F : U → Y
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ ∈ U . Òîãäà F ñòðîãî äèô-
ôåðåíöèðóåìî â x̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 è δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ∥F ′(x) −
F ′(x̂)∥ < ε äëÿ x ∈ BX(x̂, δ). Åñëè xj ∈ BX(x̂, δ), j = 1, 2, òî
[x1, x2] ⊂ BX(x̂, δ) è òîãäà, ïîëîæèâ Λ = F ′(x̂), â ñèëó (4), ïîëó-
÷àåì

∥F (x1)− F (x2)− F ′(x̂)(x1 − x2)∥Y ≤ ε∥x1 − x2∥X ,

ò. å. F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂. �

Ëåêöèÿ 3

11. Òåîðåìà î ñóïåðïîçèöèè

Ïóñòü X, Y, Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, U � îêðåñòíîñòü
òî÷êè x̂ ∈ X, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè ŷ ∈ Y , φ : U → V , φ(x̂) = ŷ,
ψ : V → Z, F = ψ ◦ φ : U → Z � ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé φ è ψ.

Òåîðåìà 7 (î ñóïåðïîçèöèè). Åñëè îòîáðàæåíèå ψ äèôôåðåíöè-
ðóåìî (ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî) â òî÷êå ŷ, à φ äèôôåðåíöèðóåìî
(ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî) â òî÷êå x̂, òî îòîáðàæåíèå F äèôôå-
ðåíöèðóåìî (ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî) â òî÷êå x̂ è

F ′(x̂) = ψ′(ŷ) ◦ φ′(x̂).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè L = φ′(x̂) è M = ψ′(ŷ).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñíà÷àëà ñòðîãóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ψ â
òî÷êå ŷ è φ â òî÷êå x̂. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 íàéäóòñÿ δ1 > 0 è δ2 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ x1, x2 ∈ BX(x̂, δ1) è äëÿ âñåõ y1, y2 ∈ BY (ŷ, δ2) ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

∥φ(x1)− φ(x2)− L(x1 − x2)∥Y ≤ ε1∥x1 − x2∥X ,(12)

∥ψ(y1)− ψ(y2)−M(y1 − y2)∥Z ≤ ε1∥y1 − y2∥Y .(13)

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì ε1 > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî

ε1∥M∥+ ε1∥L∥+ ε21 < ε.

Ïî òàê âûáðàííîìó ε1 íàéäåì δ1 > 0 è δ2 > 0 òàê, ÷òîáû èìåëè
ìåñòî íåðàâåíñòâà (12) è (13). Ïîëîæèì

δ = min

(
δ1,

δ2
ε1 + ∥L∥

)
.

Åñëè òåïåðü x1, x2 ∈ BX(x̂, δ), òî èç (12) èìååì

(14) ∥φ(x1)− φ(x2)∥Y ≤ ∥φ(x1)− φ(x2)− L(x1 − x2)∥Y
+ ∥L(x1 − x2)∥Y ≤ ε1∥x1 − x2∥X + ∥L∥∥x1 − x2∥X

= (∥L∥+ ε1)∥x1 − x2∥X .

Ïîëàãàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå x1 = x̂, à ïîòîì x2 = x̂, ïîëó÷àåì

∥φ(xj)− ŷ∥Y < (∥L∥+ ε1)δ ≤ δ2, j = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ yj = φ(xj), j = 1, 2, ñïðàâåäëèâî (13). Ïîëüçó-
ÿñü (13), (12) è (14), èìååì

∥F (x1)− F (x2)−M ◦ L(x1 − x2)∥Z
≤ ∥ψ(φ(x1))− ψ(φ(x2))−M(φ(x1)− φ(x2))∥Z

+ ∥M(φ(x1)− φ(x2))−M ◦ L(x1 − x2)∥Z ≤ ε1∥φ(x1)− φ(x2)∥Y
+ ∥M∥∥φ(x1)− φ(x2)− L(x1 − x2)∥Z ≤ ε1(∥L∥+ ε1)∥x1 − x2∥X

+∥M∥ε1∥x1−x2∥X = (ε1∥M∥+ε1∥L∥+ε21)∥x1−x2∥X ≤ ε∥x1−x2∥X .

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ψ äèô-
ôåðåíöèðóåìî â òî÷êå ŷ è φ äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂. Ïî îïðå-
äåëåíèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 íàéäóòñÿ δ1 > 0 è
δ2 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ ∆x ∈ BX(0, δ1) è äëÿ âñåõ ∆y ∈ BY (0, δ2)
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥φ(x̂+∆x)− φ(x̂)− L∆x∥Y ≤ ε1∥∆x∥X ,(15)

∥ψ(ŷ +∆y)− ψ(ŷ)−M∆y∥Y ≤ ε1∥∆y∥Y .(16)
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Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì ε1 > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî

ε1∥M∥+ ε1∥L∥+ ε21 < ε.

Ïî òàê âûáðàííîìó ε1 íàéäåì δ1 > 0 è δ2 > 0 òàê, ÷òîáû èìåëè
ìåñòî íåðàâåíñòâà (15) è (16). Ïîëîæèì

δ = min

(
δ1,

δ2
ε1 + ∥L∥

)
.

Åñëè òåïåðü ∆x ∈ BX(0, δ), òî èç (15) èìååì

(17) ∥φ(x̂+∆x)− φ(x̂)∥Y ≤ ∥φ(x̂+∆x)− φ(x̂)− L∆x∥Y
+ ∥L∆x∥Y ≤ ε1∥∆x∥X + ∥L∥∥∆x∥X

= (∥L∥+ ε1)∥∆x∥X < (∥L∥+ ε1)δ ≤ δ2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ∆y = φ(x̂ + ∆x) − φ(x̂) ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî (16). Èìååì

∥F (x̂+∆x)− F (x̂)−M ◦ L∆x∥Z
≤ ∥ψ(φ(x̂+∆x))− ψ(φ(x̂))−M(φ(x̂+∆x)− φ(x̂))∥Z

+∥M(φ(x̂+∆x)−φ(x̂))−M ◦L∆x∥Z = ∥ψ(ŷ+∆y)−ψ(ŷ)−M∆y∥Z
+ ∥M(φ(x̂+∆x)− φ(x̂))−M ◦ L∆x∥Z ≤ ε1∥∆y∥Y

+ ∥M∥∥φ(x̂+∆x)− φ(x̂)− L∆x∥Y ≤ ε1(∥L∥+ ε1)∥∆x∥X
+ ∥M∥ε1∥∆x∥X = (ε1∥M∥+ ε1∥L∥+ ε21)∥∆x∥X ≤ ε∥∆x∥X .

�

12. Òåîðåìà î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå. Îïåðàòîð

Íåìûöêîãî

ÅñëèX, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, òî íîðìó â ïðîñòðàí-
ñòâå X × Y ìîæíî, íàïðèìåð, îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥(x, y)∥X×Y = max{∥x∥X , ∥y∥Y }.
Ïóñòü W � îêðåñòíîñòü òî÷êè (x̂, ŷ) ∈ X × Y è F : W → Z, ãäå
Z � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè îòîáðàæåíèå x → F (x, ŷ)
(îïðåäåëåííîå íà ïðîåêöèè W íà X) äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂,
òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäíóþ íàçûâàþò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
îòîáðàæåíèÿ F ïî x â òî÷êå (x̂, ŷ) è îáîçíà÷àþò Fx(x̂, ŷ). Àíà-
ëîãè÷íî, ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ F ïî y â òî÷êå (x̂, ŷ) îáîçíà÷àþò
Fy(x̂, ŷ).

Òåîðåìà 8 (î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå). Ïóñòü X, Y è Z � íîð-
ìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, W � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X×Y
è F : W → Z. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Fx è Fy íåïðåðûâíû â
òî÷êå (x̂, ŷ) ∈ W , òî F � ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â (x̂, ŷ) è

F ′(x̂, ŷ)(ξ, η) = Fx(x̂, ŷ)ξ + Fy(x̂, ŷ)η, ξ ∈ X, η ∈ Y.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî
U = BX(x̂, δ)×BY (ŷ, δ) ⊂ W è äëÿ âñåõ (x, y) ∈ U

∥Fx(x, y)− Fx(x̂, ŷ)∥ < ε/2, ∥Fy(x, y)− Fy(x̂, ŷ)∥ < ε/2.

Èìååì

∆ = F (x1, y1)− F (x2, y2)− Fx(x̂, ŷ)(x1 − x2)− Fy(x̂, ŷ)(y1 − y2)

= F (x1, y1)− F (x2, y1)− Fx(x̂, ŷ)(x1 − x2)

+ F (x2, y1)− F (x2, y2)− Fy(x̂, ŷ)(y1 − y2)

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì (ñì. (4)) äëÿ âñåõ (x1, y1), (x2, y2) ∈ U

∥∆∥Z ≤ sup
a∈[x1,x2]

∥Fx(a, y1)− Fx(x̂, ŷ)∥∥x1 − x2∥X

+ sup
b∈[y1,y2]

∥Fy(x2, b)−Fy(x̂, ŷ)∥∥y1−y2∥Y ≤ ε

2
∥x1−x2∥X +

ε

2
∥y1−y2∥Y

≤ εmax {∥x1 − x2∥X , ∥y1 − y2∥Y } .
�

Ïóñòü G îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R × Rd1 è f : G → Rd2 �
ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ t ∈ R è x ∈ Rd1 , íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî
ñâîåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé fx íà G. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
x ∈ C([t0, t1],Rd1) òàêàÿ, ÷òî Γ(x) = { (t, x(t)) : t ∈ [t0, t1] } ⊂ G.
Ïîëîæèì

U = {x ∈ C([t0, t1],Rd1) : Γ(x) ⊂ G }.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî U îòêðûòî â C([t0, t1],Rd1). Îòîáðàæåíèå
F : U → C([t0, t1],Rd2), îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó

F (x)(t) = f(t, x(t))

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Íåìûöêîãî.

13. Ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðà Íåìûöêîãî

Ïðåäëîæåíèå 2. Îïåðàòîð Íåìûöêîãî F íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåì íà U è F ′(x)h(t) = fx(t, x(t))h(t) äëÿ ëþáûõ x ∈ U ,
h ∈ C([t0, t1],Rd1) è t ∈ [t0, t1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ ∈ U . Ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî êîì-
ïàêò

K = { (t, x) : t ∈ [t0, t1], |x− x̂(t)| ≤ δ0 }
ïðèíàäëåæèò G. Ïóñòü ε > 0. Ôóíêöèÿ fx ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà K è ïîýòîìó íàéäåòñÿ 0 < δ ≤ δ0 òàêîå, ÷òî åñëè |x1 − x2| < δ,
òî ∥fx(t, x1)− fx(t, x2)∥ < ε äëÿ âñåõ (t, xj) ∈ K, j = 1, 2.
Äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, t1] îòîáðàæåíèå g : BRd1 (x̂(t), δ) → Rd2 ,

g(x) = f(t, x)− fx(t, x̂(t))x, äèôôåðåíöèðóåìî íà BRd1 (x̂(t), δ) è åãî
ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x èìååò âèä g′(x) = fx(t, x)− fx(t, x̂(t)). Ïóñòü
xj ∈ BC([t0,t1],Rd1 )(x̂, δ), j = 1, 2. Òîãäà xj(t) ∈ BRd1 (x̂(t), δ), j = 1, 2,
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è ìû èìååì ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, ïðèìåíåííîé ê îòîáðàæåíèþ g
(ó÷èòûâàÿ, ÷òî åñëè x ∈ [x1(t), x2(t)], òî x ∈ BRd1 (x̂(t), δ))

|f(t, x1(t))− f(t, x2(t))− fx(t, x̂(t))(x1(t)− x2(t))| ≤
≤ sup

x∈[x1(t),x2(t)]

∥fx(t, x)− fx(t, x̂(t))∥|x1(t)− x2(t)| ≤ ε|x1(t)− x2(t)|.

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, t1], òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
îòîáðàæåíèå F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è ÷òî F ′(x̂)h(t) =
fx(t, x̂(t))h(t). Òàê êàê x̂ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç U , òî F äèô-
ôåðåíöèðóåìî íà U .
Äîêàæåì íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèÿ F íà

U . Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè fx íà êîìïàêòå K äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéäåòñÿ 0 < δ ≤ δ0 òàêîå, ÷òî åñëè |x1 − x2| < δ,
òî ∥fx(t, x1) − fx(t, x2)∥ < ε äëÿ âñåõ (t, xj) ∈ K, j = 1, 2. Ïóñòü
h ∈ C([t0, t1],Rd1) è x ∈ BC([t0,t1],Rd1 )(x̂, δ). Òîãäà x(t) ∈ BRd1 (x̂(t), δ)
äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, t1]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, t1]

|F ′(x)h(t)− F ′(x̂)h(t)| = |fx(t, x(t))h(t)− fx(t, x̂(t))h(t)|
≤ ∥fx(t, x(t))− fx(t, x̂(t))∥|h(t)| ≤ ε|h(t)|.

Îòñþäà âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü F ′ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x̂ ∈ U . �

Çàìå÷àíèå. Ïðåäëîæåíèå 2 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè U çà-
ìåíèòü íà

U1 = {x ∈ C1([t0, t1],Rd1) : Γ(x) ⊂ G }.

Ëåêöèÿ 4

14. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Íåìûöêîãî

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí îïåðàòîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåêî-
òîðûì îáîáùåíèåì îïåðàòîðà Íåìûöêîãî. Ïóñòü G � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî R × Rd1 × Rd3 è f : G → Rd2 � ôóíêöèÿ ïåðåìåí-
íûõ t ∈ R, x ∈ Rd1 è u ∈ Rd3 , íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîè-
ìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè fx è fu íà G. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïàðà
(x, u) ∈ C1([t0, t1],Rd1)× C([t0, t1],Rd3) òàêàÿ, ÷òî

Γ(x, u) = { (t, x(t), u(t)) : t ∈ [t0, t1] } ⊂ G.

Ïîëîæèì

U = { (x, u) ∈ C1([t0, t1],Rd1)× C([t0, t1],Rd3) : Γ(x, u) ⊂ G }.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî U îòêðûòî â C1([t0, t1],Rd1) ×
C([t0, t1],Rd3). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : U → C([t0, t1],Rd2) ïî
ïðàâèëó

F (x, u)(t) = f(t, x(t), u(t)),

êîòîðîå íàçîâåì îáîáùåííûì îïåðàòîðîì Íåìûöêîãî.
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Ñëåäñòâèå 3. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Íåìûöêîãî F íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåì íà U è

F ′(x, u)(h(t), ξ(t)) = fx(t, x(t), u(t))h(t) + fu(t, x(t), u(t))ξ(t)

äëÿ ëþáûõ (x, u) ∈ U , (h, ξ) ∈ C1([t0, t1],Rd1) × C([t0, t1],Rd3) è t ∈
[t0, t1].

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x îòîáðàæåíèÿ F ,
ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå, ñäåëàííîå ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæå-
íèÿ 2, ðàâíà fx(t, x(t), u(t)). Åå íåïðåðûâíîñòü íà C([t0, t1],Rd1) ×
C([t0, t1],Rd3) âûòåêàåò èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè fx(t, x, u) íà
êîìïàêòå âèäà

K1 = { (t, x, u) : t ∈ [t0, t1], |x− x̂(t)| ≤ δ0, |u− û(t)| ≤ δ0 }.

Òåì ñàìûì îíà íåïðåðûâíà è íà C1([t0, t1],Rd1) × C([t0, t1],Rd3).
×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî u òàêæå íåïðåðûâíà â ñèëó òåõ æå ïðè÷èí.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå (òåîðåìà 8) îòîáðà-
æåíèå F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà U è ñïðàâåäëèâà ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé. �

15. Ëåììà î ïðàâîì îáðàòíîì è ëåììà î çàìêíóòîñòè

îáðàçà

Ëåììà 1 (î ïðàâîì îáðàòíîì). Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðî-
ñòðàíñòâà, Λ ∈ L(X, Y ) è ImΛ = Y . Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðà-
æåíèå R : Y → X è êîíñòàíòà γ > 0 òàêèå, ÷òî ΛR(y) = y è
∥R(y)∥X ≤ γ∥y∥Y äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè [3,
ñòð. 243] ìíîæåñòâî Λ(BX(0, 1)) îòêðûòî. Îíî, î÷åâèäíî, ñîäåðæèò
íîëü è òåì ñàìûì ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð BY (0, r), r > 0, ò. å.
äëÿ êàæäîãî z ∈ BY (0, r) íàéäåòñÿ ýëåìåíò x(z) ∈ BX(0, 1) òàêîé,
÷òî Λx(z) = z. Ïîëîæèì R(0) = 0, à åñëè y ̸= 0, òî

R(y) =
2∥y∥Y
r

x

(
r

2∥y∥Y
y

)
.

Òîãäà ΛR(y) = y è ∥R(y)∥X ≤ γ∥y∥Y , ãäå γ = 2/r. �

Ëåììà 2 (î çàìêíóòîñòè îáðàçà). Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà, A ∈ L(X,Rd), B ∈ L(X, Y ), C : X → Rd × Y ,
Cx = (Ax,Bx) è ImB = Y . Òîãäà ImC � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â Rd × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (y, z) ∈ cl ImC è ïóñòü {xn} � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü â X òàêàÿ, ÷òî y = limn→∞Axn è z = limn→∞Bxn.
Ïîëîæèì hn = R(Bxn − z), ãäå R � ïðàâûé îáðàòíûé ê B, òîãäà
B(xn − hn) = z. Òàê êàê ∥hn∥X = ∥R(Bxn − z)∥X ≤ γ∥Bxn − z∥Y ,
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òî hn → 0 ïðè n → ∞ è ïîýòîìó limn→∞A(xn − hn) = y. Òàêèì
îáðàçîì, y ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ îáðàçà ìíîæåñòâà

Xz = {x ∈ X : Bx = z }

ïðè îòîáðàæåíèè A. Íî A(Xz) � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â Rd è
òåì ñàìûì çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ X, ÷òî
Bx = z è y = Ax, ò. å. (y, z) ∈ ImC. �

16. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 9 (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü Σ �
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,
U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X, F : U × Σ → Y è σ̂ ∈ Σ. Åñëè

1) F (x̂, σ̂) = 0;
2) F íåïðåðûâíî â òî÷êå (x̂, σ̂);
3) F äèôôåðåíöèðóåìî ïî x â òî÷êå (x̂, σ̂) è äëÿ êàæäîãî ε > 0

ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U(ε) ⊂ U è V (ε) òî÷åê x̂ è σ̂
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x, x′ ∈ U(ε) è σ ∈ V (ε) âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

∥F (x, σ)− F (x′, σ)− Fx(x̂, σ̂)(x− x′)∥Y ≤ ε∥x− x′∥X ;

4) ImFx(x̂, σ̂) = Y ,

òî íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè U0 ⊂ U è V0 òî÷åê x̂ è σ̂, îòîáðàæåíèå
φ : U0 × V0 → U è êîíñòàíòà K > 0 òàêèå, ÷òî F (φ(x, σ), σ) = 0
è ∥φ(x, σ)− x∥X ≤ K∥F (x, σ)∥Y äëÿ âñåõ (x, σ) ∈ U0 × V0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Λ = Fx(x̂, σ̂). Òàê êàê
ImFx(x̂, σ̂) = Y , òî ïî ëåììå î ïðàâîì îáðàòíîì (ëåììà 1) ñó-
ùåñòâóåò îòîáðàæåíèå R : Y → X è êîíñòàíòà γ > 0 òàêèå, ÷òî
ΛR(y) = y è ∥R(y)∥X ≤ γ∥y∥Y äëÿ âñåõ y ∈ Y .
Ïóñòü ε0 > 0 òàêîâî, ÷òî θ = ε0γ < 1 è U(ε0) è V (ε0) � îêðåñò-

íîñòè òî÷åê x̂ è σ̂, ñîîòâåòñòâóþùèå ε0 (èç ôîðìóëèðîâêè òåîðå-
ìû). Ïóñòü δ > 0 òàêîå, ÷òî BX(x̂, δ) ⊂ U(ε0). Âûáåðåì îêðåñò-
íîñòè U0 è V0 òàê, ÷òî U0 ⊂ BX(x̂, δ/2), V0 ⊂ V (ε0) è ïðè ýòîì
∥F (x, σ)∥Y < δ(1− θ)/2γ, åñëè (x, σ) ∈ U0 × V0.
Ïóñòü (x, σ) ∈ U0 × V0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(18) xn = xn−1 −R(F (xn−1, σ)), n ∈ N, x0 = x.

Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíàäëåæèò BX(x̂, δ) è
ôóíäàìåíòàëüíà. Ïåðâîå äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè. ßñíî, ÷òî x0 ∈
BX(x̂, δ). Ïóñòü xk ∈ BX(x̂, δ), 1 ≤ k ≤ n. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì
(18) îïåðàòîð Λ, ïîëó÷èì

(19) Λ(xn − xn−1) = −F (xn−1, σ).
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Èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (18), îöåíêó äëÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî,
(19), óñëîâèå 3) òåîðåìû è çàòåì èòåðèðóÿ ïðîöåäóðó, áóäåì èìåòü

(20) ∥xn+1 − xn∥X ≤ γ∥F (xn, σ)∥Y = γ∥F (xn, σ)− F (xn−1, σ)

− Λ(xn − xn−1)∥Y ≤ θ∥xn − xn−1∥X ≤ . . . ≤ θn∥x1 − x∥X .

Äàëåå, ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, (20), (18), óñëîâèþ 2) òåîðåìû
è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îêðåñòíîñòåé U0 è V0, ïîëó÷àåì, ÷òî

(21) ∥xn+1 − x̂∥X ≤ ∥xn+1 − x∥X + ∥x− x̂∥X
≤ ∥xn+1 − xn∥X + . . .+ ∥x1 − x∥X + ∥x− x̂∥X
≤ (θn + θn−1 + . . .+ 1)∥x1 − x∥X + ∥x− x̂∥X

≤ γ

1− θ
∥F (x, σ)∥Y + ∥x− x̂∥X <

δ

2
+
δ

2
= δ,

ò. å. xn+1 ∈ BX(x̂, δ) è çíà÷èò, âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ïðèíàä-
ëåæèò BX(x̂, δ).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, èñ-

ïîëüçóÿ (20) è ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäûäóùåì íåðàâåíñòâå, áóäåì
èìåòü äëÿ âñåõ n,m ∈ N

∥xn+m − xn∥X ≤ ∥xn+m − xn+m−1∥X + . . .+ ∥xn+1 − xn∥X ≤

≤ (θn+m−1 + . . .+ θn)∥x1 − x∥X ≤ θn

1− θ
∥x1 − x∥X ≤ δ

2
θn.

Ïîëîæèì φ(x, σ) = limn→∞ xn. Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî φ(x, σ) ∈
BX(x̂, δ) ⊂ U . Èç óñëîâèÿ 3) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
σ ∈ V0 îòîáðàæåíèå F (x, σ) íåïðåðûâíî íà U0, è òîãäà ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó â (19) ïðè n→ ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî F (φ(x, σ), σ) = 0.
Â (21) äîêàçàíî, ÷òî

∥xn − x∥X ≤ γ

1− θ
∥F (x, σ)∥Y .

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
∥φ(x, σ)− x∥X ≤ K∥F (x, σ)∥Y , ãäå K = γ/(1− θ). �

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Σ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà (çàâèñè-
ìîñòü îò íåãî îòìå÷àòü íå áóäåì). Òîãäà èç òåîðåìû 9, ðàññìàòðè-
âàÿ âìåñòî îòîáðàæåíèÿ F (x) îòîáðàæåíèå F (x)− F (x̂), ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, U �
îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X è F : U → Y . Åñëè F ñòðîãî äèôôå-
ðåíöèðóåìî â òî÷êå x̂ è ImF ′(x̂) = Y , òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
U0 ⊂ U òî÷êè x̂, îòîáðàæåíèå φ : U0 → U è êîíñòàíòà K > 0
òàêèå, ÷òî F (φ(x)) = F (x̂) è ∥φ(x)− x∥X ≤ K∥F (x)−F (x̂)∥Y äëÿ
âñåõ x ∈ U0.
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17. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà

Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X. Ýëåìåíò h ∈ X íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê M â
òî÷êå x̂ ∈M , åñëè ñóùåñòâóþò ε > 0 è îòîáðàæåíèå r : (−ε, ε) → X
òàêèå, ÷òî x̂+th+r(t) ∈M äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, ε) è ∥r(t)∥X/t→ 0, ïðè
t → 0. Ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M â òî÷êå x̂ ∈ M
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Tx̂M .

Ëåêöèÿ 5

Òåîðåìà 10 (Ëþñòåðíèêà). Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X, îòîáðàæåíèå F : U → Y �
ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂, ImF ′(x̂) = Y è M = {x ∈ U : F (x) =
F (x̂) }. Òîãäà Tx̂M = KerF ′(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h ∈ Tx̂M è r èç îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà. Òîãäà âñëåäñòâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè F â òî÷êå x̂ èìååì

0 = F (x̂+ th+ r(t))− F (x̂) = tF ′(x̂)h+ o(t),

îòêóäà (äåëÿ íà t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → 0) ñëåäóåò, ÷òî
h ∈ KerF ′(x̂).
Îáðàòíî, ïóñòü h ∈ KerF ′(x̂). Îòîáðàæåíèå F (x) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 4. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U0 ⊂ U òî÷êè x̂, îòîáðàæåíèå φ : U0 → U è êîíñòàíòà K > 0,
òàêèå, ÷òî F (φ(x)) = F (x̂) è ∥φ(x) − x∥X ≤ K∥F (x) − F (x̂)∥Y äëÿ
âñåõ x ∈ U0. Ïóñòü ε > 0 òàêîâî, ÷òî x̂ + th ∈ U0 ïðè t ∈ (−ε, ε).
Ïîëîæèì r(t) = φ(x̂+ th)− x̂− th. Èìååì F (x̂+ th+ r(t)) = F (x̂) è

∥r(t)∥X ≤ K∥F (x̂+ th)− F (x̂)∥Y = K∥tF ′(x̂)h+ o(t)∥Y = K∥o(t)∥Y ,
ò. å. h � êàñàòåëüíûé âåêòîð. �

18. Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X. Ãîâîðÿò, ÷òî íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ îòäåëÿ-
åò ìíîæåñòâà A è B, åñëè

sup
x∈A

⟨x∗, x⟩ ≤ inf
x∈B

⟨x∗, x⟩.

Åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî x∗ ñòðîãî îòäåëÿåò A è
B.
Ïóñòü ÷èñëî γ ∈ R òàêîâî, ÷òî

sup
x∈A

⟨x∗, x⟩ ≤ γ ≤ inf
x∈B

⟨x∗, x⟩.

Òîãäà, ãåîìåòðè÷åñêè, îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò, ÷òî
îíè ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè

{x ∈ X : ⟨x∗, x⟩ = γ }.
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Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó ïåðâîé òåîðåìû îòäåëèìîñòè (ñì. [3,
ñòð. 243]).

Òåîðåìà 11 (Ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A è B � íåïó-
ñòûå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X,
ïðè÷åì intA ̸= ∅ è B ∩ intA = ∅. Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäå-
ëèìû.

Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 12 (Âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A � íåïóñòîå
çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X è x̂ /∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî îòäåëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A çàìêíóòî, òî äîïîëíåíèå ê A îòêðûòî
è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî îòêðûòûé øàð BX(x̂, r) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ A. Òîãäà ïî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

sup
x∈A

⟨x∗, x⟩ ≤ inf
x∈BX(x̂,r)

⟨x∗, x⟩.

Íî
inf

x∈BX(x̂,r)
⟨x∗, x⟩ < ⟨x∗, x̂⟩,

òàê êàê íåíóëåâîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íå ìîæåò
äîñòèãàòü òî÷íîé íèæíåé ãðàíè âî âíóòðåííåé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî îòäåëèìû. �

19. Ëåììû îá àííóëÿòîðàõ

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Ìíîæåñòâî

L⊥ = {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, x⟩ = 0, ∀ x ∈ L }
íàçûâàåòñÿ àííóëÿòîðîì L. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L⊥ � çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â X∗.

Ëåììà 3 (î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà). Ïóñòü L � çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, íå ñîâïàäàþ-
ùåå ñ X. Òîãäà L⊥ ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L ̸= X, òî ñóùåñòâóåò x̂ /∈ L. Ìíîæåñòâî
L, î÷åâèäíî, âûïóêëî è ïî óñëîâèþ çàìêíóòî, ïîýòîìó ïî âòîðîé
òåîðåìå îòäåëèìîñòè íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ òà-
êîé, ÷òî

(22) sup
x∈L

⟨x∗, x⟩ < ⟨x∗, x̂⟩.

Òîãäà x∗ ∈ L⊥. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ⟨x∗, x0⟩ ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî
x0 ∈ L, òî òàê êàê αx0 ∈ L äëÿ ëþáîãî α ∈ R, ìû èìååì

sup
x∈L

⟨x∗, x⟩ ≥ sup
α∈R

⟨x∗, αx0⟩ = sup
α∈R

α⟨x∗, x0⟩ = +∞,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò (22). �
Ëåììà 4 (îá àííóëÿòîðå ÿäðà). Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðî-
ñòðàíñòâà, A ∈ L(X,Y ) è ImA = Y . Òîãäà (KerA)⊥ = ImA∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ ImA∗. Òîãäà x∗ = A∗y∗, ãäå y∗ ∈ Y ∗.
Äëÿ ëþáîãî x ∈ KerA èìååì

⟨x∗, x⟩ = ⟨A∗y∗, x⟩ = ⟨y∗, Ax⟩ = 0.

Òåì ñàìûì x∗ ∈ (KerA)⊥.
Ïóñòü x∗ ∈ (KerA)⊥. Îáðàç îïåðàòîðà M : X → R× Y ,

Mx = (⟨x∗, x⟩, Ax),
çàìêíóò ïî ëåììå î çàìêíóòîñòè îáðàçà (ëåììà 2) è íå ñîâïàäàåò ñ
R× Y , òàê êàê (1, 0) /∈ ImM . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå î íåòðèâè-
àëüíîñòè àííóëÿòîðà (ëåììà 3) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë
(α, y∗) ∈ R× Y ∗ òàêîé, ÷òî

α⟨x∗, x⟩+ ⟨y∗, Ax⟩ = 0

äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïðè ýòîì α ̸= 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèî-
íàë y∗ áûë áû íóëåâûì â ñèëó òîãî, ÷òî ImA = Y . Òàêèì îáðàçîì,

⟨x∗ + α−1A∗y∗, x⟩ = 0

äëÿ âñåõ x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî,

x∗ = A∗(−α−1y∗) ∈ ImA∗.

�

20. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷
ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ

Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X,
f : U → R è F : U → Y , ãäå Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàäà÷ó

(23) f(x) → extr, F (x) = 0,

íàçûâàþò çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ. Åñëè ôóíêöèÿ
f è îòîáðàæåíèå F îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ, òî ãîâîðÿò î
ãëàäêîé çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ.
Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (23) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ0, y∗) = λ0f(x) + ⟨y∗, F (x)⟩,
ãäå λ0 ∈ R è y∗ ∈ Y ∗ íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 13 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Åñëè x̂ ∈ U � ëî-
êàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å (23), ôóíêöèÿ f � äèôôåðåíöèðóåìà
â x̂, îòîáðàæåíèå F � ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è ImF ′(x̂) �
çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Y , òî íàéäóòñÿ, íå ðàâíûå îäíî-
âðåìåííî íóëþ, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 è y∗ òàêèå, ÷òî

(24) Lx(x̂, λ0, y
∗) = 0 ⇔ λ0f

′(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0.
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Åñëè ImF ′(x̂) = Y , òî λ0 ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ImF ′(x̂) = Y .
Ïóñòü h ∈ KerF ′(x̂). Îòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû Ëþñòåðíèêà (òåîðåìà 10) è ïîýòîìó h ∈ Tx̂M , ò. å. ñóùåñòâó-
þò ε > 0 è îòîáðàæåíèå r : (−ε, ε) → X òàêèå, ÷òî F (x̂+th+r(t)) =
0 äëÿ t ∈ (−ε, ε) è r(t) = o(t) ïðè t → 0. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû
x̂+ th+ r(t), t ∈ (−ε, ε), äîïóñòèìû â (23) è òàê êàê x̂ � ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì â ýòîé çàäà÷å, òî

f(x̂+ th+ r(t))− f(x̂) = t⟨f ′(x̂), h⟩+ o(t)

ñîõðàíÿåò çíàê äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t. Äåëÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøå-
íèå íà t > 0 è óñòðåìëÿÿ t ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî ⟨f ′(x̂), h⟩ ñîõðà-
íÿåò çíàê. Íî h � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç KerF ′(x̂) è ïîýòîìó
⟨f ′(x̂), h⟩ = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ KerF ′(x̂), ò. å. f ′(x̂) ∈ (KerF ′(x̂))⊥.
Ñîãëàñíî ëåììå îá àííóëÿòîðå ÿäðà (ëåììà 4) f ′(x̂) ∈ Im(F ′(x̂))∗

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî
f ′(x̂) = −(F ′(x̂))∗y∗, èëè f ′(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0. Òåì ñàìûì ðà-
âåíñòâî (24) ñ λ0 = 1 äîêàçàíî.
Ïóñòü òåïåðü ImF ′(x̂) ̸= Y . Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ImF ′(x̂) çàìêíóòî, òî ïî ëåììå î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòî-
ðà (ëåììà 3) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî
⟨y∗, F ′(x̂)x⟩ = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ò. å. (F ′(x̂))∗y∗ = 0. Ýòî äîêàçû-
âàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñ λ0 = 0. �

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (23), êîãäà X = Rd1 , Y =
Rd2 , à îòîáðàæåíèå F çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè fj : Rd1 → R, j =
1, . . . , d2, ò. å. F (x) = (f1(x), . . . , fd2(x))

T , x ∈ Rd1 . Òàêèì îáðàçîì,
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

(25) f0(x) → extr, fj(x) = 0, j = 1, . . . , d2.

Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà Rd2 ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-
ñòðîêàìè (λ1, . . . , λd2), òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäà÷è (25) çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

L(x, λ) =
d2∑
j=0

λjfj(x),

ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λd2).
Êëàññè÷åñêèì ïðàâèëîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ êî-

íå÷íîìåðíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 14 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå). Åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å (25), ôóíêöèÿ
f0 äèôôåðåíöèðóåìà â x̂, à ôóíêöèè fj, j = 1, . . . , d2, ñòðîãî äèô-
ôåðåíöèðóåìû â x̂, òî íàéäóòñÿ, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ,



26 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0, λ1, . . . , λd2 òàêèå, ÷òî

Lx(x̂, λ) = 0 ⇔
d2∑
j=0

λjf
′
j(x̂) = 0.

Åñëè âåêòîðû f ′
1(x̂), . . . , f

′
d2
(x̂) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî λ0 ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ImF ′(x̂) êîíå÷íîìåðíî è ïîýòîìó çà-
ìêíóòî, à ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ f ′

1(x̂), . . . , f
′
d2
(x̂) ýêâè-

âàëåíòíà óñëîâèþ ImF ′(x̂) = Y .
Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñ λ0 ̸= 0 ïðàâèëî ìíîæè-

òåëåé Ëàãðàíæà ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

x1 → min, x31 − x22 = 0.

Çäåñü d1 = 2, d2 = 1, f0(x) = x1, f1(x) = x31 − x22,

L(x, λ0, λ1) = λ0x1 + λ1(x
3
1 − x22).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷êà x̂ = (0, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìó-
ìà â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â ñèëó òîãî, ÷òî

Lx(0, λ0, λ1) = (λ0, 0) = 0,

λ0 íå ìîæåò áûòü îòëè÷íûì îò íóëÿ.

21. Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ãëàäêèõ
çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ

Òåîðåìà 15 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà).
Åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) â çàäà÷å (23), ôóíêöèÿ
f è îòîáðàæåíèå F äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â x̂ è ImF ′(x̂) = Y ,
òî íàéäåòñÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî

(26) Lx(x̂, 1, y
∗) = 0 ⇔ f ′(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0

è äëÿ âñåõ h ∈ KerF ′(x̂)

(27) Lxx(x̂, 1, y
∗)[h, h] ≥ 0 (≤ 0)

⇔ f ′′(x̂)[h, h] + ⟨y∗, F ′′(x̂)[h, h]⟩ ≥ 0 (≤ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ
F â òî÷êå x̂ ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü F ′ â òî÷êå x̂. Â ñèëó ïðåäëîæå-
íèÿ 1 îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì. Ïîýòî-
ìó ñîîòíîøåíèå (26) ñðàçó ñëåäóåò èç (24).
Äîêàæåì (27). Ïóñòü h ∈ KerF ′(x̂). Îòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì òåîðåìû Ëþñòåðíèêà (òåîðåìà 10) è ïîýòîìó h ∈ Tx̂M ,
ò. å. ñóùåñòâóþò ε > 0 è îòîáðàæåíèå r : (−ε, ε) → X òàêèå, ÷òî
F (x̂ + th + r(t)) = 0 äëÿ t ∈ (−ε, ε) è r(t) = o(t) ïðè t → 0. Åñëè x̂
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� ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî f(x̂ + th + r(t)) ≥ f(x̂) äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ t. Òåïåðü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà èìååì (ó÷èòûâàÿ (26)

0 ≤ f(x̂+ th+ r(t))− f(x̂) = L(x̂+ th+ r(t), 1, y∗)− L(x̂, 1, y∗)

=
1

2
Lxx(x̂, 1, y

∗)[th+ r(t), th+ r(t)] + o(t2)

=
t2

2
Lxx(x̂, 1, y

∗)[h, h] + o(t2),

îòêóäà ñëåäóåò (27). �

Ëåêöèÿ 6

Òåîðåìà 16 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â
çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ). Ïóñòü â çàäà÷å (23) ôóíê-
öèÿ f è îòîáðàæåíèå F äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â äîïóñòèìîé
òî÷êå x̂ è ImF ′(x̂) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Y . Òîãäà åñ-
ëè íàéäóòñÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y∗ ∈ Y ∗ è ÷èñëî α > 0 òàêèå,
÷òî

(28) Lx(x̂, 1, y
∗) = 0

è ïðè âñåõ h ∈ KerF ′(x̂)

(29) Lxx(x̂, 1, y
∗)[h, h] ≥ α∥h∥2X (≤ −α∥h∥2X),

òî x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) â çàäà÷å (23).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå G : X → ImF ′(x̂),
îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå G(x) = F ′(x̂)x. Äëÿ íåãî, î÷åâèäíî,
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 4, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñóùåñòâóþò
îêðåñòíîñòü U0 òî÷êè íîëü, îòîáðàæåíèå φ : U0 → X è êîíñòàíòà
K > 0 òàêèå, ÷òî

(30) F ′(x̂)(φ(x)) = 0

è

(31) ∥φ(x)− x∥X ≤ K∥F ′(x̂)x∥Y
äëÿ âñåõ x ∈ U0.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè x̂ åñòü äîïóñòèìûå â

(23) òî÷êè (ò.ê. èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ è ëî-
êàëüíûì ìèíèìóìîì, è ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì). Ïóñòü x ∈ U0 è
x̂+ x � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (23). Òîãäà ïî ôîðìóëå Òåé-
ëîðà

0 = F (x̂+ x) = F ′(x̂)x+
1

2
F ′′(x̂)[x, x] + o(∥x∥2X).

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ x ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

∥F ′(x̂)x∥Y ≤
(
1

2
∥F ′′(x̂)∥+ 1

)
∥x∥2X ,
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à òîãäà èç (31) ïîëó÷àåì, ÷òî

∥φ(x)− x∥X ≤ γ∥x∥2X ,

ãäå γ = K(∥F ′′(x̂)∥/2 + 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

∥φ(x)∥X ≤ ∥x∥X + γ∥x∥2X = (1 + γ∥x∥X)∥x∥X .

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ∥x∥X < 1/γ, èìååì òàêæå îöåíêó

∥φ(x)∥X ≥ ∥x∥X − ∥φ(x)− x∥X ≥ (1− γ∥x∥X)∥x∥X .

Îáîçíà÷àÿ, äëÿ êðàòêîñòè, L(x) = L(x, 1, y∗), ñíîâà ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà ïîëó÷àåì (ó÷èòûâàÿ (28) è òî, ÷òî x̂ + x � äîïóñòèìàÿ
òî÷êà)

f(x̂+ x) = f(x̂) +
1

2
L′′(x̂)[x, x] + o(∥x∥2X).

Îòñþäà, ïîëàãàÿ B = ∥L′′(x̂)∥, ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ(x) ∈ KerF ′(x̂) ñî-
ãëàñíî (30), ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè, è ñ÷èòàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (29), áóäåì èìåòü

f(x̂+x)−f(x̂) = 1

2
L′′(x̂)[φ(x)−φ(x)+x, φ(x)−φ(x)+x]+o(∥x∥2X)

=
1

2
(L′′(x̂)[φ(x), φ(x)]− 2L′′(x̂)[φ(x)− x, φ(x)]

+ L′′(x̂)[φ(x)− x, φ(x)− x]) + o(∥x∥2X) ≥
1

2
(α∥φ(x)∥2X

− 2B∥φ(x)∥X∥φ(x)− x∥X −B∥φ(x)− x∥2X) + o(∥x∥2X)

≥ 1

2
∥x∥2X(α(1− γ∥x∥X)2 − 2Bγ∥x∥X(1 + γ∥x∥X)

−Bγ2∥x∥2X) + o(∥x∥2X).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèå ñïðàâà íåîòðèöàòåëüíî äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ x è ïîýòîìó x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Ñëó÷àé,
êîãäà âûïîëíåíî âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (29) èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî.

�

22. Ãëàäêèå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è
íåðàâåíñòâ

Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X,
fj : U → R, j = 0, 1, . . . ,m è F : U → Y , ãäå Y � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî. Çàäà÷ó

(32) f0(x) → min, fj(x) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ m, F (x) = 0,

íàçûâàþò çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.
Åñëè ôóíêöèè fj, j = 0, 1, . . . ,m, è îòîáðàæåíèå F îáëàäàþò íåêî-
òîðîé ãëàäêîñòüþ, òî ãîâîðÿò î ãëàäêîé çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè
òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.
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Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (32) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ, y∗) =
m∑
j=0

λjfj(x) + ⟨y∗, F (x)⟩,

ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗ è y∗ ∈ Y ∗. ×èñëà λj, j =
0, 1, . . . ,m, è ôóíêöèîíàë y∗ íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàí-
æà.

Òåîðåìà 17 (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â çàäà÷å ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ). Åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ìèíè-
ìóì â çàäà÷å (32), ôóíêöèè fj, j = 0, 1, . . . ,m, äèôôåðåíöèðóåìû
â x̂, îòîáðàæåíèå F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è ImF ′(x̂) � çà-
ìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Y , òî íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà λ0, λ1, . . . , λm è y∗, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) Lx(x̂, λ, y
∗) = 0 ⇔

∑m
j=0 λjf

′
j(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0 (óñëîâèå

ñòàöèîíàðíîñòè);
(b) λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè);
(c) λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . ,m (óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñ-

òè).

Åñëè ImF ′(x̂) = Y è ñóùåñòâóåò âåêòîð h ∈ KerF ′(x̂) òàêîé,
÷òî ⟨f ′

j(x̂), h⟩ < 0 äëÿ âñåõ j ∈ J0 = {j : fj(x̂) = 0, 1 ≤ j ≤ m}, òî
λ0 ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî óòâåðæäåíèå (c) ìîæíî
ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì âñåãäà. Â ñàìîì äåëå, îòáðîñèì òå îãðàíè-
÷åíèÿ ñðåäè íåðàâåíñòâ, äëÿ êîòîðûõ fj(x̂) < 0. Òîãäà x̂ áóäåò ëî-
êàëüíûì ýêñòðåìóìîì è â íîâîé çàäà÷å. Åñëè äëÿ ýòîé çàäà÷è äî-
êàçàíû óòâåðæäåíèÿ (a) è (b), òî (c) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
Äîïîëíèâ íàéäåííûé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íóëåâûìè êîì-
ïîíåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè òåì íîìåðàì, ãäå fj(x̂) < 0, ïîëó÷èì
óòâåðæäåíèÿ (a), (b) è (c) äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ çà-

äà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó-
÷àÿ.
A) Âûðîæäåííûé ñëó÷àé: ImF ′(x̂) ̸= Y . Çäåñü, ôàêòè÷åñêè, ïî-

âòîðÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ âû-
ðîæäåííîãî ñëó÷àÿ â ãëàäêîé çàäà÷å ñ ðàâåíñòâàìè. Â ñèëó òî-
ãî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ImF ′(x̂) çàìêíóòî, ïî ëåììå î íåòðèâè-
àëüíîñòè àííóëÿòîðà (ëåììà 3) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèî-
íàë y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî ⟨y∗, F ′(x̂)x⟩ = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ò. å.
(F ′(x̂))∗y∗ = 0. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü λj = 0, j = 0, 1, . . . ,m.
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B) Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé: ImF ′(x̂) = Y . Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî

C = { ((µ0, µ1, . . . , µm)
T , y) ∈ Rm+1 × Y : ∃x ∈ X : µj > ⟨f ′

j(x̂), x⟩,
j = 0, 1, . . . ,m, y = F ′(x̂)x }.

Î÷åâèäíî, ÷òî C � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî 0 /∈ C.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ∈ C. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå x0 ∈ X, ÷òî
⟨f ′

j(x̂), x0⟩ < 0, j = 0, 1, . . . ,m, è F ′(x̂)x0 = 0. Ïî òåîðåìå Ëþñòåðíè-
êà x0 ∈ Tx̂M , ãäåM = {x ∈ X : F (x) = F (x̂) = 0 }, ò. å. ñóùåñòâóþò
ε > 0 è îòîáðàæåíèå r : (−ε, ε) → X òàêèå, ÷òî F (x̂+ tx0+ r(t)) = 0
äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, ε) è ∥r(t)∥X = o(t) ïðè t → 0. Â ñèëó äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè ôóíêöèé fj, j = 0, 1, . . . ,m, â òî÷êå x̂ èìååì

fj(x̂+ tx0 + r(t)) = fj(x̂) + ⟨f ′
j(x̂), x0⟩t+ o(t) < fj(x̂)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ òàêèõ t òî÷êè
x̂+ tx0 + r(t) äîïóñòèìû â çàäà÷å (32), à çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f0
íà íèõ ìåíüøå, ÷åì f0(x̂), â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x̂ � ëîêàëüíûé
ìèíèìóì. Èòàê, 0 /∈ C.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî intC ̸= ∅. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

C0 = { ((µ0, µ1, . . . , µm)
T , y) ∈ Rm+1 × Y : µj > d, j = 0, 1, . . . ,m,

y ∈ F ′(x̂)(BX(0, 1)) }, d = max
0≤j≤m

∥f ′
j(x̂)∥.

Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè [3, ñòð. 243]
ìíîæåñòâî F ′(x̂)(BX(0, 1)) îòêðûòî. Òåì ñàìûì C0 � îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî C0 ⊂ C. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
((µ0, µ1, . . . , µm)

T , y) ∈ C0 è x ∈ BX(0, 1) òàêîå, ÷òî y =
F ′(x̂)x. Òîãäà µj > d ≥ ⟨f ′

j(x̂), x⟩, j = 0, . . . ,m, è çíà÷èò,
((µ0, µ1, . . . , µm)

T , y) ∈ C, ò. å. intC ̸= ∅.
Â ñèëó ïåðâîé òåîðåìû îòäåëèìîñòè (òåîðåìà 11) ìíîæåñòâî

C ìîæíî îòäåëèòü îò íóëÿ, ò.å. íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë
(λ0, λ1, . . . , λm, y

∗) ∈ (Rm+1)∗ × Y ∗ òàêîé, ÷òî

(33)
m∑
j=0

λjµj + ⟨y∗, y⟩ ≥ 0

äëÿ âñåõ ((µ0, µ1, . . . , µm)
T , y) ∈ C. Íàáîðû ((µ0, µ1, . . . , µm)

T , 0), ãäå
µj > 0, j = 0, 1 . . . ,m, ïðèíàäëåæàò C (íàäî âçÿòü x = 0). Ïîäñòàâ-
ëÿÿ èõ â (33), ïîëó÷àåì, ÷òî

m∑
j=0

λjµj ≥ 0

äëÿ âñåõ µj > 0, j = 0, 1 . . . ,m. Îòñþäà âûòåêàþò íåðàâåíñòâà λj ≥
0, j = 0, 1 . . . ,m, è óòâåðæäåíèå (b) òåîðåìû äîêàçàíî.
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Äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî ε > 0

((⟨f ′
0(x̂), x⟩+ ε, . . . , ⟨f ′

m(x̂), x⟩+ ε)T , F ′(x̂)x) ∈ C.

Èç (33), ïîëó÷àåì, ÷òî
m∑
j=0

λj⟨f ′
j(x̂), x⟩+ ⟨y∗, F ′(x̂)x⟩ ≥ −ε

m∑
j=0

λj.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà (êîòîðàÿ
åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë) íåîòðèöàòåëüíà íà X è çíà÷èò, îíà
ðàâíà íóëþ, à ýòî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ (a) òåîðåìû.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü âûïîëíåíû åãî

ïðåäïîëîæåíèÿ è λ0 = 0. Åñëè ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ j ≤ m, fj(x̂) ̸= 0,
òî èç c) ñëåäóåò, ÷òî λj = 0. Òåì ñàìûì èç (a) âûòåêàåò, ÷òî∑

j∈J0

λj⟨f ′
j(x̂), h⟩ = 0.

Â ñèëó b) è òîãî, ÷òî ⟨f ′
j(x̂), h⟩ < 0, j ∈ J0, ïîëó÷àåì, ÷òî λj = 0,

j = 0, 1, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî, èç a) âûòåêàåò, ÷òî ⟨y∗, F ′(x̂)x⟩ = 0
äëÿ âñåõ x ∈ X. Òàê êàê ImF ′(x̂) = Y , òî ⟨y∗, y⟩ = 0 ïðè âñåõ
y ∈ Y , ò.å. y∗ = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî íå âñå ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà ðàâíû íóëþ. �

23. Âûïóêëûå çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R =
R ∪ {+∞}. Ìíîæåñòâà

dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞},
epi f = { (x, α) ∈ X × R : α ≥ f(x), x ∈ dom f }

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì è íàäãðà-
ôèêîì (èëè ýïèãðàôîì) ôóíêöèè f . Ôóíêöèþ f íàçûâàþò ñîá-
ñòâåííîé, åñëè dom f ̸= ∅.
Äëÿ ýëåìåíòîâ ðàñøèðåííîé ïðÿìîé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî a + (+∞) =

+∞ äëÿ âñåõ a ∈ R, a · (+∞) = +∞, åñëè a > 0, 0 · (+∞) = 0 è
+∞+ (+∞) = +∞.
Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå íàäãðàôèê

âûïóêëîå ìíîæåñòâî â X × R. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ
f âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X è
ëþáîãî 0 ≤ α ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
è f : X → R � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà X. Òîãäà f � âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′′(x)[h, h] ≥ 0 äëÿ âñåõ
x ∈ X è âñåõ h ∈ X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ X è h ∈ X òàêèå, ÷òî f ′′(x)[h, h] < 0. Ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ t ∈ R èìååì

f(x+ th) = f(x) + f ′(x)ht+ f ′′(x)[h, h]
t2

2
+ o(t2),

f(x− th) = f(x)− f ′(x)ht+ f ′′(x)[h, h]
t2

2
+ o(t2).

Îòñþäà, ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

f(x+ th)− 2f(x) + f(x− th) = f ′′(x)[h, h]t2 + o(t2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t

f(x+ th)− 2f(x) + f(x− th) < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûïóêëîñòè f .
Ïóñòü òåïåðü f ′′(x)[h, h] ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X è âñåõ h ∈ X. Äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ X ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t) = f(x1 + t(x2 − x1))− f(x1)− t(f(x2)− f(x1)).

Èìååì F (0) = F (1) = 0,

F ′′(t) = f ′′(x1 + t(x2 − x1))[x2 − x1, x2 − x1] ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì t ∈ (0, 1) F (t) > 0. Òîãäà íàé-
äåòñÿ òî÷êà t0 ∈ (0, 1), â êîòîðîé ôóíêöèÿ F áóäåò äîñòèãàòü ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è, çíà÷èò, F ′(t0) = 0. Ïîñêîëüêó F ′′(t) ≥ 0
ïðè âñåõ t ∈ [t0, 1], òî F ′(t) ≥ 0 ïðè t ∈ [t0, 1]. Òåì ñàìûì ôóíê-
öèÿ F íå óáûâàåò íà îòðåçêå [t0, 1], à çíà÷èò, F (1) > 0. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî F (t) ≤ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2),

÷òî è îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè f . �

ÏóñòüX = Rd è f : Rd → R. Åñëè f � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà,
òî f ′′(x) � ãåññèàí f â òî÷êå x (ñì. (8)).

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè ôóíêöèÿ f : Rd → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà
íà Rd, òî îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé â òîì, è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè åå ãåññèàí â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rd óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

hTf ′′(x)h ≥ 0

äëÿ âñåõ h ∈ Rd (ìàòðèöà ãåññèàíà â ëþáîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íåîò-
ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé).
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Ëåêöèÿ 7

24. Ñóáäèôôåðåíöèàë. Òåîðåìà Ôåðìà

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R,
x̂ ∈ X è ôóíêöèÿ f êîíå÷íà â òî÷êå x̂. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíê-
öèè f â òî÷êå x̂ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå)

∂f(x̂) = {x∗ ∈ X∗ : f(x)− f(x̂) ≥ ⟨x∗, x− x̂⟩, ∀x ∈ X }.
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàë äî-

ñòàòî÷íî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íà âûïóê-
ëûå ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî è f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷-
êå x̂. Òîãäà ∂f(x̂) = {f ′(x̂)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X. Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 èìååì ïî
íåðàâåíñòâó Éåíññåíà

f((1− α)x̂+ αx) ≤ (1− α)f(x̂) + αf(x),

îòêóäà
f(x̂+ α(x− x̂))− f(x̂) ≤ α(f(x)− f(x̂)).

Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ èìååì

α⟨f ′(x̂), x− x̂⟩+ o(α) ≤ α(f(x)− f(x̂)).

Ñîêðàùàÿ íà α è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè α → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
f ′(x̂) ∈ ∂f(x̂).
Îáðàòíî, åñëè x∗ ∈ ∂f(x̂), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî t > 0

èìååì f(x̂+ tx)− f(x̂) ≥ t⟨x∗, x⟩. Ñëåäîâàòåëüíî,
t⟨f ′(x̂), x⟩+ o(t) ≥ t⟨x∗, x⟩,

ò. å. ⟨f ′(x̂), x⟩ ≥ ⟨x∗, x⟩ äëÿ ëþáîãî x è çíà÷èò, x∗ = f ′(x̂). �
Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R

� ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(34) f(x) → min, x ∈ X.

Òåîðåìà 19 (Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå). Òî÷êà x̂ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (34) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà 0 ∈ ∂f(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, òî f(x)−f(x̂) ≥
0 = ⟨0, x− x̂⟩ äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ò. å. 0 ∈ ∂f(x̂). Åñëè 0 ∈ ∂f(x̂), òî
f(x)− f(x̂) ≥ ⟨0, x− x̂⟩ = 0, ò. å. f(x) ≥ f(x̂) äëÿ ëþáîãî x ∈ X. �
Åñëè â çàäà÷å (34) ôóíêöèÿ f � âûïóêëàÿ, òî îíà íàçûâàåòñÿ âû-

ïóêëîé çàäà÷åé áåç îãðàíè÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåò
ñìûñëà ãîâîðèòü î ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ, ïîñêîëüêó ëþáîé ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
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x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U
òî÷êè x̂, ÷òî f(x̂) ≤ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ U . Ïóñòü òåïåðü x � ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà èç X. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ 0 < α ≤ 1 òî÷êè
(1−α)x̂+αx ïðèíàäëåæàò U è ïîýòîìó (ïî íåðàâåíñòâó Éåíññåíà)
f(x̂) ≤ f((1− α)x̂+ αx) ≤ (1− α)f(x̂) + αf(x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
f(x̂) ≤ f(x).
Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è òåîðåìû 19 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè â çàäà÷å (34) f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x̂, òî x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè f ′(x̂) = 0.

25. Âûïóêëûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Òåîðåìà
Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, fj : X → R,
j = 0, 1, . . . ,m, � âûïóêëûå ôóíêöèè è A � íåïóñòîå âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî X. Çàäà÷ó

(35) f0(x) → min, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ A

íàçûâàþò âûïóêëîé çàäà÷åé èëè çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ.
Ñâÿæåì ñ çàäà÷åé (35) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) =
m∑
j=0

λjfj(x),

ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 20 (Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà). 1. Åñëè x̂ � ìèíèìóì â
çàäà÷å (35), òî íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

(a) minx∈A L(x, λ) = L(x̂, λ) (óñëîâèå ìèíèìóìà);
(b) λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè);
(c) λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . ,m (óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñ-

òè).
2. Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ â (35) òî÷êà x̂ è íàáîð ìíîæè-

òåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
(a), (b) è (c) è ïðè ýòîì λ0 > 0, òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (35).

3. Åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ A òàêàÿ, ÷òî fj(x) < 0, 1 ≤ j ≤ m,
òî â 1 λ0 ̸= 0 (óñëîâèå Ñëåéòåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂� ðåøåíèå çàäà÷è (35). Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî

M = {µ = (µ0, µ1, . . . , µm)
T ∈ Rm+1 : ∃x ∈ A : f0(x)− f0(x̂) < µ0,

fj(x) ≤ µj, j = 1, . . . ,m }.
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Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî âûïóê-
ëî. Êðîìå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî ñîäåðæèò âñå âåêòîðû ñ ïî-
ëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè (íàäî âçÿòü x = x̂) è òåì ñàìûì åãî
âíóòðåííîñòü íå ïóñòà. Íàêîíåö, 0 /∈ M , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå íàøåëñÿ áû ýëåìåíò x ∈ A òàêîé, ÷òî fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, è
f0(x)− f0(x̂) < 0, â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x̂ � ìèíèìóì.
Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé

ôóíêöèîíàë, ò. å. âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗, ÷òî

(36)
m∑
j=0

λjµj ≥ 0

äëÿ âñåõ µ = (µ0, µ1, . . . , µm)
T ∈M . Ïóñòü δ > 0. Ïîäñòàâëÿÿ â (36)

âåêòîðû (1, δ, . . . , δ)T , . . . , (δ, . . . , δ, 1)T , à çàòåì óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ,
ïîëó÷àåì, ÷òî λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m, ò. å. äîêàçàíî óòâåðæäåíèå
(b) òåîðåìû.
Òåïåðü ïîäñòàâèì â (36) âåêòîðû (δ, . . . , δ, fj(x̂), δ, . . . , δ)

T , j =
1, . . . ,m (îíè ïðèíàäëåæàòM , íàäî âçÿòü x = x̂) è ñíîâà, óñòðåìëÿÿ
δ ê íóëþ, ïîëó÷èì, ÷òî λjfj(x̂) ≥ 0. Íî λjfj(x̂) ≤ 0, òàê êàê λj ≥ 0,
à fj(x̂) ≤ 0 è ïîýòîìó λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . ,m, ÷òî äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå (c).
Ïóñòü x ∈ A. ßñíî, ÷òî (f0(x)− f0(x̂) + δ, f1(x), . . . , fm(x))

T ∈M .
Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò âåêòîð â (36), ïðèõîäèì (â ïðåäåëå ïðè δ → 0)
ê íåðàâåíñòâó

∑m
j=0 λjfj(x) ≥ λ0f0(x̂). Äîáàâëÿÿ ñïðàâà íóëåâûå

ñëàãàåìûå λjfj(x̂), j = 1, . . . ,m, ïîëó÷àåì, ÷òî L(x, λ) ≥ L(x̂, λ) è
(a) äîêàçàíî.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü x � äîïóñòèìûé

ýëåìåíò â çàäà÷å (36). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âìåñòå
ñ (b), (a) è (c), áóäåì èìåòü

λ0f0(x) ≥ λ0f0(x) +
m∑
j=1

λjfj(x) = L(x, λ) ≥ L(x̂, λ)

= λ0f0(x̂) +
m∑
j=1

λjfj(x̂) = λ0f0(x̂).

Äåëÿ íà λ0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Åñëè λ0 = 0, òî íåíó-

ëåâîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà íàõîäèòñÿ ñðåäè îñòàëüíûõ è ïîýòîìó
(ñ ó÷åòîì (c)) L(x, λ) =

∑m
i=1 λifi(x) < 0 =

∑m
i=1 λifi(x̂) = L(x̂, λ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (a). �
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26. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå ðîäèëîñü ñ çàäà-
÷è î áðàõèñòîõðîíå, ïðåäëîæåííîé â 1696 ã. È. Áåðíóëëè äëÿ ðåøå-
íèÿ ñâîèì ñîâðåìåííèêàì. Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñàìèì Áåðíóëëè,
åãî áðàòîì ßêîâîì, Íüþòîíîì, Ëåéáíèöåì è Ëîïèòàëåì. Ðåøåíèÿ
áûëè ðàçíûå, è âñêîðå åùå áûëî ðåøåíî íåñêîëüêî ñõîäíûõ çàäà÷.
Â íà÷àëå 18 âåêà È. Áåðíóëëè ïðåäëîæèë Ë. Ýéëåðó (òîãäà ìîëî-

äîìó ÷åëîâåêó, êîòîðîãî îí êîíñóëüòèðîâàë ïî íàó÷íûì âîïðîñàì)
íàéòè îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷. Íà÷èíàÿ ñ 1732 ã.
Ë. Ýéëåð íà÷àë àêòèâíî ýòèì çàíèìàòüñÿ è ÷åðåç 12 ëåò çàâåð-
øèë ñâîé ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä �Modus invineniondi lineas curvas
maximive proprietate gemdenties sive soluto problematis isoperimetrice
latissimo sensu accepti� (�Ìåòîä íàõîæäåíèÿ êðèâûõ ëèíèé, îáëàäà-
þùèõ ñâîéñòâàìè ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà, èëè ðåøåíèå èçîïåðè-
ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, âçÿòîé â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå�), Ëîçàííà,
1744 ã. Òàì, â ÷àñòíîñòè, áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à, êîòîðàÿ íûíå
íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷åé (êëàññè÷åñêîãî) âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ.
Ïóñòü [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, G � îòêðûòîå ïîäìíî-

æåñòâî R3, L : G → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ t, x, ẋ
è x0, x1 ∈ R. Çàäà÷à

(37) J(x) =
∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1,

íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷åé (êëàññè÷åñêîãî) âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ. Ôóíêöèþ L íàçûâàþò èíòåãðàíòîì èëè ëàãðàíæèàíîì
çàäà÷è.
Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C([t0, t1]) è C1([t0, t1])

ìíîæåñòâà âñåõ íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé x íà [t0, t1]. Ýòî íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåò-
ñòâåííî ñ íîðìàìè

∥x∥C([t0,t1]) = max
t∈[t0,t1]

|x(t)|,

∥x∥C1([t0,t1]) = max(∥x∥C([t0,t1]), ∥ẋ∥C([t0,t1])).

Ôóíêöèÿ x ∈ C1([t0, t1]) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (37),
åñëè Γ(x) = {(t, x(t), ẋ(t))T : t ∈ [t0, t1]} ⊂ G è x(tj) = xj, j = 0, 1.
Äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̂ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìó-

ìîì (ìàêñèìóìîì) â çàäà÷å (37), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè x, äëÿ êîòîðîé ∥x− x̂∥C1([t0,t1]) < ε
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî J(x) ≥ J(x̂) (J(x) ≤ J(x̂)). Ñëàáûé ëî-
êàëüíûé ýêñòðåìóì � ýòî ëèáî ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ëèáî
ñëàáûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.
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Äàëåå, åñëè ôèêñèðîâàíà ôóíêöèÿ x̂, òî äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ: L̂x(t) = Lx(t, x̂(t), ˙̂x(t)) è àíàëîãè÷íî äëÿ
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé L ïî ẋ.

Òåîðåìà 21 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å (37)).
Ïóñòü x̂ äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å (37).
Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ L íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè ïî x è ẋ â îêðåñòíîñòè Γ(x̂), òî L̂ẋ ∈ C1([t0, t1]) è
äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] âûïîëíåíî ópàâíåíèå Ýéëåpà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0.

Ëåêöèÿ 8

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ C1([t0, t1]) è x(t0) = x(t1) = 0. Ïî-
ëîæèì xα = x̂ + αx, ãäå α ∈ R. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ α ôóíê-
öèÿ xα ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè Γ(x̂). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî
xα ∈ C1([t0, t1]) è xα(tj) = xj, j = 0, 1. Òåì ñàìûì äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ α ôóíêöèè xα äîïóñòèìû â çàäà÷å (37). Ôóíêöèÿ
Ĵ(α) = J(xα) èìååò â íóëå ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå

Ĵ(α) = I ◦ F ◦D ◦ S(α),
ãäå S(α) = x̂+ αx, D(x) = (x, ẋ), F (x, u)(t) = L(t, x(t), u(t)) è

I(x) =

∫ t1

t0

x(t) dt.

Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Íåìûöêîãî
(ñëåäñòâèå 3), òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé (òåî-
ðåìà 7) è òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà åñòü ñàì ýòîò
ëèíåéíûé îïåðàòîð (I ′ = I, D′ = D), ïîëó÷àåì

dĴ(α)

dα

∣∣∣∣
α=0

= I ◦ F ′ ◦D ◦ S ′(α)

∣∣∣∣
α=0

=

∫ t1

t0

(
L̂x(t)x(t) + L̂ẋ(t)ẋ(t)

)
dt.

Ïî òåîðåìå Ôåðìà ïðîèçâîäíàÿ Ĵ(α) â íóëå ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

(38)
∫ t1

t0

(
L̂x(t)x(t) + L̂ẋ(t)ẋ(t)

)
dt = 0.

Ïóñòü p òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ṗ = L̂x. Òîãäà, èíòåãðèðóþ ïî ÷à-
ñòÿì, ïîëó÷àåì∫ t1

t0

L̂x(t)x(t) dt =

∫ t1

t0

ṗ(t)x(t) dt = −
∫ t1

t0

p(t)ẋ(t) dt.
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Ïîýòîìó, èç (38) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé x ∈ C1([t0, t1]), äëÿ
êîòîðûõ x(t0) = x(t1) = 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫ t1

t0

(
−p(t) + L̂ẋ(t)

)
ẋ(t) dt = 0.

Íî òîãäà äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû c ∈ R ñïðàâåäëèâî è òàêîå ðàâåíñòâî

(39)
∫ t1

t0

(
−p(t) + L̂ẋ(t) + c

)
ẋ(t) dt = 0.

Âûáåðåì c òàê, ÷òîáû∫ t1

t0

(−p(t) + L̂ẋ(t) + c) dt = 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

x(t) =

∫ t

t0

(−p(τ) + L̂ẋ(τ) + c) dτ.

ßñíî, ÷òî x ∈ C1([t0, t1]) è x(t0) = x(t1) = 0. Ïîäñòàâèì ýòó ôóíê-
öèþ â (39). Òîãäà ïîëó÷èì∫ t1

t0

(
−p(t) + L̂ẋ(t) + c

)2

dt = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî −p + L̂ẋ + c = 0. Òåì ñàìûì L̂ẋ ∈ C1([t0, t1]).
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî p = L̂ẋ + c è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ṗ = L̂x,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ýéëåðà. �

27. Çàäà÷à Áîëüöà

Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, G � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R3, L : G→ R � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ t, x è ẋ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäàíà ôóíêöèÿ
l : W → R, ãäå W � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R2. Çàäà÷à

(40) B(x) =
∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt+ l(x(t0), x(t1)) → extr

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Áîëüöà.
Ôóíêöèÿ x ∈ C1([t0, t1]) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (40),

åñëè Γ(x) = {(t, x(t), ẋ(t))T : t ∈ [t0, t1]} ⊂ G è (x(t0), x(t1))
T ∈ W .

Ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ñëó÷àþ.
Ôóíêöèè L̂x è L̂ẋ îïðåäåëÿþòñÿ êàê è ðàíüøå, è êðîìå òîãî, äëÿ

ôóíêöèè l(ξ0, ξ1) ïîëàãàåì l̂ξj = lξj(x̂(t0), x̂(t1)), j = 0, 1.

Òåîðåìà 22 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å (40)).
Ïóñòü x̂ äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å (40).
Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ L íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè
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ïðîèçâîäíûìè ïî x è ẋ â îêðåñòíîñòè Γ(x̂), à ôóíêöèÿ l íåïðåðûâ-
íà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ξ0 è ξ1 â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (x̂(t0), x̂(t1))

T , òî L̂ẋ ∈ C1([t0, t1]), äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]
âûïîëíåíî ópàâíåíèå Ýéëåpà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0,

à, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

L̂ẋ(tj) = (−1)j l̂ξj , j = 0, 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ C1([t0, t1]) è xα = x̂ + αx. Ðàññóæäàÿ
òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøå-
íèþ

(41)
dB(xα)
dα

∣∣∣∣
α=0

=

∫ t1

t0

(
L̂x(t)x(t) + L̂ẋ(t)ẋ(t)

)
dt

+ l̂ξ0x(t0) + l̂ξ1x(t1) = 0.

Ïóñòü p � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ṗ = L̂x(t), p(t1) = −l̂ξ1 . Òåì ñàìûì

p(t) = −l̂ξ1 −
∫ t1

t

L̂x(τ) dτ, t ∈ [t0, t1].

Ïîäñòàâëÿÿ ṗ â (41) âìåñòî L̂x è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì,
÷òî

(42)
∫ t1

t0

(
−p(t) + L̂ẋ(t)

)
ẋ(t) dt+ (l̂ξ0 − p(t0))x(t0) = 0.

Ïóñòü òåïåðü x � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ẋ = −p(t) + L̂ẋ(t), x(t0) =
l̂ξ0 − p(t0), ò. å.

x(t) = l̂ξ0 − p(t0) +

∫ t

t0

(−p(τ) + L̂ẋ(τ)) dτ, t ∈ [t0, t1].

ßñíî, ÷òî x ∈ C1([t0, t1]). Ïîäñòàâëÿÿ x â (42), ïðèõîäèì ê ðàâåí-
ñòâó ∫ t1

t0

(
−p(t) + L̂ẋ(t)

)2

dt+ (l̂ξ0 − p(t0))
2 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî p = L̂ẋ, ðàâíîñèëüíîå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
p, óðàâíåíèþ Ýéëåðà, à òàêæå ñîîòíîøåíèå p(t0) = l̂ξ0 , èëè L̂ẋ(t0) =

l̂ξ0 . Óñëîâèå L̂ẋ(t1) = −l̂ξ1 âõîäèò â îïðåäåëåíèå p. �
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Ëåêöèÿ 9

Ìû ðàññìîòðåëè �îäíîìåðíûå� âàðèàíòû ïðîñòåéøåé çàäà÷è è
çàäà÷è Áîëüöà. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ âåê-
òîðíûå àíàëîãè, êîãäà x = (x1, . . . , xd)

T . Â ýòîì ñëó÷àå ðîëü ïðî-
ñòðàíñòâ C([t0, t1]) è C1([t0, t1]) èãðàþò ïðîñòðàíñòâà C([t0, t1],Rd)
è C1([t0, t1],Rd) � ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîð-ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â Rd. Îíè
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíûì âàðèàíòàì, ãäå |x(t)| =√
x21(t) + . . .+ x2d(t). Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà çäåñü èìåþò

òîò æå âèä è èõ äîêàçàòåëüñòâà îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Íî ôîðìóëû,
ðàçóìååòñÿ, íàäî ïîíèìàòü âåêòîðíî. Íàïðèìåð,

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ − d

dt
L̂ẋj

(t) + L̂xj
(t) = 0, j = 1, . . . , d.

28. Èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâûì èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîñòîÿííà íà ðåøåíèÿõ äàííîãî
óðàâíåíèÿ.
Åñëè ëàãðàíæèàí L íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x, òî óðàâíåíèå

Ýéëåðà èìååò î÷åâèäíûé ïåðâûé èíòåãðàë

p(t) = Lẋ(t, ˙̂x(t)) = const,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì èìïóëüñà.
Åñëè ëàãðàíæèàí L íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé t, òî óðàâíåíèå

Ýéëåðà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

H(t) = Lẋ(x̂(t), ˙̂x(t)) ˙̂x(t)− L(x̂(t), ˙̂x(t)) = const .

Îí íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè H (ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî x̂ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà)

dH

dt
= Lẋ(x̂(t), ˙̂x(t))¨̂x(t) +

d

dt
Lẋ(x̂(t), ˙̂x(t)) ˙̂x(t)− Lx(x̂(t), ˙̂x(t)) ˙̂x(t)

− Lẋ(x̂(t), ˙̂x(t))¨̂x(t) =

(
d

dt
Lẋ(x̂(t), ˙̂x(t))− Lx(x̂(t), ˙̂x(t))

)
˙̂x(t) = 0.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû ïðåäïîëîæèëè ñóùåñòâîâàíèå ¨̂x

29. Çàäà÷à Ëàãðàíæà. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà

Ïóñòü [t0, t1] � êîíå÷íûé îòðåçîê, G � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
R × Rd1 × Rd2 , W � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rd1 × Rd1 , ôóíêöèè
Lj : G → R, j = 0, 1, . . . ,m, îòîáðàæåíèå φ : G → Rd1 (ïåðåìåííûõ
t ∈ R, x = (x1, . . . , xd1)

T ∈ Rd1 , u = (u1, . . . , ud2)
T ∈ Rd2) è ôóíêöèè
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lj : W → R, j = 0, 1, . . . ,m (ïåðåìåííûõ ξ0 è ξ1) íåïðåðûâíû íà
ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Çàäà÷à

(43) f0(x, u) =

∫ t1

t0

L0(t, x(t), u(t)) dt+ l0(x(t0), x(t1)) → min,

ẋ = φ(t, x, u),

fj(x, u) =

∫ t1

t0

Lj(t, x(t), u(t)) dt+ lj(x(t0), x(t1)) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ m′,

fj(x, u) =

∫ t1

t0

Lj(t, x(t), u(t)) dt+ lj(x(t0), x(t1)) = 0,

m′ + 1 ≤ j ≤ m,

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Ëàãðàíæà âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (â ïîíò-
ðÿãèíñêîé ôîðìå).
Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó. Ïîëîæèì

Z = C1([t0, t1],Rd1)× C([t0, t1],Rd2).

Íîðìó â Z ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥(x, u)∥Z = ∥x∥C1([t0,t1],Rd1) + ∥u∥C([t0,t1],Rd2 ).

Ïàðà (x, u) ∈ Z íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (43), åñëè

Γ(x, u) = { (t, x(t), u(t)) : t ∈ [t0, t1] } ⊂ G, (x(t0), x(t1)) ∈ W,

ẋ(t) = φ(t, x(t), u(t)) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1],

fj(x, u) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ m′, fj(x, u) = 0, m′ + 1 ≤ j ≤ m.

Äîïóñòèìàÿ ïàðà (x̂, û) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìó-
ìîì â çàäà÷å (43), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé
äîïóñòèìîé ïàðû (x, u), äëÿ êîòîðîé ∥(x, u) − (x̂, û)∥Z < ε âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî f0(x, u) ≥ f0(x̂, û).
Ôóíêöèåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (43) íàçîâåì ôóíêöèþ

L(x, u, λ) =
∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t), u(t)) dt+ l(x(t0), x(t1)),

ãäå

L(t, x, ẋ, u) =
m∑
j=0

λjLj(t, x, u) + p(t)(ẋ− φ(t, x, u)),

l(ξ0, ξ1) =
m∑
j=0

λjlj(ξ0, ξ1)

è âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm, p) ∈ (Rm+1)∗ × C1([t0, t1], (Rd1)∗) � íà-
áîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Åñëè ôèêñèðîâàíà ïàðà (x̂, û), òî, êàê è ðàíüøå, äëÿ ñîêðàùå-

íèÿ çàïèñè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ: L̂x(t) = Lx(t, x̂(t), ˙̂x(t), û(t)) è
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àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ˙̂x è ïî u, ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ îòîáðàæåíèÿ φ, l è ò. ä.

Òåîðåìà 23 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (43)).
Ïóñòü (x̂, û) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà-
÷å (43). Òîãäà, åñëè ôóíêöèè Lj, 0 ≤ j ≤ m, è îòîáðàæå-
íèå φ íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïî x è u â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Γ(x̂, û), à ôóíêöèè lj, 0 ≤
j ≤ m, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(x̂(t0), x̂(t1)), òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà λ = (λ0, λ1, . . . , λm, p) ∈ (Rm+1)∗×C1([t0, t1], (Rd1)∗) òàêîé, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ

(a) óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà):

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ −ṗ(t) = p(t)φ̂x(t)−

m∑
j=0

λjL̂jx(t),

L̂u(t) = 0 ⇔ p(t)φ̂u(t) =
m∑
j=0

λjL̂ju(t);

(b) λj ≥ 0, j = 0, 1, . . .m′ (óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè);
(c) λjfj(x̂, û) = 0, j = 1, . . . ,m′ (óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñò-

êîñòè);
(d) L̂ẋ(tj) = (−1)j l̂ξj , j = 0, 1 (óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ξ = (x, u), ξ̂ = (x̂, û) è Φ(ξ) =
(G(ξ), F (ξ)), ãäå G(ξ) = (fm′+1(ξ), . . . , fm(ξ))

T , F (ξ) = ẋ− φ(t, x, u).
Òîãäà çàäà÷à (43) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

(44) f0(ξ) → min, fj(ξ) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ m′, Φ(ξ) = 0.

Áóäåì ïðèìåíÿòü ê ýòîé çàäà÷å òåîðåìó 17. Èç äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé Lj è lj, j = 0, 1, . . . ,m, è φ, óòâåðæäåíèé
îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóïåðïîçèöèé îòîáðàæåíèé è
ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Íåìûöêîãî ñëåäóåò äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèé fj, j = 0, 1, . . . ,m′, è ñòðîãàÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèé F è G.
Ïîêàæåì, ÷òî ImF ′(ξ̂) = C([t0, t1],Rd1). Ïóñòü y ∈ C([t0, t1],Rd1).

Èìååì
F ′(ξ̂)(h, v)(t) = ḣ(t)− φ̂x(t)h(t)− φ̂u(t)v(t).

Ïîëîæèì v = 0. Óðàâíåíèå

(45) ḣ− φ̂x(t)h = y(t)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî y ∈
C([t0, t1],Rd1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû h ∈ C1([t0, t1],Rd1).



ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ 43

Â ñèëó ëåììû î çàìêíóòîñòè îáðàçà (ëåììà 2) ImΦ′(ξ̂)� çàìêíóòîå
ïîäïðîñòðàíñòâî.
Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 17 âûïîëíåíû. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, . . . , λm′ , η∗)
òàêîé, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L1(ξ, λ) =
m′∑
j=0

λjfj(ξ) + ⟨η∗,Φ(ξ)⟩

=
m′∑
j=0

λjfj(ξ) + ⟨µ∗, G(ξ)⟩+ ⟨y∗, F (ξ)⟩ =
m∑
j=0

λjfj(ξ) + ⟨y∗, F (ξ)⟩,

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè L′
1(ξ̂, λ) = 0, à, êðîìå òîãî,

âûïîëíåíû óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m′ è
óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè λjfj(x̂, û) = 0, j = 1, . . . ,m′.
Çàéìåìñÿ èññëåäîâàíèåì óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè, èç êîòîðîãî

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

(46) L1x(ξ̂, λ)h(t) =

∫ t1

t0

M̂(t)h(t) dt+ l̂ξ0h(t0) + l̂ξ1h(t1)

+ ⟨y∗, ḣ(t)− φ̂x(t)h(t)⟩ = 0,

ãäå

M̂ =
m∑
j=0

λjL̂jx,

à òàêæå

(47) L1u(ξ̂, λ)v(t) =

∫ t1

t0

( m∑
j=0

λjL̂ju(t)

)
v(t) dt− ⟨y∗, φ̂u(t)v(t)⟩ = 0.

Ïóñòü y ∈ C([t0, t1],Rd1), à h ∈ C1([t0, t1],Rd1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (45) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì h(t0) = h0. Òîãäà èç (46) èìååì

⟨y∗, y⟩ = −
∫ t1

t0

M̂(t)h(t) dt− l̂ξ0h0 − l̂ξ1h(t1).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ p êàê ðåøåíèå ñèñòåìû

(48) −ṗ− pφ̂x(t) + M̂(t) = 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ p(t1) = −l̂ξ1 . Èç (45) ïîëó÷àåì

p(t)φ̂x(t)h(t) = p(t)ḣ(t)− p(t)y(t).
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Òîãäà, âûðàæàÿ M̂ èç (48), ïîëó÷àåì

⟨y∗, y⟩ = −
∫ t1

t0

(ṗ(t) + p(t)φ̂x(t))h(t) dt− l̂ξ0h0 − l̂ξ1h(t1)

= −
∫ t1

t0

(ṗ(t)h(t) + p(t)ḣ(t)− p(t)y(t)) dt− l̂ξ0h0 − l̂ξ1h(t1)

=

∫ t1

t0

p(t)y(t) dt−
∫ t1

t0

d

dt
(p(t)h(t)) dt− l̂ξ0h0 − l̂ξ1h(t1)

=

∫ t1

t0

p(t)y(t) dt+ (p(t0)− l̂ξ0)h0.

Ïîëàãàÿ h0 = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

⟨y∗, y⟩ =
∫ t1

t0

p(t)y(t) dt,

à ïîëàãàÿ y = 0, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè h0 ïîëó÷àåì, ÷òî p(t0) = l̂ξ0 .
Ó÷èòûâàÿ âèä ôóíêöèîíàëà y∗, èç (47) èìååì∫ t1

t0

( m∑
j=0

λjL̂ju(t)− p(t)φ̂u(t)

)
v(t) dt = 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
v ∈ C([t0, t1],Rd2), ïîëó÷àåì, ÷òî

p(t)φ̂u(t) =
m∑
j=0

λjL̂ju(t).

�

Ëåêöèÿ 10

30. Çàäà÷à ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè. Óðàâíåíèå
Ýéëåðà�Ïóàññîíà

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû, äîêàçàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëå, ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å ñî ñòàðøè-
ìè ïðîèçâîäíûìè.
Ïóñòü [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, G � îòêðûòîå ïîä-

ìíîæåñòâî Rn+2, L : G → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ïåðåìåííûå
êîòîðîé îáîçíà÷àåì t, x, ẋ, . . . , x(n)) è x

(k)
j ∈ R, k = 0, 1, . . . , n − 1,

j = 0, 1. Çàäà÷à

(49) J(x) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t), . . . , x(n)(t)) dt→ min,

x(k)(tj) = x
(k)
j , k = 0, 1, . . . , n− 1, j = 0, 1,

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn([t0, t1]) ïðîñòðàíñòâî âñåõ n ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x íà [t0, t1] ñ íîðìîé

∥x∥Cn([t0,t1]) = max(∥x∥C([t0,t1]), ∥ẋ∥C([t0,t1]), . . . , ∥x(n)∥C([t0,t1])).

Ôóíêöèÿ x ∈ Cn([t0, t1]) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (49), åñëè

Γ(x) = {(t, x(t), ẋ(t), . . . , x(n)(t))T : t ∈ [t0, t1]} ⊂ G

è x(k)(tj) = x
(k)
j , k = 0, 1, . . . , n− 1, j = 0, 1.

Äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̂ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìó-
ìîì â çàäà÷å (49), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé
äîïóñòèìîé ôóíêöèè x, äëÿ êîòîðîé ∥x− x̂∥Cn([t0,t1]) < ε âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî J(x) ≥ J(x̂).

Òåîðåìà 24 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (49). Óðàâ-
íåíèå Ýéëåðà�Ïóàññîíà). Ïóñòü x̂ � ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì
â (49), ôóíêöèÿ L íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
Lx(k) â îêðåñòíîñòè Γ(x̂), L̂x(k) ∈ Ck([t0, t1]), k = 1, . . . , n − 1, è
L̂x(n) ∈ Cn−1([t0, t1]). Òîãäà L̂x(n) ∈ Cn([t0, t1]) è äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]
âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåpà�Ïóàññîíà

n∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L̂x(k)(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷àÿ x = x1, ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = u,
çàäà÷ó (49) ìîæíî çàïèñàòü êàê çàäà÷ó Ëàãðàíæà

(50)
∫ t1

t0

L(t, x1(t), . . . , xn(t), u(t)) dt→ min,

ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = u,

xk(tj) = x
(k−1)
j , k = 1, . . . , n, j = 0, 1.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè x̂ � ñëàáûé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì â çàäà÷å (49), òî âåêòîð-ôóíêöèÿ (x̂1, . . . , x̂n, û)

T � ñëà-
áûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â äàííîé çàäà÷å. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðå-
ìå 43 íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 è p = (p1, . . . , pn) ∈
C1([t0, t1], (Rn)∗), íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

−ṗ(t) = p(t)φ̂x(t)− λ0L̂x(t),

p(t)φ̂u(t) = λ0L̂u(t).

Ïîñêîëüêó φ(t, x, u) = (x2, . . . , xn, u)
T , òî ýòè ðàâåíñòâà èìåþò âèä

(51)

−ṗ1(t)=−λ0L̂x1(t),

−ṗ2(t)= p1(t)− λ0L̂x2(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−ṗn(t)= pn−1(t)− λ0L̂xn(t),

pn(t)=λ0L̂u(t).
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Åñëè λ0 = 0, òî ñðàçó âèäíî, ÷òî è p = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 =
1. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî p2 ∈ C2([t0, t1]), èç òðåòüåãî
� p3 ∈ C3([t0, t1]), íàêîíåö, èç ïðåäïîñëåäíåãî � pn ∈ Cn([t0, t1]).
Òîãäà èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî L̂x(n) ∈ Cn([t0, t1]).
Èç ñîîòíîøåíèé (51) âûâîäèì (ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ òåîðåìû è ïå-

ðåõîäÿ ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì: x1 = x, x2 = ẋ, . . . , xn = x(n−1),
u = x(n)), ÷òî

L̂x(t) = ṗ1(t) = −p̈2(t) +
d

dt
L̂ẋ(t) = . . . = (−1)n−1p(n)n (t)

+
n−1∑
k=1

(−1)k−1 d
k

dtk
L̂x(k)(t) = (−1)n−1 d

n

dtn
L̂x(n)(t)

+
n−1∑
k=1

(−1)k−1 d
k

dtk
L̂x(k)(t).

Ýòî, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà. �

Ëåêöèÿ 11

31. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à

Ïîëó÷èì òåïåðü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â èçîïåðèìåò-
ðè÷åñêîé çàäà÷å.
Ïóñòü [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, G � îòêðûòîå ïîäìíî-

æåñòâî R2d+1, ôóíêöèè fj : G → R, j = 0, 1, . . . ,m (ïåðåìåííûõ
t ∈ R, x ∈ Rd è ẋ ∈ Rd) íåïðåðûâíû íà G, αj ∈ R, j = 1, . . . ,m, è
xj ∈ Rd, j = 0, 1. Çàäà÷à

(52) J(x) =

∫ t1

t0

f0(t, x(t), ẋ(t)) dt→ min,∫ t1

t0

fj(t, x(t), ẋ(t)) dt = αj, 1 ≤ j ≤ m, x(t0) = x0, x(t1) = x1

íàçûâàåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé. ßñíî, ÷òî ýòî ÷àñòíûé
ñëó÷àé çàäà÷è (43) (äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü: ẋ = u).
Ôóíêöèÿ x íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (52), åñëè x ∈

C1([t0, t1],Rd),

Γ(x) = {(t, x(t), ẋ(t))T : t ∈ [t0, t1]} ⊂ G,∫ t1

t0

fj(t, x(t), ẋ(t)) dt = αj, 1 ≤ j ≤ m, x(tj) = xj, j = 0, 1.

Äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̂ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìó-
ìîì â çàäà÷å (52), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé
äîïóñòèìîé ôóíêöèè x, äëÿ êîòîðîé ∥x − x̂∥C1([t0,t1],Rd) < ε âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî J(x) ≥ J(x̂).
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Ïîëîæèì

L(t, x, ẋ, λ) =
m∑
j=0

λjfj(t, x, ẋ), λ = (λ0, λ1, . . . , λm).

Òåîðåìà 25 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (52)).
Ïóñòü x̂ äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (52).
Òîãäà, åñëè ôóíêöèè fj, j = 0, 1, . . . ,m, íåïðåðûâíû âìåñòå ñî
ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x è ẋ â îêðåñòíîñòè Γ(x̂),
òî íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ =

(λ0, λ1, . . . , λm), ÷òî L̂ẋ ∈ C1([t0, t1],Rd) è äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] âû-
ïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåpà

(53) − d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Ëàãðàíæà

(54)
∫ t1

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt→ min, ẋ = u,∫ t1

t0

fj(t, x(t), u(t)) dt = αj, 1 ≤ j ≤ m, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè x̂ � ñëàáûé ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì â çàäà÷å (52), òî (x̂, û), ãäå û = ˙̂x, � ñëàáûé ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì â äàííîé çàäà÷å.
Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ìèíèìóìà â çàäà÷å

(43) íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà (λ0, λ1, . . . , λm) è p ∈
C1([t0, t1], (Rd)∗), íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

−ṗ = pφ̂x(t)−
m∑
j=0

λjfjx(t, x̂, û),

p(t)φ̂u(t) =
m∑
j=0

λjfju(t, x̂, û).

Ïîñêîëüêó φ(t, x, u) = u, òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

−ṗ = −
m∑
j=0

λjfjx(t, x̂, û),

p(t) =
m∑
j=0

λjfju(t, x̂, û).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ðàâåíñòâà ˙̂x âìåñòî û óáåæäàåìñÿ, ÷òî L̂ẋ ∈
C1([t0, t1],Rd) è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (53). �
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32. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, êàê óæå ãîâîðèëîñü, èíòåíñèâíî ðàç-
âèâàëîñü â 18 âåêå (â îñíîâíîì óñèëèÿìè Ýéëåðà, Ëàãðàíæà è Ëå-
æàíäðà). Â 19 âåêå â åãî ðàçâèòèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå òàêèå ìàòåìà-
òèêè êàê Ïóàññîí, Âåéåðøòðàññ, Ãèëüáåðò è Ïóàíêàðå. Ê íà÷àëó 20
âåêà ïðåäìåò, â ñóùåñòâåííîì, îêàçàëñÿ èñ÷åðïàííûì. Ïîñòðîåíèå
òåîðèè ýêñòðåìóìà (êàê îíà ïðåäñòàâëÿëàñü â òå âðåìåíà), êàçà-
ëîñü, çàâåðøåíî. Íî âïîñëåäñòâèè ïîÿâèëèñü âûïóêëûå çàäà÷è, à
çàòåì, â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà ðîäèëîñü îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå � íîâîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè ýêñòðåìóìà, îõâàòûâà-
þùåå âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìó-
ìà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â øêîëå
Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ìàê-
ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äîêàçûâàþòñÿ äëÿ íåå íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ ìèíèìóìà.
Ïóñòü [t0, t1] � êîíå÷íûé îòðåçîê, G � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî

R × Rd1 , U � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Rd2 , ôóíêöèÿ f : G × U →
R è îòîáðàæåíèå φ : G × U → Rd1 (ïåðåìåííûõ t ∈ R, x =
(x1, . . . , xd1)

T ∈ Rd1 è u = (u1, . . . , ud2)
T ∈ Rd2) íåïðåðûâíû íà G×U

è x0, x1 ∈ Rd1 . Çàäà÷à

(55) J(x, u) =

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt→ min, ẋ = φ(t, x, u),

u(t) ∈ U, x(t0) = x0, x(t1) = x1

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïåðåìåííóþ x ÷à-
ñòî íàçûâàþò ôàçîâîé ïåðåìåííîé, à u � óïðàâëåíèåì.
Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó. Ïóñòü PC1([t0, t1],Rd1) � ñîâîêóïíîñòü

âñåõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ, à PC([t0, t1],Rd2) �
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [t0, t1] ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâåííî â Rd1 è Rd2 . Ïàðà (x, u) ∈ PC1([t0, t1],Rd1)×PC([t0, t1],Rd2)
íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (55), åñëè

Γ(x) = { (t, x(t)) : t ∈ [t0, t1] } ⊂ G,

âêëþ÷åíèå u(t) ∈ U è ðàâåíñòâî ẋ(t) = φ(t, x(t), u(t)) âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1], ãäå ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà è x(t0) = x0, x(t1) =
x1.

33. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Äîïóñòèìàÿ ïàðà (x̂, û) íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì ëîêàëüíûì ìèíè-
ìóìîì â çàäà÷å (55), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé
äîïóñòèìîé ïàðû (x, u), äëÿ êîòîðîé ∥x − x̂∥C([t0,t1],Rd1 ) < ε âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî J(x, u) ≥ J(x̂, û).
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Ôóíêöèåé Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (55) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

L(x, u, λ) =
∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t), u(t), λ0, p(t)) dt,

ãäå
L(t, x, ẋ, u, λ0, p) = λ0f(t, x, u) + p(ẋ− φ(t, x, u)).

Ôóíêöèþ

H(t, x, u, λ0, p) = pφ(t, x, u)− λ0f(t, x, u)

íàçûâàþò ôóíêöèåé Ïîíòðÿãèíà çàäà÷è (55).

Òåîðåìà 26 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (55). Ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà). Ïóñòü (x̂, û) äîñòàâëÿåò ñèëüíûé
ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (55). Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f è îòîá-
ðàæåíèå φ íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè ïî x â G × U , òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà λ = (λ0, p) ∈ R × PC1([t0, t1], (Rd1)∗) òàêîé, ÷òî âû-
ïîëíåíî óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ −ṗ = pφ̂x(t)− λ0f̂x(t)

è â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè û óñëîâèå ìèíèìóìà ïî u

(56) min
u∈U

L(t, x̂(t), ˙̂x(t), u, λ0, p(t)) = L(t, x̂(t), ˙̂x(t), û(t), λ0, p(t)).

Óñëîâèå (56) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ïî
u

max
u∈U

H(t, x̂(t), u, λ0, p(t)) = H(t, x̂(t), û(t), λ0, p(t)).

Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ â çàäà÷å îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ è íàçûâàþò �Ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà�.

Ëåêöèÿ 12

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå ñàìàÿ
îáùàÿ, íî äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíàÿ. Ìû ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ äëÿ áîëåå ïðîñòîãî âàðèàíòà, êîãäà ïðàâûé êîíåö ñâîáîäåí,
ò. å. ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å

(57) J(x, u) =

∫ t1

t0

f(t, x(t), u(t)) dt→ min, ẋ = φ(t, x, u),

u(t) ∈ U, x(t0) = x0.

Ýòè óñëîâèÿ ìèíèìóìà òå æå, ÷òî è â çàäà÷å (55), íî äîáàâëÿåòñÿ
åùå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè p(t1) = 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ äâå ëåììû. Äàëåå

ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèè f è φ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 26.
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Ïóñòü (x̂, û) � äîïóñòèìàÿ ïàðà â çàäà÷å (55) (èëè (57)), τ ∈
(t0, t1) � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè û, α > 0 ñòîëü ìàëî, ÷òî ôóíêöèÿ û
íåïðåðûâíà íà [τ − α, τ ] è v ∈ U . Ïîëîæèì

uα(t, τ, v) =

{
û(t), t /∈ [τ − α, τ),

v, t ∈ [τ − α, τ).

Ôóíêöèþ uα(t, τ, v) íàçûâàþò èãîëü÷àòîé âàðèàöèåé û, à ïàðó (τ, v)
� èãîëêîé.

Ëåììà 5 (îá èãîëü÷àòîé âàðèàöèè). Íàéäåòñÿ òàêîå α0 > 0,
÷òî äëÿ ëþáîãî 0 ≤ α < α0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
xα(t, τ, v) çàäà÷è Êîøè

ẋ = φ(t, x, uα(t, τ, v)), x(t0) = x0,

îïðåäåëåííîå íà âñåì îòðåçêå [t0, t1], ïðè÷åì xα(t, τ, v) = x̂(t) ïðè
t ∈ [t0, τ − α] è, êðîìå òîãî, ïðè α→ 0

1) ôóíêöèÿ xα(t, τ, v) → x̂(t) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà
C([t0, t1],Rd1);

2) ôóíêöèÿ
xα(t, τ, v)− x̂(t)

α
→ yτv(t)

â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C([τ, t1],Rd1), ãäå ôóíêöèÿ yτv â
òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè û, ëåæàùèõ íà îòðåçêå [τ, t1], óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(58) ẏτv = φ̂x(t)yτv

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(59) yτv(τ) = φ(τ, x̂(τ), v)− φ(τ, x̂(τ), û(τ)).

Ëåììà 6 (î ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà). Ïóñòü (x̂, û) � äîïóñòè-
ìàÿ ïàðà â çàäà÷å (55) (èëè (57)). Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

J(α) = J(xα(t, τ, v), uα(t, τ, v))
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èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(60) J ′(0 + 0) = ∆τvf +

∫ t1

τ

f̂x(t)yτv(t) dt,

ãäå ∆τvf = f(τ, x̂(τ), v) − f(τ, x̂(τ), û(τ)) è yτv � ðåøåíèå çàäà÷è
(58)�(59).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

J ′(0 + 0) = lim
α→0+0

J(α)− J(0)

α

= lim
α→0+0

1

α

∫ τ

τ−α

(f(t, xα(t, τ, v), v)− f(t, x̂(t), û(t))) dt

+ lim
α→0+0

1

α

∫ t1

τ

(f(t, xα(t, τ, v), û(t))− f(t, x̂(t), û(t))) dt.

Èìååì â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè f ïî x

f(t, xα(t, τ, v), û(t))− f(t, x̂(t), û(t))

= f̂x(t)[xα(t, τ, v)− x̂(t)] + o(xα(t, τ, v)− x̂(t)).

Ïîýòîìó

lim
α→0+0

1

α

∫ t1

τ

(f(t, xα(t, τ, v), û(t))− f(t, x̂(t), û(t))) dt

=

∫ t1

τ

f̂x(t)yτv(t) dt.

Ê ïåðâîìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëîâ
è òîãäà â èòîãå ïîëó÷èì

J ′(0 + 0) = lim
α→0+0

(f(ξ, xα(ξ, τ, v), v)− f(ξ, x̂(ξ), û(ξ)))

+

∫ t1

τ

f̂x(t)yτv(t) dt,

ãäå ξ ∈ [τ−α, τ ]. Êîãäà α→ 0+0, òî, î÷åâèäíî, ξ → τ , xα(ξ, τ, v) →
x̂(τ) ñîãëàñíî ëåììå îá èãîëü÷àòîé âàðèàöèè, à û(ξ) → û(τ), òàê
êàê û íåïðåðûâíà â òî÷êå τ . Ôîðìóëà (60) äîêàçàíà. �

34. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ïóñòü (x̂, û) � ñèëüíûé
ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (57). Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç p � ðåøåíèå
ëèíåéíîé ñèñòåìû

(61) −ṗ = pφ̂x(t)− f̂x(t), p(t1) = 0,

ïîëó÷àåì óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî x è óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíî-
ñòè.
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Òàê êàê ïàðà (x̂, û) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì, òî íåîáõîäèìî J ′(0 +
0) ≥ 0, èëè ñîãëàñíî (60)

∆τvf +

∫ t1

τ

f̂x(t)yτv(t) dt ≥ 0.

Ïîäñòàâèì ñþäà âìåñòî ôóíêöèè f̂x åå âûðàæåíèå èç (61), à çà-
òåì âìåñòî ôóíêöèè φ̂xyτv åå âûðàæåíèå èç (58) è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
p(t1) = 0, à yτv(τ) = φ(τ, x̂(τ), v)− φ(τ, x̂(τ), û(τ)), áóäåì èìåòü

0 ≤ ∆τvf +

∫ t1

τ

(ṗ(t)yτv(t) + p(t)ẏτv(t)) dt = ∆τvf + p(t)yτv(t)|t1τ

= f(τ, x̂(τ), v)− f(τ, x̂(τ), û(τ))

− p(τ)(φ(τ, x̂(τ), v)− φ(τ, x̂(τ), û(τ))),

èëè

p(τ)φ(τ, x̂(τ), v)− f(τ, x̂(τ), v)

≤ p(τ)φ(τ, x̂(τ), û(τ))− f(τ, x̂(τ), û(τ))

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè τ , ãäå ôóíêöèÿ û íåïðåðûâíà,
ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ ñëåâà ïî âñåì v ∈ U äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
û(τ). Ýòî è åñòü óñëîâèå ìàêñèìóìà èç òåîðåìû. �

Ëåêöèÿ 13

35. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà â
ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Óñëîâèå Âåéðøòðàññà è Ëåæàíäðà

×òîáû íå óñëîæíÿòü âûêëàäêè, âñþäó äàëåå áóäåì èìåòü äåëî
ñ êëàññè÷åñêèì (ñêàëÿðíûì) âàðèàíòîì ïðîñòåéøåé çàäà÷è âàðè-
àöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, õîòÿ âñå äîêàçûâàåìûå óòâåðæäåíèÿ ñïðà-
âåäëèâû è äëÿ âåêòîðíîãî âàðèàíòà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì
ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà ìèíèìóì

(62) J(x) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt→ min, x(tj) = xj, j = 0, 1.

Çäåñü [t0, t1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
L ïåðåìåííûõ t ∈ R, x ∈ R è ẋ ∈ R îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå G×R,
ãäå G ⊂ R2 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è xj ∈ R, j = 0, 1.
Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ x ∈ C1([t0, t1]) íàçûâàåòñÿ äîïó-

ñòèìîé â çàäà÷å (62), åñëè

Γ(x) = { ((t, x(t))T , ẋ(t)) : t ∈ [t0, t1] } ⊂ G× R
è x(tj) = xj, j = 0, 1, è äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̂ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì
ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (62), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0,
÷òî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè x, äëÿ êîòîðîé ∥x−x̂∥C1([t0,t1] <
ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî J(x) ≥ J(x̂).
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Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, íàðÿäó ñî ñëàáûì ýêñòðåìóìîì,
ðàññìàòðèâàþò åùå è ñèëüíûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, ãäå áëè-
çîñòü ôóíêöèé èçìåðÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C([t0, t1]). Òî÷íåå ãîâîðÿ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç PC1([t0, t1]) ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà [t0, t1]. Ôóíêöèÿ x ∈ PC1([t0, t1])
íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (62), åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè ẋ âûïîëíåíî óñëîâèå (t, x(t), ẋ(t)) ∈ G è, êðî-
ìå òîãî, x(tj) = xj, j = 0, 1. Ñêàæåì, ÷òî äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̂
äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (62), åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè x, äëÿ
êîòîðîé ∥x− x̂∥C([t0,t1]) < ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî J(x) ≥ J(x̂).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ x̂ äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ìèíèìóì â

çàäà÷å (62) è ïðè ýòîì x̂ ∈ C1([t0, t1]), òî x̂ ÿâëÿåòñÿ è ñëàáûì
ìèíèìóìîì â ýòîé çàäà÷å. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε > 0 òàêîå, ÷òî
êàê òîëüêî x ∈ PC1([t0, t1]) è ∥x − x̂∥C([t0,t1]) < ε, òî J(x) ≥ J(x̂).
Åñëè òåïåðü x ∈ C1([t0, t1]) è ∥x − x̂∥C1([t0,t1]) < ε, òî òàê êàê, â
÷àñòíîñòè, x ∈ PC1([t0, t1]) è ∥x − x̂∥C([t0,t1]) ≤ ∥x − x̂∥C1([t0,t1]) < ε,
ïîëó÷àåì, ÷òî J(x) ≥ J(x̂).
Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà äëÿ

x̂ ∈ C1([t0, t1]) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè è ñèëüíîãî ìè-
íèìóìà.
Ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà íàçûâàåòñÿ

ýêñòðåìàëüþ (èëè ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé) çàäà÷è.
Ïóñòü x̂ � ýêñòðåìàëü â çàäà÷å (62) è ñóùåñòâóåò

L̂ẋẋ(t) = Lẋẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t)).

Ãîâîðÿò, ÷òî íà ôóíêöèè x̂ âûïîëíåíî óñëîâèå Ëåæàíäðà, åñëè
L̂ẋẋ(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] è óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, åñëè
L̂ẋẋ(t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1].
Ïóñòü f : R → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ

E(x, x′) = f(x′)− f(x)− f ′(x)(x′ − x)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà (ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè
f). Ãåîìåòðè÷åñêè, E(x, x′) � ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì ôóíêöèè
f è ôóíêöèè g(y) = f(x) + f ′(x)(y− x) (ãðàôèê êîòîðîé åñòü êàñà-
òåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå x) â òî÷êå x′.
Åñëè f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî E(x, x′) ≥ 0 äëÿ âñåõ x, x′ ∈

R. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x, x′ ∈ R è 0 < α < 1. Ïî íåðàâåíñòâó
Éåíññåíà

f((1− α)x+ αx′) ≤ (1− α)f(x) + αf(x′),

îòêóäà
α−1(f(x+ α(x′ − x))− f(x)) ≤ f(x′)− f(x).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè α → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî f(x′) − f(x) ≥
f ′(x)(x′ − x).
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Ïóñòü L � èíòåãðàíò â çàäà÷å (62). Åñëè L � äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ ïî ẋ íà ìíîæåñòâå G× R, òî ôóíêöèÿ

E(t, x, ẋ, u) = L(t, x, u)− L(t, x, ẋ)− Lẋ(t, x, ẋ)(u− ẋ),

îïðåäåëåííàÿ íà G × R × R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà
ôóíêöèîíàëà J . ßñíî, ÷òî ïðè êàæäûõ t è x � ýòî ôóíêöèÿ Âåé-
åðøòðàññà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè G(ẋ) = L(t, x, ẋ).
Ãîâîðÿò, ÷òî íà ýêñòðåìàëè x̂ âûïîëíåíî óñëîâèå Âåéðøòðàññà,

åñëè E(t, x̂(t), ˙̂x(t), u) ≥ 0 äëÿ âñåõ u ∈ R è t ∈ [t0, t1].

Òåîðåìà 27 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å
(62)). Ïóñòü ôóíêöèÿ x̂ ∈ C1([t0, t1]) äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëü-
íûé ìèíèìóì â çàäà÷å (62). Òîãäà, åñëè èíòåãðàíò L íåïðåðûâåí
âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x è ẋ â G× R, òî
(a) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà

− d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0;

(b) âûïîëíåíî óñëîâèå Âåéåðøòðàññà, ò. å. äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] è
u ∈ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E(t, x̂(t), ˙̂x(t), u) ≥ 0;

(c) åñëè ñóùåñòâóåò L̂ẋẋ, òî âûïîëíåíî óñëîâèå Ëåæàíäðà,
ò. å. L̂ẋẋ(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó (62) êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ

(63)
∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t)) dt→ min, ẋ = u, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x̂ äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â (62)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (x̂, û), ãäå û = ˙̂x ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â (63).
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (òåîðåìà 26) íàéäóòñÿ òàêîé

íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, p) ∈ R ×
PC1([t0, t1]), ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] âûïîëíåíî óñëîâèå ñòàöèîíàð-
íîñòè ïî x

(64) −ṗ(t) + λ0L̂x(t) = 0

è óñëîâèå ìèíèìóìà ïî u

(65) min
u∈R

(λ0L(t, x̂(t), u)− p(t)u) = λ0L(t, x̂(t), ˙̂x(t))− p(t) ˙̂x(t).

Åñëè λ0 = 0, òî p = const âñëåäñòâèå (64). Òîãäà èç (65) ñëåäóåò,
÷òî ýòà êîíñòàíòà îáÿçàíà áûòü íóëåâîé è òåì ñàìûì âñå ìíîæèòå-
ëè Ëàãðàíæà íóëåâûå. Èòàê, λ0 ̸= 0 è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1.
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Óñëîâèå (65) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] ôóíêöèÿ f(u) =

L(t, x̂(t), u)− p(t)u íà R äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå ˙̂x(t) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ôåðìà ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè â äàííîé
òî÷êå ðàâíà íóëþ, ò. å. p(t) = L̂ẋ(t). Âìåñòå ñ (64) ýòî äàåò óðàâíå-
íèå Ýéëåðà.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèÿ ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f çà-

êëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî L̂ẋẋ(t) ≥ 0, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå Ëåæàíä-
ðà.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (65) è äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà p(t) = L̂ẋ(t) ñëå-

äóåò, ÷òî

L(t, x̂(t), u)− Lẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t))u ≥ L(t, x̂(t), ˙̂x(t))− Lẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t)) ˙̂x(t)

äëÿ âñåõ u ∈ R è t ∈ [t0, t1] èëè, ÷òî òî æå

L(t, x̂(t), u)− L(t, x̂(t), ˙̂x(t))− Lẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t))(u− ˙̂x(t)) ≥ 0,

ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå Âåéåðøòðàññà. �

36. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðåìóìà â
ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Óñëîâèå ßêîáè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x̂� ýêñòðåìàëü çàäà÷è (62) è âûïîëíåíî óñëî-
âèå:

(66) L íåïðåðûâíà âìåñòå ñ Lx, Lẋ, Lxx, Lxẋ, Lẋx, Lẋẋ

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Γ(x̂).

Ïóñòü h ∈ C1([t0, t1]), h(t0) = h(t1) = 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (îä-
íîãî ïåðåìåííîãî)

(67) φ(λ) =

∫ t1

t0

L(t, x̂(t) + λh(t), ˙̂x(t) + λḣ(t)) dt.

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ λ

φ′(λ) =

∫ t1

t0

(Lx(t, x̂(t) + λh(t), ˙̂x(t) + λḣ(t))h(t)

+ Lẋ(t, x̂(t) + λh(t), ˙̂x(t) + λḣ(t))ḣ(t)) dt

è äèôôåðåíöèðóÿ åùå ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî

φ′′(0) =

∫ t1

t0

(
L̂xx(t)h

2(t) + L̂xẋ(t)h(t)ḣ(t) + L̂ẋx(t)ḣ(t)h(t)

+L̂ẋẋ(t)ḣ
2(t)

)
dt =

∫ t1

t0

(
L̂xx(t)h

2(t) + 2L̂xẋ(t)h(t)ḣ(t)

+L̂ẋẋ(t)ḣ
2(t)

)
dt.
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Ôóíêöèîíàë φ′′(0) (êàê ôóíêöèþ îò h) îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(h) è
ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Q(h) → min, h(t0) = h(t1) = 0.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ äàííîé çàäà÷è èìååò âèä

− d

dt

(
L̂ẋx(t)h(t) + L̂ẋẋ(t)ḣ(t)

)
+ L̂xx(t)h(t) + L̂xẋ(t)ḣ(t) = 0

è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ßêîáè èñõîäíîé çàäà÷è (62).
Ïóñòü íà x̂ âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà. Òî÷êà

τ ∈ (t0, t1] íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êîé ê t0, åñëè ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå h óðàâíåíèÿ ßêîáè, äëÿ êîòîðîãî h(t0) =
h(τ) = 0.
Ãîâîðÿò, ÷òî íà x̂ âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, åñëè â èíòåðâàëå

(t0, t1) íåò òî÷åê ñîïðÿæåííûõ ê t0 è óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, åñëè
ïîëóèíòåðâàë (t0, t1] íå ñîäåðæèò òî÷åê ñîïðÿæåííûõ ê t0.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñëàáîãî ìèíèìóìà â

çàäà÷å (62) íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí íåñëîæíûé òåõíè÷åñêèé ðåçóëü-
òàò, êîòîðûé ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà (ñì. [1, ñòð. 69]).

Ëåììà 7 (î ñêðóãëåíèè óãëîâ). Ïóñòü â çàäà÷å (62) èíòåãðàíò L
íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Òîãäà

inf{ J(x) : x ∈ PC1([t0, t1]) x(t0) = x0, x(t1) = x1 }
= inf{ J(x) : x ∈ C1([t0, t1]), x(t0) = x0, x(t1) = x1 }.

Òåîðåìà 28 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å
(62)). Ïóñòü x̂ ∈ C1([t0, t1]) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíè-
ìóì â çàäà÷å (62). Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (66), òî äëÿ âñåõ
t ∈ [t0, t1] âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà, óñëîâèå Ëåæàíäðà è â ñëó-
÷àå âûïîëíåíèÿ óñèëåííîãî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà � óñëîâèå ßêîáè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå Ýéëåðà, êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëà-
áîãî ýêñòðåìóìà, óæå áûëî äîêàçàíî ðàíüøå. Äîêàçàòåëüñòâî, çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî íîëü åñòü
ëîêàëüíûé ìèíèìóì äëÿ ôóíêöèè φ, îïðåäåëåííîé ñîîòíîøåíèåì
(67) è òîãäà íåîáõîäèìî φ′(0) = 0. Ðàñøèôðîâêà ýòîãî óñëîâèÿ è
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà.
Äîêàæåì óñëîâèå Ëåæàíäðà, ðàñøèôðîâûâàÿ íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà φ′′(0) ≥ 0. Ñîãëàñíî ôîðìóëå äëÿ
φ′′(0), âûïèñàííîé âûøå, äàííîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
Q(h) ≥ 0 äëÿ âñåõ h ∈ C1([t0, t1]) òàêèõ, ÷òî h(t0) = h(t1) = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ĥ = 0 åñòü ñëàáûé àáñîëþòíûé ìèíèìóì â
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çàäà÷å

(68) Q(h) =

∫ t1

t0

(
L̂xx(t)h

2(t) + 2L̂xẋ(t)h(t)ḣ(t)

+L̂ẋẋ(t)ḣ
2(t)

)
dt→ min, h(t0) = h(t1) = 0.

Ïî ëåììå î ñêðóãëåíèè óãëîâ ĥ = 0 äîñòàâëÿåò è ñèëüíûé àáñî-
ëþòíûé ìèíèìóì â ýòîé çàäà÷å. Òîãäà, ïî óæå äîêàçàííîìó, íà ĥ
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå Ëåæàíäðà, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå
èìååò òîò æå âèä L̂ẋẋ(t) ≥ 0.
Äîêàæåì óñëîâèå ßêîáè. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà τ ∈ (t0, t1) è íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå h óðàâíåíèÿ
ßêîáè òàêîå, ÷òî h(t0) = h(τ) = 0. Ïóñòü ôóíêöèÿ h̃ òàêîâà, ÷òî
h̃(t) = h(t), åñëè t0 ≤ t ≤ τ è h̃(t) = 0, åñëè τ ≤ t ≤ t1. Çàìåòèì, ÷òî

ḣ(τ) ̸= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè,
ôóíêöèÿ h áûëà áû òîæäåñòâåííûì íóëåì. Äàëåå, èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì (h(t0) = h(τ) = 0), ïîëó÷èì

Q(h̃) =

∫ τ

t0

(
L̂xx(t)h

2
(t) + 2L̂ẋx(t)h(t)ḣ(t) + L̂ẋẋ(t)ḣ

2

(t)

)
dt

=

∫ τ

t0

(
L̂xx(t)h(t) + L̂xẋ(t)ḣ(t)

)
h(t) dt+

∫ τ

t0

(
L̂ẋx(t)h(t)

+L̂ẋẋ(t)ḣ(t)
)
ḣ(t) dt =

∫ τ

t0

(
− d

dt

(
L̂ẋx(t)h(t) + L̂ẋẋ(t)ḣ(t)

)
+L̂xx(t)h(t) + L̂xẋ(t)ḣ(t)

)
h(t) dt.

Ïîñêîëüêó h óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ßêîáè, òî îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî Q(h̃) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàðÿäó ñ ĥ = 0, ôóíêöèÿ h̃ òàêæå
äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (68). Çàïèøåì ýòó çàäà÷ó
êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

∫ t1

t0

(
L̂xx(t)h

2(t) + 2L̂ẋx(t)h(t)u(t) + L̂ẋẋ(t)u
2(t)

)
dt→ min,

ḣ = u, h(t0) = h(t1) = 0.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàí-
æà λ0 è p ∈ PC1([t0, t1]), íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî âûïîë-
íåíî óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïî h

−ṗ(t) + 2λ0L̂xx(t)h̃(t) + 2λ0L̂ẋx(t)
˙̃
h(t) = 0
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è óñëîâèå ìèíèìóìà ïî u

(69) min
u∈R

(2λ0L̂ẋx(t)h̃(t)u+ λ0L̂ẋẋ(t)u
2 − p(t)u)

= 2λ0L̂ẋx(t)h̃(t)
˙̃
h(t) + λ0L̂ẋẋ(t)

˙̃
h
2

(t)− p(t)
˙̃
h(t).

Êàê è ðàíüøå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî λ0 ̸= 0. Ïóñòü λ0 = 1/2.
Èç (69) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [t0, t1] äèôôåðåíöèðóåìàÿ

íà R ôóíêöèÿ

f(u) = L̂ẋx(t)h̃(t)u+ (1/2)L̂ẋẋ(t)u
2 − p(t)u

äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå ˙̃
h. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ôåðìà,

åå ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ

(70) p(t) = L̂ẋx(t)h̃(t) + L̂ẋẋ(t)
˙̃
h(t).

Ïî îïðåäåëåíèþ h̃(t) = 0, åñëè t ≥ τ è ïîýòîìó èç (70) âûòåêàåò,
÷òî p(τ + 0) = 0. Íî ôóíêöèÿ p íåïðåðûâíà è ïîýòîìó (ñíîâà èç

(70)) ïîëó÷àåì 0 = p(τ − 0) = L̂ẋẋ(τ)
˙̃
h(τ − 0) = L̂ẋẋ(τ)ḣ(τ) ̸= 0, òàê

êàê ḣ(τ) ̸= 0 (êàê óæå áûëî îòìå÷åíî) è L̂ẋẋ(τ) > 0 â ñèëó òîãî, ÷òî
âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ
è òåì ñàìûì óñëîâèå ßêîáè äîêàçàíî. �

Ëåêöèÿ 14

37. Òåîðèÿ ïîëÿ è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî
ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôðàãìåíò òåîðèè ïîëÿ è äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè íà ïðè-
ìåðå ïðîñòåéøåé çàäà÷è.
Ïóñòü {x(·, λ)} � ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé ïðîñòåéøåé çàäà÷è

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (62) (ò. å. äëÿ ôóíêöèé x(·, λ) ∈
C1([t0, t1],R) âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà) è ïàðàìåòð λ ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó â R.
Ïóñòü x̂(·) � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò äàííîãî ñåìåéñòâà ýêñòðå-

ìàëåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x̂(·) îêðóæåíà ïîëåì ýêñòðå-
ìàëåé {x(·, λ)}, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî G, ñîäåðæà-
ùåå ìíîæåñòâî (ãðàôèê x̂(·)) {(t, x̂(t))T ∈ R2 : t ∈ [t0, t1]}, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè (τ, ξ) ∈ G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü ñå-
ìåéñòâà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå λ = λ(τ, ξ) òàêîå, ÷òî x(τ, λ(τ, ξ)) = ξ. Ïðè ýòîì, äëÿ êàæäîãî
t ∈ [t0, t1] îòîáðàæåíèå λ 7→ x(t, λ) è îòîáðàæåíèå (τ, ξ) 7→ λ(τ, ξ)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.

Ôóíêöèÿ u : G→ R, u(τ, ξ) =
d

dt
x(t, λ(τ, ξ))|t=τ , íàçûâàåòñÿ ôóíê-

öèåé íàêëîíà ïîëÿ.
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Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (t∗, x∗), ÷òî x(t∗, λ) = x∗ äëÿ âñåõ
λ, òî ñåìåéñòâî {x(·, λ)} íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ïîëåì ýêñòðå-
ìàëåé (ñ öåíòðîì â (t∗, x∗)).

-

6

t

x

q
0

'
&

$
%

G

t∗

x∗

Ðèñ. 2

Òåîðåìà 29 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ìèíèìóìà â ïðîñòåé-
øåé çàäà÷å). Ïóñòü x̂(·) � ýêñòðåìàëü â çàäà÷å (62), îêðóæåííàÿ
â îáëàñòè G öåíòðàëüíûì ïîëåì ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â òî÷êå
(t∗, x̂(t∗)), t∗ < t0, òàêàÿ, ÷òî x(tj) = xj, j = 0, 1. Åñëè èíòåãðàíò
L íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì íà G×R è ôóíêöèÿ ẋ 7→ L(t, x, ẋ) �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà R, òî x̂(·) � ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì
â çàäà÷å (62).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ S : G → R, îïðåäåëåííóþ
ðàâåíñòâîì

S(τ, ξ) =

∫ τ

t∗

L(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ))) dt.

Îíà íàçûâàåòñÿ S-ôóíêöèåé öåíòðàëüíîãî ïîëÿ {x(·, λ)}. Ýòà
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà G êàê ñóïåðïîçèöèÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ïîäñ÷èòàåì åå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå. Èìååì

∂S(τ, ξ)

∂τ
= L(τ, x(τ, λ(τ, ξ)), ẋ(τ, λ(τ, ξ)))

+

∫ τ

t∗

(Lx(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ)))xλ(t, λ(τ, ξ))λτ (τ, ξ)

+ Lẋ(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ)))ẋλ(t, λ(τ, ξ))λτ (τ, ξ)) dt.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âî âòîðîì ñëàãàåìîì â èíòåãðàëå è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ôóíêöèè x(·, λ) � ýêñòðåìàëè, ïîëó÷èì

∂S(τ, ξ)

∂τ
= L(τ, x(τ, λ(τ, ξ)), ẋ(τ, λ(τ, ξ)))

+ Lẋ(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ)))xλ(t, λ(τ, ξ))λτ (τ, ξ))|τt∗ .
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Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî x(τ, λ(τ, ξ)) = ξ ïî τ , ïîëó÷àåì, ÷òî
ẋ(τ, λ(τ, ξ)) + xλ(τ, λ(τ, ξ))λτ (τ, ξ) = 0. Òåïåðü ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî
îïðåäåëåíèþ ẋ(τ, λ(τ, ξ)) = u(τ, ξ) è ÷òî xλ(t∗, λ(τ, ξ)) = 0 (òàê êàê
ïîëå öåíòðàëüíî), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

(71)
∂S(τ, ξ)

∂τ
= L(τ, ξ, u(τ, ξ))− Lẋ(τ, ξ, u(τ, ξ))u(τ, ξ).

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

∂S(τ, ξ)

∂ξ
=

∫ τ

t∗

(Lx(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ)))xλ(t, λ(τ, ξ))λξ(τ, ξ)

+ Lẋ(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ)))ẋλ(t, λ(τ, ξ))λξ(τ, ξ)) dt

= Lẋ(t, x(t, λ(τ, ξ)), ẋ(t, λ(τ, ξ)))xλ(t, λ(τ, ξ))λξ(τ, ξ))|τt∗ .

Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî x(τ, λ(τ, ξ)) = ξ ïî ξ, ïîëó÷àåì
xλ(τ, λ(τ, ξ))λξ(τ, ξ)= 1 è ó÷èòûâàÿ ñíîâà, ÷òî ẋ(τ, λ(τ, ξ)) = u(τ, ξ)
è xλ(t∗, λ(τ, ξ)) = 0, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(72)
∂S(τ, ξ)

∂ξ
= Lẋ(τ, ξ, u(τ, ξ)).

Ïóñòü x(·) ∈ PC1([t0, t1]) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (62),
ãðàôèê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò G. Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ S íà ãðà-
ôèêå x(·), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ t 7→ S(t, x(t)) íà [t0, t1]. ßñíî, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò PC1([t0, t1]) è, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, áóäåì èìåòü (ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèè S)

(73) S ′(t, x(t)) = L(t, x(t), u(t, x(t)))

− Lẋ(t, x(t), u(t, x(t)))u(t, x(t)) + Lẋ(t, x(t), u(t, x(t))) ẋ(t).

Åñëè x(·) = x̂(·), òî u(t, x̂(t)) = ˙̂x(t) è òîãäà

(74) S ′(t, x̂(t)) = L(t, x̂(t), ˙̂x(t)).
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (74), à çàòåì (73), ïîëó÷èì

J(x(·))− J(x̂(·)) =
∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt−
∫ t1

t0

L(t, x̂(t), ˙̂x(t)) dt

=

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt−
∫ t1

t0

S ′(t, x̂(t)) dt =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt

− (S(t1, x1)− S(t0, x0)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)) dt−
∫ t1

t0

S ′(t, x(t)) dt

=

∫ t1

t0

(L(t, x(t), ẋ(t))− L(t, x(t), u(t, x(t)))

− Lẋ(t, x(t), u(t, x(t)))(ẋ(t)− u(t, x(t))) dt

=

∫ t1

t0

E(t, x(t), u(t, x(t)), ẋ(t)) dt.

Ôîðìóëà

J(x(·))− J(x̂(·)) =
∫ t1

t0

E(t, x(t), u(t, x(t)), ẋ(t)) dt

íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ôîðìóëîé Âåéðøòðàññà.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ẋ 7→ L(t, x, ẋ) âûïóêëà íà R äëÿ ëþáûõ

(t, x) ∈ G, òî E(t, x(t), u(t, x(t)), ẋ(t)) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] è
çíà÷èò, J(x(·)) ≥ J(x̂(·)). �
Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷èì

H(τ, ξ, p) = p · u(τ, ξ)− L(τ, ξ, u(τ, ξ)).

Òîãäà íà G ôóíêöèÿ S óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂S(τ, ξ)

∂τ
+H

(
τ, ξ,

∂S(τ, ξ)

∂ξ

)
= 0,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâ (72) è (71) ïîëó÷àåì

H
(
τ, ξ,

∂S(τ, ξ)

∂ξ

)
=
∂S(τ, ξ)

∂ξ
u(τ, ξ)− L(τ, ξ, u(τ, ξ))

= Lẋ(τ, ξ, u(τ, ξ))u(τ, ξ)− L(τ, ξ, u(τ, ξ)) = −∂S(τ, ξ)
∂τ

.

38. Èçáðàííûå çàäà÷è

1. Çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå.

Ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà, ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
ïðóæèíîé ïðîïîðöèîíàëüíà óêëîíåíèþ òî÷êè. Âòîðîé çàêîí Íüþ-
òîíà óòâåðæäàåò, ÷òî äâèæåíèå òî÷êè ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû ïðó-
æèíû, îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:mẍ = F è òåì
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ñàìûì mẍ = −kx. Ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí äâèæåíèÿ (êàê è âîîá-
ùå âñå çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèí-
öèïà ñòàöèîíàðíîãî äåéñòâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó òðàåêòîðèÿ x(t)
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà
äåéñòâèÿ

J(x(·)) =
∫ (

mẋ2(t)

2
− kx2(t)

2

)
dt.

Ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

J(x(·)) =
∫ T

0

(ẋ2(t)− x2(t)) dt→ min, x(0) = x(T ) = 0,

ãäå T > 0.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò âèä

ẍ+ x = 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå

x(t) = C1 cos t+ C2 sin t.

Åñëè T ̸= kπ, k ∈ N, òî åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü � òîæäåñòâåí-
íûé íóëü. Åñëè T = kπ, òî èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ýêñòðåìàëåé x(t, C) = C sin t.
Ïóñòü x̂(·) � äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü. Íà ýòîé ýêñòðåìàëè âû-

ïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, òàê êàê Lẋẋ = 2 è óñëîâèå
Âåéåðøòðàññà, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ẋ 7→ ẋ2−x2 âûïóêëà. Óðàâíåíèå
ßêîáè èìååò òîò æå âèä, ÷òî è óðàâíåíèå Ýéëåðà

ḧ+ h = 0.

Åñëè T > π, òî x̂(·) íå ìîæåò äîñòàâëÿòü íè ñëàáûé, íè ñèëüíûé
ìèíèìóì, ïîñêîëüêó íà (0, T ) òî÷êà π ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê íó-
ëþ è çíà÷èò, íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ßêîáè. Äîêàæåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå çàäà÷è −∞. Ïîëîæèì

xn(t) = n sin
π

T
t, n ∈ N.

Èìååì∫ T

0

(ẋ2n(t)− x2n(t)) dt = n2

∫ T

0

(
π2

T 2
cos2

π

T
t− sin2 π

T
t

)
dt

= −n2T + n2

(
1 +

π2

T 2

)∫ T

0

cos2
π

T
t dt = −n2T + n2

(
1 +

π2

T 2

)
T

2

= n2π
2 − T 2

2T
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî J(xn(·)) → −∞ ïðè n→ ∞.
Åñëè T < π, òî x̂(·) = 0 ìîæíî îêðóæèòü ïîëåì ýêñòðåìàëåé

x(t, λ) = λ sin(t + ε), ãäå 0 < ε < π − T . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ëþáûõ τ ∈ [0, T ] è ëþáûõ ξ ∈ R ïðè λ = ξ/ sin(τ + ε) èìååì



ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ 63

x(τ, λ) = λ sin(τ+ε) = ξ. Ñåìåéñòâî {x(·, λ)} ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì
ïîëåì ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â òî÷êå (−ε, 0). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ýêñòðåìàëè x̂(·) = 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèÿõ ñèëüíîãî ìèíèìóìà è, ñëåäîâàòåëüíî, x̂(·) = 0 � ñèëü-
íûé ìèíèìóì.
Ïóñòü T = π. Òîãäà äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè x(·) ∈

C1([t0, t1])∫ π

0

(ẋ(t)−x(t) ctg t)2 dt =
∫ π

0

(ẋ2(t)+x2(t) ctg2 t dt−
∫ π

0

ctg t dx2(t)

=

∫ π

0

(ẋ2(t) + x2(t) ctg2 t) dt− x2(t) ctg t
∣∣π
0
−

∫ π

0

x2(t)

sin2 t
dt

=

∫ π

0

(ẋ2(t)− x2(t)) dt.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè x(·) ∈ C1([t0, t1])
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî J(x(·)) ≥ 0. Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ x̂(·) = 0
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì.

Îòâåò. Ïðè 0 < T ≤ π ðåøåíèåì çàäà÷è î ãàðìîíè÷åñêîì îñ-
öèëëÿòîðå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûé íóëü. Ïðè T > π çíà÷åíèå
çàäà÷è ðàâíî −∞.

Ëåêöèÿ 15

2. Àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà

Â �Íà÷àëàõ íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè� (1687) Íüþòîí îïèñàë íå-
êóþ ñðåäó (òèïà ðàçðåæåííîãî âîçäóõà), ïîñòàâèë è ðåøèë âîïðîñ
î òîì, êîãäà �òåëî, îáðàçóþùååñÿ ïðè âðàùåíèè êðèâîé âîêðóã îñè
ïðè äâèæåíèè â óïîìÿíóòîé ñðåäå [...] áóäåò èñïûòûâàòü ìåíü-
øåå ñîïðîòèâëåíèå, íåæåëè âñÿêîå èíîå òåëî âðàùåíèÿ ïðè òîé
æå âûñîòå è íàèáîëüøåé øèðèíå�.
Ôîðìàëèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è, êàê çàäà÷è îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ, èìååò âèä∫ t1

0

tdt

1 + u2(t)
→ min, ẋ = u, x(0) = 0, x(t1) = x1, u ≥ 0,

ãäå x1 > 0.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ýòîé çàäà÷è òàêîâà

L(x(·), u(·), λ) =
∫ t1

0

L(t, x(t), ẋ(t), u(t), p(t), λ0)dt,

ãäå L(t, x, ẋ, u, p, λ0) = λ0t/(1 + u2) + p(ẋ− u) è λ = (λ0, p(·)).
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå

Ýéëåðà ïî x:

(75) − d

dt
L̂ẋ(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ −ṗ = 0 ⇔ p = const
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è óñëîâèå ìèíèìóìà ïî u:

(76) min
u≥0

(
λ0t

1 + u2
− pu

)
=

λ0t

1 + û2(t)
− pû(t).

Ïðîâåðèì, ÷òî λ0 ̸= 0. Åñëè λ0 = 0, òî íåîáõîäèìî p ̸= 0, òàê êàê
ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà íå ìîãóò áûòü âñå íóëåâûå. Íî, åñëè p ̸= 0,
òî èç (76) ñëåäóåò, ÷òî û(t) ≡ 0 è òîãäà

x̂(t1) =

∫ t1

0

û(t)dt = 0

â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì x(t1) = x1 > 0. Èòàê, λ0 ̸= 0 è ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1.
Îòìåòèì åùå, ÷òî p < 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p ≥ 0, òî ïðè

ëþáîì t ≥ 0 ôóíêöèÿ u → f(t, u) = t/(1 + u2) − pu ìîíîòîííî
óáûâàåò è ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (76) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ.
Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ t ìèíèìóì ôóíêöèè f(t, ·) äîñòèãàåòñÿ â

òî÷êå u = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(t, 0) ≤ f(t, u) ïðè âñåõ u ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî

t ≤ t

1 + u2
− pu.

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

tu

1 + u2
≤ −p.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îíî âûïîëíåíî äëÿ t ≥ 0 è òàêèõ, ÷òî

t

−p
≤ min

u>0

1 + u2

u
= 2.

Ïîëîæèì ξ = −2p. Òîãäà ïðè 0 ≤ t < ξ ìèíèìóì ôóíêöèè f(t, ·)
äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå u = 0. Çíà÷èò, û(t) = 0, ïðè
0 ≤ t < ξ. Ñëåäîâàòåëüíî, x̂(t) = 0 ïðè 0 ≤ t < ξ.
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Ïóñòü t > ξ. Òîãäà ïðè u ∈ [0, 1)

f(t, u)− f(t, 1) =
t

1 + u2
− pu− t

2
+ p = t

(
1

1 + u2
− 1

2

)
− p(u− 1)

> −2p

(
1

1 + u2
− 1

2

)
− p(u− 1) =

−2p

1 + u2
− pu+ 2p

= −p
(

2

1 + u2
− 2 + u

)
= −pu(1− u)2

1 + u2
≥ 0.

Òåì ñàìûì ïðè t > ξ ìèíèìóì f(t, ·) äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
u ≥ 1. Â òî÷êå t = ξ ôóíêöèÿ û(·) èìååò ðàçðûâ, à ôóíêöèÿ x̂(·)
� èçëîì. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå û(·) ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ
fu(t, u) = 0, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

t = −p(1 + u2)2

2u
= −p

2

(
1

u
+ 2u+ u3

)
.

Èç òîãî, ÷òî ïðè u ≥ 1

dt

du
= −p

2

(
− 1

u2
+ 2 + 3u2

)
> 0.

âûòåêàåò, ÷òî êàæäîìó t > ξ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíî u ≥ 1, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ fu(t, u) = 0. Ïðè ýòîì u ñòðîãî âîçðàñòàåò
ñ ðîñòîì t.

-

6

q
q q

t

O u1

ξ t = −p(1+u2)2

2u

Ðèñ. 4

Â ñèëó òîãî, ÷òî dx/dt = u, èìååì

dx

du
=
dx

dt

dt

du
= u

dt

du
= −p

2

(
−1

u
+ 2u+ 3u3

)
.

Îòñþäà

x̂ = −p
2

(
ln

1

u
+ u2 +

3

4
u4
)
+ c.
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Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè u ≥ 1
(ò. å. ïðè t ≥ ξ)

x̂ = −p
2

(
ln

1

u
+ u2 +

3

4
u4
)
+ c,

t = −p
2

(
1

u
+ 2u+ u3

)
.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè x̂(·) è òîãî, ÷òî x̂(t) = 0 ïðè 0 ≤ t <
ξ, âûòåêàåò, ÷òî x̂(ξ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, c = 7p/8. Èòàê, åñëè
0 ≤ t ≤ −2p, òî x̂(t) = 0, à ïðè t ≥ −2p êðèâàÿ x̂(·) çàäàåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêè

x̂(t, p) = −p
2

(
ln

1

u
+ u2 +

3

4
u4
)
+

7

8
p,

t = −p
2

(
1

u
+ 2u+ u3

)
,

ãäå p < 0 è îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ x̂(t1, p) = x1. Ýòó êðèâóþ
íàçûâàþò êðèâîé Íüþòîíà.

-
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qq

x

O t2
�
�
�
�

�
�
�
�
�q

q
x1

t1

Ðèñ. 5

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ y = kt ïåðåñåêàåò êðèâóþ Íüþòîíà.
Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ x̂(·, p) íåïðåðûâíà è âûïóêëà, òàê êàê

d2x

dt2
=
du

dt
=

1

dt/du
=

1

−p
2

(
− 1

u2
+ 2 + 3u2

) > 0.

Êðîìå òîãî,

lim
t→+∞

x

t
= lim

t→+∞

dx

dt
= lim

t→+∞
u = +∞.

Èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êðèâîé Íüþòîíà âèäíî, ÷òî
êðèâàÿ x̂(cd, p) ïîëó÷àåòñÿ èç êðèâîé x̂(cd,−1) ãîìîòåòèåé ñ öåí-
òðîì O è êîýôôèöèåíòîì |p|. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïðîâåñòè êðèâóþ
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Íüþòîíà ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó (t1, x1) íóæíî íàéòè òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìîé x = x1t/t1 ñ êðèâîé x̂(cd,−1), à çàòåì ñäåëàòü ãîìî-
òåòèþ êðèâîé x̂(cd,−1), ïðè êîòîðîé òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåõîäèò
â òî÷êó (t1, x1).
Óáåäèìñÿ, ÷òî êðèâàÿ Íüþòîíà äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé ìèíè-

ìóì â çàäà÷å. Ïóñòü x(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â èñõîäíîé çà-
äà÷å, ò. å. îíà êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, x(0) = 0 è
x(t1) = x1. Òîãäà â ñèëó (76) (λ0 = 1)

t

1 + ẋ2(t)
− pẋ(t) ≥ t

1 + û2(t)
− pû(t).

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî∫ t1

0

ẋ(t) dt =

∫ t1

0

˙̂x(t) dt = x1,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå∫ t1

0

t dt

1 + ẋ2(t)
≥

∫ t1

0

t dt

1 + ˙̂x
2
(t)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó,
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 6.
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Âîïðîñû ê ýêçàìåíó

1. Ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ. Òåîðåìà î ñðåäíåì.
2. Òåîðåìà Ôåðìà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé.
3. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ. Òåîðåìà î ñìåøàííûõ

ïðîèçâîäíûõ.
4. Ôîðìóëà Òåéëîðà.
5. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å

áåç îãðàíè÷åíèé.
6. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å

áåç îãðàíè÷åíèé. Ñëåäñòâèå äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ.
7. Ñòðîãàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Òåîðåìà î ñóïåðïîçèöèè.
8. Òåîðåìà î ïîëíîì äèôôåðåíöèàëå.
9. Îïåðàòîð Íåìûöêîãî. Åãî ïðîèçâîäíàÿ. Îáîáùåííûé îïåðà-

òîð Íåìûöêîãî.
10. Ëåììà î ïðàâîì îáðàòíîì. Ëåììà î çàìêíóòîñòè îáðàçà.
11. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè è ñëåäñòâèå èç íåå.
12. Êàñàòåëüíûé âåêòîð. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà.
13. Òåîðåìû îòäåëèìîñòè.
14. Ëåììà î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà. Ëåììà îá àííóëÿòîðå

ÿäðà.
15. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ ñ îãðàíè-

÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ. Êëàññè÷åñêîå ïðàâèëî ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà.

16. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ãëàä-
êèõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ.

17. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å
ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ.

18. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè
òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.

19. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà. Óñëîâèå âûïóê-
ëîñòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

20. Ñóáäèôôåðåíöèàë. Òåîðåìà Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå.

21. Âûïóêëûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Òåîðåìà Êàðóøà�Êóíà�
Òàêêåðà.

22. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Óðàâíåíèå
Ýéëåðà.

23. Çàäà÷à Áîëüöà. Èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.
24. Çàäà÷à Ëàãðàíæà. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ìèíèìóìà.
25. Çàäà÷à ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè. Óðàâíåíèå Ýéëåðà�

Ïóàññîíà.
26. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à.
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27. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñèëüíûé ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì.

28. Ëåììû îá èãîëü÷àòîé âàðèàöèè è ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà.
29. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì ïðàâîì êîí-

öîì.
30. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çà-

äà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Óñëîâèå Âåéðøòðàññà è Ëå-
æàíäðà.

31. Óðàâíåíèå ßêîáè, ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà, óñëîâèå ßêîáè.
32. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çà-

äà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Óñëîâèå ßêîáè.
33. Òåîðèÿ ïîëÿ è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà â

ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
34. Çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå.
35. Àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà.


