
Âûïóêëûé àíàëèç (ëåêöèè)

ëåêòîð � À.À. Âàñèëüåâà

1 Âûïóêëûå è àôôèííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. ÌíîæåñòâîM ⊂
X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M è äëÿ ëþáîãî λ ∈
[0, 1] âûïîëíåíî (1− λ)x+ λy ∈M .

Íàïðèìåð, îòðåçîê [x, y] = {(1 − λ)x + λy : λ ∈ [0, 1]} ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, x1, . . . , xn ∈ X,

λ1, . . . , λn ≥ 0,
n∑
j=1

λj = 1. Òîãäà ñóììà
n∑
j=1

λjxj íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé

êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê x1, . . . , xn ∈M ïðèíàä-
ëåæèò M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî (â îïðåäåëå-
íèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ó÷àñòâóþò âûïóêëûå êîìáèíàöèè äâóõ òî÷åê).

Äîêàæåì ñ äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ìíîæåñòâîM âûïóêëî, x1, . . . , xn ∈
M . Äîêàæåì, ÷òî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ òî÷åê ïðèíàäëåæèò M .
Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 è n = 2 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Ïóñòü îíî âåðíî äëÿ n ≤ m. Äîêàæåì äëÿ n = m+ 1.

Ïóñòü x1, . . . , xm+1 ∈ M , λ1, . . . , λm+1 ≥ 0,
m+1∑
j=1

λj = 1. Ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî âñå λj > 0, ò.ê. èíà÷å ïîëó÷àåì âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ ìåíü-
øåãî êîëè÷åñòâà òî÷åê. Èìååì

m+1∑
j=1

λjxj = λ1x1 + (1− λ1)
m+1∑
j=2

λj
m+1∑
i=2

λi

xj ∈M,
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òàê êàê
m+1∑
j=2

λj
m+1∑
i=2

λi

xj ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé m òî÷åê ìíîæåñòâà

M è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðèíàäëåæèò M .

Îïðåäåëåíèå 3. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ M , ò.å.

convM =

{
n∑
j=1

λjxj : n ∈ N, xj ∈M, λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n,

n∑
j=1

λj = 1

}
.

Ïðåäëîæåíèå 2. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì M , ò.å.
1) convM âûïóêëî è M ⊂ convM , 2) åñëè A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
A ⊃M , òî A ⊃ convM .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî M ⊂ convM . Äîêàæåì, ÷òî convM âûïóê-
ëî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x1, . . . , xn ∈M , y1, . . . , ym ∈M , λ1, . . . , λn ≥ 0,

µ1, . . . , µm ≥ 0,
n∑
j=1

λj = 1,
m∑
j=1

µj = 1, x =
n∑
j=1

λjxj, y =
m∑
j=1

µjyj. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] òî÷êà (1− t)x+ ty ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M è ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò convM .

Ïóñòü A ⊃ M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Åñëè x1, . . . , xn ∈ M , òî ýòè
òî÷êè ïðèíàäëåæàò A è, çíà÷èò, ëþáàÿ èõ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ïðè-
íàäëåæèò A.

Çàäà÷à 1. 1) Ïîêàçàòü, ÷òî conv (A∪conv (B∪C)) = conv (A∪B∪C).
2) Ïóñòü M1, . . . , MN ⊂ X � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ïîêàçàòü, ÷òî

conv (M1 ∪ · · · ∪MN) =

{
N∑
j=1

λjxj : xj ∈Mj, λj ≥ 0,
N∑
j=1

λj = 1

}
.

3) Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî. Ïîêàçàòü, ÷òî åãî âíóòðåííîñòü è çàìûêàíèå òàêæå âûïóêëû.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî A ⊂
X íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A,
λ ∈ R âûïîëíåíî (1− λ)x+ λy ∈ A.
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Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, x1, . . . , xn ∈ X,

λ1, . . . , λn ∈ R,
n∑
j=1

λj = 1. Òîãäà ñóììà
n∑
j=1

λjxj íàçûâàåòñÿ àôôèííîé

êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ àôôèííàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê x1, . . . ,
xn ∈ A ïðèíàäëåæèò A.

Îïðåäåëåíèå 6. Àôôèííîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ àôôèííûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ M , ò.å.

aff M =

{
n∑
j=1

λjxj : n ∈ N, xj ∈M, λj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n,
n∑
j=1

λj = 1

}
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 4. Àôôèííàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîäåðæàùèì
M , ò.å. 1) aff M ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è M ⊂ aff M ,
2) åñëè A � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, A ⊃M , òî A ⊃ aff M .

Ïðåäëîæåíèå 5. Ìíîæåñòâî L ⊂ X ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L = x0 + Z, ãäå x0 ∈ L, Z
� ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = x0 +Z, ãäå Z � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü x = x0 + ξ, y = x0 + η, ãäå ξ, η ∈ Z, λ ∈ R. Òîãäà

(1−λ)x+λy = (1−λ)x0 +(1−λ)ξ+λx0 +λη = x0 +(1−λ)ξ+λη ∈ x0 +Z.

Çíà÷èò, L � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Íàîáîðîò, ïóñòü L� àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ L, Z = −x0+L.

Ïîêàæåì, ÷òî Z � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
1) Ïóñòü ξ, η ∈ Z, ò.å. ξ = x − x0, η = y − x0, ãäå x, y ∈ L. Òîãäà

ξ+η = x−x0+y−x0. Íî òî÷êà x−x0+y ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé êîìáèíàöèåé
òðåõ òî÷åê èç L è ïîýòîìó ñàìà ïðèíàäëåæèò L. Çíà÷èò, ξ + η ∈ Z.
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2) Ïóñòü Z 3 ξ = x − x0, x ∈ L, α ∈ R. Òîãäà αξ = αx − αx0 =
αx+(1−α)x0−x0; òî÷êà αx+(1−α)x0 ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé êîìáèíàöèåé
äâóõ òî÷åê èç L è ïîýòîìó ñàìà ïðèíàäëåæèò L. Çíà÷èò, αξ ∈ Z.

Çàìå÷àíèå. Åñëè Z � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, L = x0 +Z, y0 ∈ L,
òî L = y0 + Z.

Â ñàìîì äåëå, y0 − x0 ∈ Z, ïîýòîìó y0 + Z ⊂ x0 + Z è íàîáîðîò.
Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäñòàâëåíèè àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L â âè-

äå ñäâèãà ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî áðàòü ëþáóþ òî÷êó èç L;
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëó÷èòñÿ îäíî è òî æå.

Îïðåäåëåíèå 7. Òî÷êè x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ àôôèííî íåçàâèñèìû-

ìè, åñëè èç óñëîâèÿ
n∑
j=1

λjxj = 0,
n∑
j=1

λj = 0 ñëåäóåò, ÷òî λj = 0,

1 ≤ j ≤ n. Â îáðàòíîì ñëó÷àå òî÷êè íàçûâàþòñÿ àôôèííî çàâèñèìûìè.

Ïðåäëîæåíèå 6. Òî÷êè x0, x1, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ àôôèííî íåçàâèñèìû-
ìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x1−x0, . . . , xn−x0 ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè x0, x1, . . . , xn àôôèííî íåçàâèñèìû. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî
n∑
j=1

αj(xj − x0) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ α1, . . . , αn ∈ R. Òîãäà

(
−

n∑
j=1

αj

)
x0 +

n∑
j=1

αjxj = 0.

Èç àôôèííîé íåçàâèñèìîñòè òî÷åê xj ñëåäóåò, ÷òî αj = 0, 1 ≤ j ≤ n.
Îáðàòíî, ïóñòü âåêòîðû x1 − x0, . . . , xn − x0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïóñòü
n∑
j=0

λjxj = 0,
n∑
j=0

λj = 0. Âûðàçèâ λ0, ïîëó÷èì

(
−

n∑
j=1

λj

)
x0 +

n∑
j=1

λjxj = 0,

èëè
n∑
j=1

λj(xj−x0) = 0. Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî λj = 0,

1 ≤ j ≤ n; çíà÷èò, è λ0 = 0.
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Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü L � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Åãî ðàçìåð-
íîñòüþ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Z òàêîãî,
÷òî L = x0 + Z, x0 ∈ L.

Ïóñòü M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Åãî ðàçìåðíîñòüþ íàçûâàåòñÿ
ðàçìåðíîñòü àôôèííîé îáîëî÷êè M .

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü L � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè
n. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî àôôèííî íåçàâèñèìûõ òî÷åê â L ðàâ-
íî n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì L = x0 + Z, ãäå x0 ∈ L, Z � ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � áàçèñ â Z. Òîãäà òî÷êè x0, x0 +ξ1, . . . , x0 +
ξn àôôèííî íåçàâèñèìû. Çíà÷èò, L ñîäåðæèò n+1 àôôèííî íåçàâèñèìûõ
òî÷åê.

Ïóñòü y0, y1, . . . , ym ∈ L � àôôèííî íåçàâèñèìûå òî÷êè. Òîãäà L =
y0 + Z, ïðè ýòîì y1 − y0, . . . , ym − y0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Çíà÷èò, m ≤
n.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè n.
Òîãäà M ñîäåðæèò n+ 1 àôôèííî íåçàâèñèìûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àôôèííî íåçàâèñè-
ìûõ òî÷åê â M . Ðàññìîòðèì x1, . . . , xk ∈ M � àôôèííî íåçàâèñèìûå
òî÷êè. Ïîëîæèì L = aff {x1, . . . , xk}. Åñëè L 6⊃ M , òî ñóùåñòâóåò òî÷-
êà xk+1 ∈ M\L. Òîãäà x1, . . . , xk, xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìûå (òàê êàê
x2−x1, . . . , xk−x1, xk+1−x1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûå) è k íå ìàêñèìàëüíîå.
Çíà÷èò, L ⊃M . Ïîýòîìó L = aff M . Çíà÷èò, dimL = n, k = n+ 1.

Òåîðåìà 1. (Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü A ⊂ X, dim convA = d. Òîãäà

convA =

{
d+1∑
j=1

λjxj : xj ∈ A, λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ d+ 1,
d+1∑
j=1

λj = 1

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ convA, n ∈ N � íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå,

÷òî x =
n∑
j=1

λjxj, ãäå xj ∈ A, λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n,
n∑
j=1

λj = 1. Ïîêàæåì, ÷òî

n ≤ d+ 1.
Ïóñòü n > d + 1. Îáîçíà÷èì L = aff A. Çàìåòèì, ÷òî L = aff convA.

Çíà÷èò, dimL = d è ïîýòîìó x1, . . . , xn àôôèííî çàâèñèìû. Ïîýòîìó
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ñóùåñòâóþò ÷èñëà µ1, . . . , µn ∈ R, îäíîâðåìåíííî íå ðàâíûå 0, òàêèå,

÷òî
n∑
j=1

µj = 0 è
n∑
j=1

µjxj = 0.

Äëÿ ëþáîãî t ∈ R èìååì

x =
n∑
j=1

(λj − tµj)xj,
n∑
j=1

(λj − tµj) = 1.

Ïîäáåðåì t òàê, ÷òîáû λj − tµj ≥ 0 äëÿ âñåõ j è λj0 − tµj0 = 0 äëÿ
íåêîòîðîãî j0. Òîãäà x áóäåò ïðåäñòàâëåíà â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè
< n òî÷åê. Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî n ìèíèìàëüíîå.

Ïóñòü I = {j ∈ 1, n : µj > 0}. Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî, òàê êàê
n∑
j=1

µj = 0. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî âñå λj ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ïîëîæèì

t = minj∈I
λj
µj
. Ïóñòü ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà èíäåêñå j0. Òîãäà λj0−tµj0 =

0; åñëè j ∈ I, òî λj−tµj ≥ 0 ïî îïðåäåëåíèþ t. Åñëè j /∈ I, òî λj−tµj ≥ 0,
òàê êàê µj ≤ 0.

Çàìå÷àíèå. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà èç convA ïðåäñòàâè-
ìà â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè àôôèííî íåçàâèñèìûõ òî÷åê.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K ⊂ Rn � êîìïàêò. Òîãäà convK êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îãðàíè÷åííîñòü è çàìêíóòîñòü
convK. Òàê êàê K îãðàíè÷åíî, òî è convK îãðàíè÷åíî.

Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü. Ïóñòü {xm}m∈N ⊂ convK, xm →
m→∞

x. Ïîêà-

æåì, ÷òî x ∈ convK. Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè,

xm =
n+1∑
j=1

λm,jxm,j, xm,j ∈ K, λm,j ≥ 0,
n+1∑
j=1

λm,j = 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm,j}m∈N ⊂ Rn è {λm,j}m∈N ⊂ R îãðàíè÷åíû, ïî-
ýòîìó èç íèõ ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà-
÷èò, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mk}k∈N òàêàÿ, ÷òî λmk,j →

k→∞
λj,

xmk,j →
k→∞

ξj, 1 ≤ j ≤ n + 1. Îòìåòèì, ÷òî ξj ∈ K, λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n + 1,
n+1∑
j=1

λj = 1. Çíà÷èò,

xmk =
n+1∑
j=1

λmk,jxmk,j →
k→∞

n+1∑
j=1

λjξj ∈ convK,
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òàê ÷òî x ∈ convK.

Çàäà÷à 2. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà â R2 òàêîãî, ÷òî
convA íåçàìêíóòî.

Çàäà÷à 3. Ïðèâåñòè ïðèìåð êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â l2 òàêîãî, ÷òî
convA íåêîìïàêòíî.

2 Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

2.1 Ñóììà ìíîæåñòâ

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, A, B ⊂ X. Ñóììîé ìíîæåñòâ A è B
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Åñëè A èëè B ïóñòî, òî A+B = ∅.
Åñëè X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A è B îãðàíè÷åíû, òî A+B

îãðàíè÷åíî.
Åñëè X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A èëè B îòêðûòî, òî A+B

îòêðûòî.

Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè A è B âûïóêëû, òî A+B âûïóêëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B, λ ∈ [0, 1]. Òîãäà

(1− λ)(a1 + b1) + λ(a2 + b2) =

= [(1− λ)a1 + λa2] + [(1− λ)b1 + λb2] ∈ A+B.

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X
è B ⊂ X êîìïàêòíû. Òîãäà A+B êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A ×
B êîìïàêòíî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {(an, bn)}n∈N ⊂ A × B ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Â ñàìîì äåëå, âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ank}k∈N, à çàòåì {bnkj }j∈N. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(ankj , bnkj )}j∈N
ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó A×B.
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Èòàê, A × B êîìïàêòíî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : A × B → X,
f(a, b) = a + b. Îíî íåïðåðûâíî, åãî îáðàç � ýòî A + B. Çíà÷èò, A + B
êîìïàêòíî.

Çàäà÷à 4. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A,
B ⊂ R2 òàêèõ, ÷òî A+B íåçàìêíóòî.

2.2 Ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, 0 ∈
M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò λ > 0 òàêîå, ÷òî x

λ
∈

M . Ôóíêöèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
pM : X → R+, çàäàííîå ïî ôîðìóëå

pM(x) = inf
{
λ > 0 :

x

λ
∈M

}
.

Ðèñ. 1: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà pM .

Ïðèìåð. Ïóñòü (X, ‖ · ‖) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M � åäè-
íè÷íûé øàð â X. Òîãäà

pM(x) = inf
{
λ > 0 :

∥∥∥x
λ

∥∥∥ ≤ 1
}

= ‖x‖.

Çàäà÷à 5. Íàéòè ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî äëÿ à) òðåóãîëüíèêà ñ
âåðøèíàìè (1, 1), (−1, 0), (0, −1), á) ìíîæåñòâà {(x, y) : y > x2 − 1}, â)
ìíîæåñòâà {(x, y) : y >

√
x2 + 1− 2}.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà Ìèíêîâñêîãî:

� Ïóñòü M ⊂ N . Òîãäà pM(x) ≥ pN(x).
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Ðèñ. 2: Ãðàôèêè pM è pN .

� Ïóñòü t > 0. Òîãäà ptM(x) = pM (x)
t

.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X è äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1] âûïîëíåíî f((1 − λ)x + λy) ≤
(1− λ)f(x) + λf(y).

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-
îäíîðîäíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ X, λ ≥ 0 âûïîëíåíî f(λx) = λf(x).

Ïðåäëîæåíèå 11. Ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî âûïóêëûé è ïîëîæèòåëüíî-
îäíîðîäíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî pM(0) = 0. Ïóñòü x ∈ X, λ > 0. Òîãäà

pM(λx) = inf

{
t > 0 :

λx

t
∈M

}
= inf

{
λs > 0 :

x

s
∈M

}
= λpM(x).

Ïóñòü x1, x2 ∈ X. Ïîêàæåì, ÷òî pM(x1 + x2) ≤ pM(x1) + pM(x2). Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü t1 > pM(x1), t2 > pM(x2). Òîãäà x1

t1
∈ M , x2

t2
∈ M .

Çíà÷èò,
x1 + x2

t1 + t2
=

t1
t1 + t2

· x1

t1
+

t2
t1 + t2

· x2

t2
∈M.

Ïîýòîìó pM(x1 + x2) ≤ t1 + t2; îñòàåòñÿ ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè
t1 → pM(x1), t2 → pM(x2).

Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðèòü âûïóêëîñòü pM : åñëè x1, x2 ∈ X, λ ∈ [0, 1],
òî

pM((1−λ)x1 +λx2) ≤ pM((1−λ)x1) + pM(λx2) = (1−λ)pM(x1) +λpM(x2).
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Íà ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå äîêàçûâàëàñü òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, L ⊂ X � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, p : X → R � âûïóêëûé ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíûé ôóíê-
öèîíàë, f0 : L → R � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë òàêîé, ÷òî f0(x) ≤ p(x)
äëÿ ëþáîãî x ∈ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f : X → R
òàêîé, ÷òî f |L = f0 è f(x) ≤ p(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ðèñ. 3: Ãðàôèêè p, f0 è f .

Ýòà òåîðåìà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì îòäå-
ëèìîñòè.

2.3 Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî X∗ � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ íà X.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A, B ⊂ X �
íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, intA 6= ∅, (intA) ∩ B = ∅. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗\{0} òàêîé, ÷òî

sup
x∈A

x∗(x) ≤ inf
x∈B

x∗(x).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû ñëåäóþùèé. Ïóñòü

sup
x∈A

x∗(x) ≤ c ≤ inf
x∈B

x∗(x).

Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü

L = {x ∈ X : x∗(x) = c}.
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Ðèñ. 4: Ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.

Îíà ðàçáèâàåò X íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà: Π− = {x ∈ X : x∗(x) ≤ c} è
Π+ = {x ∈ X : x∗(x) ≥ c}. Òîãäà A ⊂ Π−, B ⊂ Π+, ò.å. ãèïåðïëîñêîñòü L
ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � î ñòðîãîé îòäåëèìîñòè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A, B ⊂ X �
íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, A çàìêíóòî, B êîìïàêòíî, A∩B = ∅.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗\{0} òàêîé, ÷òî

sup
x∈A

x∗(x) < inf
x∈B

x∗(x).

Ðèñ. 5: Ñòðîãàÿ îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ.

Åñëè
sup
x∈A

x∗(x) < c < inf
x∈B

x∗(x),
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òî A ñîäåðæèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå {x ∈ X : x∗(x) < c − ε}, à B �
â ïîëóïðîñòðàíñòâå {x ∈ X : x∗(x) > c + ε} äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, ò.å.
{x ∈ X : x∗(x) = c} ñòðîãî ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B.

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì êîíå÷íîìåðíóþ òåîðåìó îòäåëèìîñòè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A, B ⊂ Rn � íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, A ∩
B = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ (Rn)∗\{0} òàêîé, ÷òî

sup
x∈A

x∗(x) ≤ inf
x∈B

x∗(x).

2.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ëåììà 1. Ïóñòü M ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, 0 ∈ intM , x0 /∈
intM . Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗\{0} òàêîé, ÷òî

sup
x∈M

x∗(x) ≤ x∗(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêM âûïóêëî è 0 ∈ intM , òî äëÿ íåãî êîððåêòíî
îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî.

Ïîêàæåì, ÷òî pM(x0) ≥ 1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü pM(x0) < 1. Òîãäà
ñóùåñòâóåò κ > 1 òàêîå, ÷òî x̂ := κx0 ∈ M . Ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
Bδ(0) ⊂M . Òîãäà C = conv (Bδ(0) ∪ {κx0}) ⊂M .

Ðèñ. 6: Ìíîæåñòâî C.
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Ïîêàæåì, ÷òî x0 ∈ intC (òîãäà ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
x0 /∈ intM). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü λ = 1/κ. Òîãäà x0 = (1− λ)0 + λx̂ è

B(1−λ)δ(x0) = (1− λ)Bδ(0) + λx̂ ⊂ C.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f0 íà span {x0} ïî ôîðìóëå f0(tx0) = t. Åñëè
t < 0, òî f0(tx0) < 0 ≤ pM(tx0), à åñëè t ≥ 0, òî

f0(tx0) = t ≤ t · pM(x0) = pM(tx0).

Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f òàêîé,
÷òî f(x) ≤ pM(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X è f |span {x0} = f0. Òîãäà 1) f 6= 0, 2)
f(x0) = 1, 3) äëÿ ëþáîãî x ∈ M âûïîëíåíî f(x) ≤ pM(x) ≤ 1. Èç 2) è 3)
ñëåäóåò, ÷òî supx∈M f(x) ≤ f(x0).

Ðèñ. 7: Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþ-
ùåé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâåí. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî x ∈ X

|f(x)| = max{f(−x), f(x)} ≤ max{pM(−x), pM(x)} ≤

≤ max{pBδ(0)(x), pBδ(0)(−x)} =
‖x‖
δ

(íàïîìíèì, ÷òî Bδ(0) ⊂M , ïîýòîìó pM(x) ≤ pBδ(0)(x), x ∈ X).

Ñëåäñòâèå 2. ÏóñòüM ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ, x0 /∈ intM . Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗\{0} òà-
êîé, ÷òî x∗(x0) ≥ supx∈M x∗(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ ∈ intM . Ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ ëåììó ê
ìíîæåñòâó M − x̂ è òî÷êå x0 − x̂ è ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

13



Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, intA 6= ∅. Òîãäà
A ⊂ intA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Oδ(x0) ⊂ A, x ∈ A. Òîãäà

C = conv (Oδ(x0) ∪ {x}) ⊂ A,

ïðè ýòîì (1− λ)x0 + λx ∈ intA äëÿ 0 ≤ λ < 1. Çíà÷èò, x ∈ intA.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Íàì íóæíî íàéòè ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗\{0}
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ A, y ∈ B âûïîëíåíî x∗(x) ≤ x∗(y). Ýòî ýêâè-
âàëåíòíî óñëîâèÿì:

1. x∗(x) ≤ x∗(y), x ∈ intA, y ∈ B (â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 12 è íåïðåðûâ-
íîñòè x∗);

2. x∗(x+ (−y)) ≤ 0, x ∈ intA, y ∈ B;

3. x∗(z) ≤ 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ (intA) + (−B).

Ìíîæåñòâî (intA)+(−B) âûïóêëî, îòêðûòî è íå ñîäåðæèò 0 (ò.ê. (intA)∩
B = ∅). Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå, íàõîäèì òðåáóåìûé ôóíêöè-
îíàë x∗.

2.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4

ÏóñòüM ⊂ X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, x ∈ X. Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèåì
îò x äî M íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà dist (x, M) = infy∈M ‖x− y‖.

Ïðåäëîæåíèå 13. Ôóíêöèÿ x 7→ dist (x, M) íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, x2 ∈ X, ε > 0, y ∈M ,

‖x1 − y‖ ≤ dist (x1, M) + ε.

Òîãäà
dist (x2, M) ≤ ‖x2 − y‖ ≤ ‖x1 − y‖+ ‖x1 − x2‖ ≤

≤ dist (x1, M) + ε+ ‖x1 − x2‖.

Óñòðåìèâ ε ê 0, ïîëó÷èì dist (x2, M) ≤ dist (x1, M) + ‖x1− x2‖. Ïîìåíÿâ
x1 è x2, ïîëó÷èì dist (x1, M) ≤ dist (x2, M) + ‖x1 − x2‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Òàê êàê A çàìêíóòî è A ∩ B = ∅, òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ B âûïîëíåíî dist (x, A) > 0. Èç íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ è êîìïàêòíîñòè B ñëåäóåò, ÷òî infx∈B dist (x, A) >
0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî B + Uε íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ A, ãäå Uε � îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â 0 ðàäèóñà ε. Ìíîæåñòâî B +
Uε îòêðûòîå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë x∗ 6= 0 òàêîé, ÷òî

sup
x∈A

x∗(x) ≤ inf
x∈Uε+B

x∗(x) = inf
y∈B, z∈Uε

x∗(y + z) =

= inf
y∈B

x∗(y) + inf
z∈Uε

x∗(z) = inf
y∈B

x∗(y)− ε‖x∗‖.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðèìåð. Ïóñòü X = R2, A = {(x, y) : x > 0, y > 1/x}, B = {(x, y) :
x < 0, y > −1/x}. Ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Èõ ìîæ-
íî ðàçäåëèòü åäèíñòâåííîé ïðÿìîé, à ñòðîãî ðàçäåëèòü íåëüçÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì
{x ∈ X : x∗(x) ≤ c}, ãäå x∗ ∈ X∗\{0}, c ∈ R.

Ñëåäñòâèå 3. Ìíîæåñòâî M ⊂ X, M 6= X, âûïóêëî è çàìêíóòî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ
íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî � âûïóêëîå çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî èõ ñåìåéñòâà âûïóêëî è çà-
ìêíóòî.

Îáðàòíî, ïóñòüM ⊂ X âûïóêëî è çàìêíóòî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé M 6= ∅. Òîãäà ëþáóþ òî÷êó x /∈ M ìîæíî ñòðîãî îòäåëèòü îò
M , ò.å. ñóùåñòâóþò fx ∈ X∗\{0}, cx ∈ R òàêèå, ÷òî supy∈M fx(y) ≤ cx,
fx(x) > cx. Ïóñòü

Πx = {y ∈ X : fx(y) ≤ cx}.
Òîãäà M = ∩x/∈MΠx.

2.6 Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîìåðíîé òåîðåìû îòäåëè-

ìîñòè

Ëåììà 2. Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, dimM = n. Òîãäà
intM 6= ∅.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8, M ñîäåðæèò n + 1 àôôèííî
íåçàâèñèìóþ òî÷êó: x0, x1, . . . , xn. Ïîêàæåì, ÷òî intM 6= ∅. Â ñàìîì
äåëå, âåêòîðû ξ1 = x1−x0, . . . , ξn = xn−x0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èìååì

M ⊃ K := conv {x0, . . . , xn} =

{
n∑
i=0

λixi : λi ≥ 0,
n∑
i=0

λi = 1

}
=

=

{
x0 +

n∑
i=1

λiξi : λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi ≤ 1

}
.

Ðèñ. 8: Ìíîæåñòâî K.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè λi > 0, 1 ≤ i ≤ n,
n∑
i=1

λi < 1, òî x0 +
n∑
i=1

λiξi ∈ intM .

Â ñàìîì äåëå, âñå íîðìû íà Rn ýêâèâàëåíòíû; â ÷àñòíîñòè, îíè ýêâè-

âàëåíòíû íîðìå

∥∥∥∥ n∑
i=1

µiξi

∥∥∥∥ =
n∑
i=1

|µi|. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè λi > 0,

1 ≤ i ≤ n,
n∑
i=1

λi < 1,
n∑
i=1

|µi − λi| äîñòàòî÷íî ìàëî, òî µi > 0, 1 ≤ i ≤ n,

n∑
i=1

µi < 1, òàê ÷òî x0 +
n∑
i=1

µiξi ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
3, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè M ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, x̂ /∈
M , òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ (Rn)∗\{0}
òàêîé, ÷òî supx∈M x∗(x) ≤ x∗(x̂).

Åñëè dimM = n, òî M èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü (ïî ëåììå 2),
ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.

Ïóñòü dimM < n. Ïîëîæèì L = aff M . Åñëè x̂ /∈ L, òî ìîæíî ïðè-
ìåíèòü òåîðåìó 4. Åñëè x̂ ∈ L, òî áåðåì ãèïåðïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ L.
Îíà ðàçäåëÿåò L è x̂ (îíè ëåæàò â ãðàíèöå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïðî-
ñòðàíñòâ).
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Ïðèìåð. Ïóñòü A = [(−1, 0), (1, 0)], B = [(0, −1), (0, 1)]. Ýòè ìíî-
æåñòâà âûïóêëû, intA íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ B (ò.ê. ïóñòàÿ). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî A è B ðàçäåëèòü íåëüçÿ.

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, x0 � ãðà-
íè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàM . Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗\{0}
òàêîé, ÷òî x∗(x0) ≥ supx∈M x∗(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê êîíå÷íî-
ìåðíàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè: åñëè dimM = n, òî M èìååò âíóòðåííþþ
òî÷êó (ñì. ëåììó 2) è ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 3, à åñëè dimM < n,
òî M è x0 ëåæàò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïðèìåð. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, f : X → R � ëèíåéíûé íåîãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà X. Ïóñòü
M = {x ∈ X : f(x) < 0}. Òîãäà 0 /∈ M . Ïîêàæåì, ÷òî M è 0 íåëüçÿ
ðàçäåëèòü çàìêíóòîé ãèïåðïëîñêîñòüþ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü g : X → R
� ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, g 6= 0, supx∈M g(x) ≤ 0. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî f(x) = 0, âûïîëíåíî g(x) ≤ 0. Åñëè f(x) = 0,
òî f(−x) = 0, òàê ÷òî g(x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ker f ⊂ ker g, à ýòî âîç-
ìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè g = αf , ãäå α ∈ R. Íî ýòî íåâîçìîæíî,
ò.ê. g íåïðåðûâíûé, à f ðàçðûâíûé.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü M ⊂ l2,

M =

{
(x1, . . . , xn, . . . ) :

∞∑
n=1

n2x2
n < 1

}
.

Íàéòè òî÷êó x̂ = (x̂1, . . . , x̂n, . . . ) òàêóþ, ÷òî
∞∑
n=1

n2x̂2
n = 1, ïðè ýòîì

íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà, ðàçäåëÿþùåãî x̂ è
M .

Óêàçàíèå. 1) Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà

l2 èìååò âèä f(x1, . . . , xn, . . . ) =
∞∑
n=1

αnxn, ãäå (α1, . . . , αn, . . . ) ∈ l2. 2)

Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî â íåðàâåíñòâå Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ñîíàïðàâëåííûõ âåêòîðàõ.
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3 Êðàéíèå è âûñòóïàþùèå òî÷êè

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî.

Òî÷êà x ∈M íàçûâàåòñÿ êðàéíåé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé íè-
êàêîãî íåâûðîæäåííîãî îòðåçêà, ñîäåðæàùåãîñÿ âM ; òî åñòü èç óñëîâèé
x = y+z

2
, y, z ∈M , ñëåäóåò, ÷òî y = z = x.

Òî÷êà x ∈M íàçûâàåòñÿ âûñòóïàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë
x∗ ∈ X∗\{0} òàêîé, ÷òî x∗(x) = supy∈M x∗(y) è èç óñëîâèÿ x∗(y) = x∗(x)
ñëåäóåò, ÷òî y = x.

Ðèñ. 9: Âûñòóïàþùàÿ òî÷êà.

Ïóñòü x∗ ∈ X∗\{0}, x∗(x) = supy∈M x∗(y). Ãèïåðïëîñêîñòü {y ∈ X :
x∗(y) = x∗(x)} íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ â òî÷êå x. Ìíîæå-
ñòâî M ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x âûñòóïàþùàÿ, åñëè íàéäåòñÿ îïîðíàÿ ê M
ãèïåðïëîñêîñòü â òî÷êå x, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ M òîëüêî â x.

Ïðåäëîæåíèå 15. Âûñòóïàþùàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ M � âûñòóïàþùàÿ òî÷êà, x∗ ∈ X∗\{0},
{ξ ∈ X : x∗(ξ) = x∗(x)} � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ
M òîëüêî â òî÷êå x. Ïóñòü x = y+z

2
, y, z ∈ M . Òîãäà x∗(x) = x∗(y)+x∗(z)

2
,

x∗(y) ≤ x∗(x), x∗(z) ≤ x∗(x). Çíà÷èò, x∗(y) = x∗(z) = x∗(x), ïîýòîìó
y = z = x.

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = max{x3, 0}, M = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ f(x)}.
Òîãäà M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé, íî íå
âûñòóïàþùåé.

Çàäà÷à 7. Ïîêàçàòü, ÷òî ó åäèíè÷íîãî øàðà â ïðîñòðàíñòâå c0 íåò
êðàéíèõ òî÷åê.
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Ðèñ. 10: (0, 0) � êðàéíÿÿ, íî íå
âûñòóïàþùàÿ òî÷êà.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X. ×åðåç convA áó-
äåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A: convA =
convA.

Òåîðåìà 6. (Ñòðàøåâè÷). Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò. Òîãäà
M = convS, ãäå S � ìíîæåñòâî âûñòóïàþùèõ òî÷åê ìíîæåñòâà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà íà Rn åâêëèäîâà.
Ïóñòü C = convS. Òîãäà C ⊂M � âûïóêëûé êîìïàêò. Åñëè C 6= M ,

òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈M\C. Ïî òåîðåìå î ñòðîãîé îòäåëèìîñòè, ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ (Rn)∗\{0} òàêîé, ÷òî x∗(x0) > supx∈C x

∗(x) =: α.
(Åñëè S = ∅, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ñóïðåìóì ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðàâåí −∞ è
â êà÷åñòâå x∗ áåðåì ëþáîé íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë.)

Ïîêàæåì, ÷òî M ñîäåðæèò âûñòóïàþùóþ òî÷êó, íå ïðèíàäëåæàùóþ
C. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà ïîñòðîèì øàð, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî C, ó êî-
òîðîãî x0 ëåæèò íà ãðàíèöå. Çàòåì ñäåëàåì åãî ðàçäóòèå îòíîñèòåëüíî
öåíòðà, ñîäåðæàùåå M , òàê, ÷òîáû íà ãðàíèöå øàðà áûëà òî÷êà ìíîæå-
ñòâà M . Îíà áóäåò âûñòóïàþùåé, íî íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü C.

Ïóñòü ξ ∈ Rn � âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ãèïåð-
ïëîñêîñòè {x ∈ Rn : x∗(x) = α}, x∗(ξ) < 0. Ïóñòü VR � çàìêíóòûé øàð
ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 + Rξ. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè R äîñòàòî÷íî
âåëèêî, òî C ⊂ VR.

Â ñàìîì äåëå, èíà÷å ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xm ∈ C\Vm.
Èç {xm}m∈N ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmk →

k→∞
x. Òàê êàê x∗(xm) ≤ α, òî x∗(x) ≤ α < x∗(x0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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Ðèñ. 11: Ïîñòðîåíèå øàðîâ.

Ðèñ. 12: Øàðû VR.

xm ∈ {x ∈ Rn : x∗(x) ≤ x∗(x0)}\intVm. Ñïðàâà ñòîÿò âëîæåííûå çà-
ìêíóòûå ìíîæåñòâà, ïîýòîìó

x ∈ {x ∈ Rn : x∗(x) ≤ x∗(x0)}\ ∪k∈N intVmk =

= {x ∈ Rn : x∗(x) = x∗(x0)}.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ïóñòü R òàêîâî, ÷òî C ⊂ VR. Ïóñòü

R̃ = inf{r > 0 : Br(x0 +Rξ) ⊃M}.

Òîãäà R̃ ≥ R.
Ïóñòü R̃ = R. Òîãäà M ⊂ VR.
Ïóñòü L � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê VR â òî÷êå x0. Òàê êàê øàð

åâêëèäîâ, òî L∩ VR = {x0}. Íî L òàêæå áóäåò îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ
êM èM∩L = {x0}, ïîñêîëüêó x0 ∈M ⊂ VR. Çíà÷èò, x0 � âûñòóïàþùàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà M . Ïðè ýòîì x0 /∈ C.
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Ðèñ. 13: x0 � âûñòóïàþùàÿ òî÷-
êà

Ïóñòü R̃ > R, B � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà R̃ ñ öåíòðîì â x0+Rξ. Òàê
êàê M êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ∈ M , ‖x̂ − x0 − Rξ‖ = R̃. Òàê
êàê C ⊂ VR, òî x̂ /∈ C. Äàëüøå àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì,
÷òî x̂ � âûñòóïàþùàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M .

Ñëåäñòâèå 4. (òåîðåìà Êðåéíà�Ìèëüìàíà). Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóê-
ëûé êîìïàêò. Òîãäà M = conv Σ, ãäå Σ � ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê
ìíîæåñòâà M .

Òåîðåìû Ñòðàøåâè÷à è Êðåéíà�Ìèëüìàíà îáîáùàþòñÿ íà âûïóê-
ëûå êîìïàêòû â ïðîèçâîëüíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, åñòü è
áîëåå øèðîêèå îáîáùåíèÿ. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òåîðåìó Êðåéíà�
Ìèëüìàíà ìîæíî óñèëèòü: âìåñòî çàìûêàíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìîæíî
âçÿòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò. Òîãäà M = conv Σ,
ãäå Σ � ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìó äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Åñëè n = 1, òî M
� òî÷êà èëè îòðåçîê, â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïóñòü n > 1, x ∈M . Ïðîâåäåì ÷åðåç x ïðÿìóþ, îíà ïåðåñåêàåò M ïî
îòðåçêó [ξ, η]. Òîãäà x = (1−λ)ξ+λη äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ [0, 1]. Åñëè ìû
äîêàæåì, ÷òî ξ è η ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè êîìáèíàöèÿìè êðàéíèõ òî÷åê
ìíîæåñòâà M , òî óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.

Òàê êàê ξ è η � ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâàM , òî ñóùåñòâóþò îïîð-
íûå ãèïåðïëîñêîñòè ê M â ýòèõ òî÷êàõ: Lξ è Lη.
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Ðèñ. 14: Ïëîñêîñòè Lξ è Lη

ÏóñòüMξ = M ∩Lξ,Mη = M ∩Lη. Ýòî âûïóêëûå êîìïàêòû, ëåæàùèå
â àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n−1. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìå-
íèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè (ðàññìîòðåâ ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
Lξ − ξ è Lη − η è ëåæàùèå â íèõ âûïóêëûå êîìïàêòû Mξ − ξ è Mη − η).
Ïîëó÷èì, ÷òî ξ è η ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè êîìáèíàöèÿìè êðàéíèõ òî÷åê
ìíîæåñòâ Mξ è Mη ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ζ � êðàéíÿÿ òî÷êà Mξ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé
òî÷êîé M (äëÿ Mη äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Â ñàìîì äåëå,

Lξ = {z ∈ Rn : x∗(z) = x∗(ξ)}, sup
z∈M

x∗(z) = x∗(ξ),

x∗ ∈ (Rn)∗\{0}. Ïóñòü ζ = ζ1+ζ2
2

, ζ1, ζ2 ∈M . Òîãäà

x∗(ξ) = x∗(ζ) =
x∗(ζ1) + x∗(ζ2)

2
,

x∗(ζ1) ≤ x∗(ξ), x∗(ζ2) ≤ x∗(ξ). Çíà÷èò, x∗(ζ1) = x∗(ζ2) = x∗(ξ), ò.å. ζ1,
ζ2 ∈Mξ. Òàê êàê ζ � êðàéíÿÿ òî÷êà Mξ, òî ζ1 = ζ2 = ζ.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò. Âåðíî ëè, ÷òî M =
convS, ãäå S � ìíîæåñòâî âûñòóïàþùèõ òî÷åê M?

4 Âûïóêëûå ôóíêöèè

4.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R ∪ {±∞}. Íàäãðàôèêîì
ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

epi f = {(x, u) ∈ X × R : u ≥ f(x)}.
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Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè ìíîæåñòâî
epi f âûïóêëî.

Çàìå÷àíèå. Åñëè f âûïóêëà, òî ìíîæåñòâà {x : f(x) < +∞}, {x :
f(x) = −∞}, {x : f(x) ≤ c} âûïóêëû.

Çàäà÷à 9. Îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ ôóíêöèé f : R2 →
R ∪ {±∞} òàêèõ, ÷òî int {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = −∞} = {(x, y) :
x2 + y2 < 1}.

Çàäà÷à 10. Îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ ôóíêöèé f : R2 →
R ∪ {±∞} òàêèõ, ÷òî int {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = −∞} = {(x, y) :
max{|x|, |y|} < 1}.

Îïðåäåëåíèå 12. Ôóíêöèÿ f : X → R ∪ {+∞} íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé, åñëè dom f := {x : f(x) < +∞} 6= ∅.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè âõîäèò, ÷òî îíà íå
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ −∞.

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü f : X → R ∪ {+∞}. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1. f âûïóêëà;

2. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, λ ∈ [0, 1] âûïîëíåíî

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

(ïîëàãàåì 0 · (+∞) = 0).

Ðèñ. 15: Íàäãðàôèê
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ⇒ 2. Ïóñòü f âûïóêëà. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé, êîãäà 0 < λ < 1, f(x) < +∞, f(y) < +∞. Òàê êàê epi f âûïóêëî,
òî [(x, f(x)), (y, f(y))] ⊂ epi f . Çíà÷èò, ((1−λ)x+λy, (1−λ)f(x)+λf(y)) ∈
epi f . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y).

2⇒ 1. Ïóñòü (x, u), (y, v) ∈ epi f , λ ∈ [0, 1]. Òîãäà

(1− λ)u+ λv ≥ (1− λ)f(x) + λf(y) ≥ f((1− λ)x+ λy),

òàê ÷òî ((1− λ)x+ λy, (1− λ)u+ λv) ∈ epi f .

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïóñòü f : X → R∪{+∞} âûïóêëà. Òîãäà âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî Éåíñåíà:

f

(
n∑
j=1

λjxj

)
≤

n∑
j=1

λjf(xj)

äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ X, λ1 ≥ 0, . . . , λn ≥ 0 òàêèõ, ÷òî
n∑
j=1

λj = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ n = 1, 2
ýòî òðèâèàëüíî. Ïóñòü íåðàâåíñòâî Éåíñåíà âåðíî äëÿ n ≤ m. Äîêàæåì
åãî äëÿ n = m+ 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λj > 0, 1 ≤ j ≤ m+ 1. Èìååì

f

(
m+1∑
j=1

λjxj

)
= f

λ1x1 + (1− λ1)
m+1∑
j=2

λj
m+1∑
i=2

λi

xj

 ≤

≤ λ1f(x1) + (1− λ1)f

m+1∑
j=2

λj
m+1∑
i=2

λi

xj

 ≤

≤ λ1f(x1) + (1− λ1)
m+1∑
j=2

λj
m+1∑
i=2

λi

f(xj) =
n∑
j=1

λjf(xj)

(çäåñü èñïîëüçîâàëîñü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè è
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè).
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû âûïóêëûõ ôóíêöèé.

1. Ïóñòü M ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, 0 ∈ M , äëÿ ëþáîãî x ∈ X
ñóùåñòâóåò λ > 0 òàêîå, ÷òî x/λ ∈ M . Òîãäà ôóíêöèîíàë Ìèí-
êîâñêîãî pM � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íîðìà ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé ôóíêöèåé.

2. Ïóñòü A ⊂ X. Èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

IA(x) =

{
0, x ∈ A,
+∞, x /∈ A.

Ýòà ôóíêöèÿ âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A âûïóêëî.

Çàäà÷à 11. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) = ln(ex1 + · · ·+ exn)
âûïóêëà.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà.

Ïðåäëîæåíèå 18. Ïóñòü f , g : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëûå ôóíêöèè.
Òîãäà f + g âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ X, λ ∈ [0, 1]. Òîãäà

f((1− λ)x+ λy) + g((1− λ)x+ λy) ≤

≤ (1− λ)f(x) + λf(y) + (1− λ)g(x) + λg(y) =

= (1− λ)(f + g)(x) + λ(f + g)(y).

Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü fn : X → R ∪ {±∞} � âûïóêëûå ôóíêöèè,
n ∈ N. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
fn(x) =: f(x).

Òîãäà f âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x, u), (y, v) ∈ epi f . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
ε > 0. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîëó÷àåì (x, u + ε) ∈ epi fn,
(y, v + ε) ∈ epi fn. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1]

((1− λ)x+ λy, (1− λ)u+ λv + ε) ∈ epi fn,
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èëè fn((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)u + λv + ε. Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïî n è
ïîëó÷àåì f((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)u + λv + ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ε > 0, f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)u+ λv, ò.å.

((1− λ)x+ λy, (1− λ)u+ λv) ∈ epi f.

Çíà÷èò, f âûïóêëà.

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, fα : X → R ∪ {±∞} �
âûïóêëûå ôóíêöèè, α ∈ A, f(x) = supα∈A fα(x). Òîãäà f âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî epi f = ∩α∈Aepi fα. Îñòàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü âûïóêëîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

4.2 Âûïóêëîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé

Ñíà÷àëà íàïîìíèì òåîðåìû èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé.

1. Åñëè f : R → R âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà, òî f âûïóêëà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ′ íåóáûâàþùàÿ.

2. Åñëè f : R → R âñþäó äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî f âûïóêëà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′′(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R.

Îáîáùèì ýòè óòâåðæäåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî f : X → R
äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî h ∈ X ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

lim
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
=: f ′(x0)[h],

ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå f ′(x0) : h 7→ f ′(x0)[h] � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðà-
æåíèå A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè (A(x)−A(y))(x−y) ≥
0 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X.

Åñëè X = R, òî X∗ = R; A : R→ R ìîíîòîííî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 21. Åñëè ôóíêöèÿ f : X → R âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà
ïî Ãàòî, òî f âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå x 7→
f ′(x) ìîíîòîííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ X. Ïîëîæèì

gx,y(t) := g(t) := f((1− t)x+ ty), t ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî f âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà gx,y âûïóêëà äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X.

Ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà:

g′(t) = lim
λ→0

f((1− t)x+ ty + λ(y − x))− f((1− t)x+ ty)

λ
=

= f ′((1− t)x+ ty)[y − x].

Çíà÷èò, g âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g′ âîçðàñòàåò, ò.å.

f ′((1− s)x+ sy)[y − x]− f ′((1− t)x+ ty)[y − x] ≥ 0, t ≤ s. (1)

Åñëè g′ âîçðàñòàåò, òî ïîäñòàâèì s = 1, t = 0 è ïîëó÷èì

(f ′(y)− f ′(x))[y − x] ≥ 0,

ò.å. îòîáðàæåíèå x 7→ f ′(x) ìîíîòîííî.
Åñëè îòîáðàæåíèå x 7→ f ′(x) ìîíîòîííî, òî äëÿ ëþáûõ s > t

0 ≤ (f ′((1− s)x+ sy)− f ′((1− t)x+ ty))[(1− s)x+ sy − (1− t)x− ty] =

= (f ′((1− s)x+ sy)− f ′((1− t)x+ ty))[(s− t)(y − x)];

ðàçäåëèâ íà s− t, ïîëó÷èì (1).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → R äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â îêðåñòíîñòè
U òî÷êè x0. Ïóñòü h ∈ X. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x 7→ f ′(x)[h], x ∈ U .
Åñëè îíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ãàòî â òî÷êå x0 äëÿ ëþáîãî h ∈ X, òî f
íàçûâàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ïî Ãàòî â òî÷êå x0.

Îáîçíà÷èì
f ′′(x0)[h, h̃] := (f ′(·)[h])′(x0)[h̃].

Çàìåòèì, ÷òî f ′′(x0)[h, h̃] áèëèíåéíà ïî h, h̃.
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Ïðåäëîæåíèå 22. Åñëè ôóíêöèÿ f : X → R âñþäó äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî Ãàòî, òî f âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′′(x)[h, h] ≥
0 äëÿ ëþáûõ x ∈ X, h ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè, èñïîëüçóåì ôóíê-
öèþ gx,y(t) := g(t) := f((1−t)x+ty) è èññëåäóåì åå íà âûïóêëîñòü. Èìååì

g′(t) = f ′((1− t)x+ ty)[y − x], g′′(t) = f ′′((1− t)x+ ty)[y − x, y − x].
(2)

Ïóñòü f ′′(ξ)[h, h] ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ξ, h ∈ X. Ïîäñòàâèì ξ = (1−t)x+ty,
h = x − y â (2) è ïîëó÷èì g′′(t) ≥ 0. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ gx,y âûïóêëà äëÿ
ëþáûõ x, y.

Ïóñòü gx,y âûïóêëà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X. Òîãäà

f ′′((1− t)x+ ty)[y − x, y − x] ≥ 0

äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Ïîäñòàâèâ t = 0, y = x+h, ïîëó÷èì f ′′(x)[h, h] ≥ 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X = Rn, f : X → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî

f âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà
(
f ′′xixj(x)

)n
i,j=1

íåîòðèöà-

òåëüíî îïðåäåëåíà. Â ñàìîì äåëå, äëÿ h = (h1, . . . , hn)

f ′(x)[h] =
n∑
i=1

f ′xi(x)hi, f ′′(x)[h, h] =
n∑

i,j=1

f ′′xixj(x)hihj;

íåîòðèöàòåëüíîñòü ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ëþáîãî h ∈ Rn è îçíà÷àåò íåîòðè-

öàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû
(
f ′′xixj(x)

)n
i,j=1

.

5 Ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X →
R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, f(x0) < +∞. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì f â
òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂f(x0) = {x∗ ∈ X∗ : f(x) ≥ f(x0) + x∗(x− x0), ∀x ∈ X}.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ãðàôèê ôóíêöèè f ëåæèò íå íèæå ãðàôè-
êà ôóíêöèè l(x) = f(x0)+x∗(x−x0). Ãðàôèê l � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
ê epi f .

Ñâîéñòâà ñóáäèôôåðåíöèàëà.
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Ðèñ. 16: Ðàñïîëîæåíèå ãðàôè-
êîâ f è l

1. ∂f(x0) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x∗, y∗ ∈ ∂f(x0), λ ∈ [0, 1]. Òîãäà f(x) ≥ f(x0)+
x∗(x− x0), f(x) ≥ f(x0) + y∗(x− x0). Óìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî
íà 1− λ, âòîðîå íà λ, ñëîæèì è ïîëó÷èì

f(x) ≥ f(x0) + ((1− λ)x∗ + λy∗)(x− x0),

òàê ÷òî (1− λ)x∗ + λy∗ ∈ ∂f(x0).

2. ∂f(x0) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x∗n ∈ ∂f(x0), x∗n →
n→∞

x∗. Òîãäà f(x) ≥ f(x0) +

x∗n(x− x0), x ∈ X. Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì x∗ ∈
∂f(x0).

3. Åñëè f ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî ∂f(x0)
ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà L.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0), ‖x∗‖ > L. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð
h òàêîé, ÷òî ‖h‖ = 1, x∗(h) > L. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 ïîëó÷àåì

f(x0 + δh)− f(x0) ≥ x∗(δh) > Lδ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèÿ Ëèïøèöà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
δ èìååì f(x0 + δh)− f(x0) ≤ Lδ � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü f : R → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x0 ∈
int dom f . Ïîêàçàòü, ÷òî ∂f(x0) = [f ′−(x0), f ′+(x0)], ãäå f ′±(x0) � ëåâàÿ è
ïðàâàÿ ïðîèçâîäíûå.

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéíãàóçà èç ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Y � íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî, Aλ : X → Y � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, λ ∈ Λ.
Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî supλ∈Λ ‖Aλx‖ <∞. Òîãäà

sup
λ∈Λ
‖Aλ‖ <∞.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéíãàóçà.

Ïðåäëîæåíèå 23. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, f : X → R ∪
{+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x0 ∈ dom f , äëÿ ëþáîãî h ∈ X ñóùåñòâó-
åò δ > 0 òàêîå, ÷òî x0 + δh ∈ dom f . Òîãäà ∂f(x0) � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî {x∗(h)}x∗∈∂f(x0) îãðàíè÷åíî
äëÿ ëþáîãî h ∈ X. Òàê êàê X ïîëíî, òî ïî òåîðåìå Áàíàõà�Øòåéíãàóçà
ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîñòü ∂f(x0).

Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ R âûïîëíåíî f(x0 + th) ≥
f(x0) + t · x∗(h). Ïîëîæèì g(t) = f(x0 + th). Òîãäà g(t) ≥ g(0) + t · x∗(h).
Çíà÷èò, x∗(h) ∈ ∂g(0). Òàê êàê 0 ∈ int dom g, òî ∂g(0) îãðàíè÷åíî ïî
ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü c0,0 � ïîäïðîñòðàíñòâî â c0, ñîñòîÿùåå èç ôèíèò-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîñòðîèòü âûïóêëóþ ôóíêöèþ f : c0,0 → R
òàêóþ, ÷òî ∂f(0) íåîãðàíè÷åí.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü f : X → R, f(x) = ‖x‖. à) Ïîêàçàòü, ÷òî ∂f(0) =
BX∗ (åäèíè÷íûé øàð â X∗). á) Ïóñòü x0 6= 0. Ïîêàçàòü, ÷òî ∂f(x0) =
{x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ = 1, x∗(x0) = ‖x0‖}.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü f : c0 → R, f(x) = ‖x‖, x0 6= 0. Íàéòè ∂f(x0).
Óêàçàíèå. Íàïîìíèì, ÷òî x∗ ∈ c∗0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x∗(x1, . . . , xn, . . . ) =
∞∑
n=1

αnxn,

ãäå
∞∑
n=1

|αn| <∞. Ïðè ýòîì ‖x∗‖ =
∞∑
n=1

|αn|.

5.1 Òåîðåìû î íåïóñòîòå ñóáäèôôåðåíöèàëà

Ïðåäëîæåíèå 24. Ïóñòü f : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
x0 ∈ int dom f . Ïóñòü f îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà íåêîòîðîì íåïóñòîì îò-
êðûòîì ìíîæåñòâå. Òîãäà ∂f(x0) 6= ∅.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â X × R ìíîæåñòâà A = epi f è B =
{(x0, f(x0))}. Îíè âûïóêëûå, ïðè ýòîì B ∩ intA = ∅.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ñóùåñòâóåò U ⊂ X � îòêðûòîå íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî, f(x) ≤ c äëÿ ëþáîãî x ∈ U . Òîãäà U × (c, +∞) ⊂ A, òàê ÷òî
intA 6= ∅.

Ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë y∗ ∈ (X × R)∗\{0}
òàêîé, ÷òî

inf
(x, u)∈A

y∗(x, u) ≥ y∗(x0, f(x0)). (3)

Ðèñ. 17: Íåïóñòîòà ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà

Íàïîìíèì, ÷òî (X × R)∗ = X∗ × R. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò x∗ ∈ X∗

è α ∈ R òàêèå, ÷òî y∗(x, u) = x∗(x) + αu, x ∈ X, u ∈ R. Ïðè ýòîì
(x∗, α) 6= (0, 0).

Íåðàâåíñòâî (3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

x∗(x) + αu ≥ x∗(x0) + αf(x0), (x, u) ∈ epi f. (4)

Ïóñòü α < 0. Âçÿâ x = x0, u > f(x0), ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü α = 0. Òîãäà (4) èìååò âèä

x∗(x) ≥ x∗(x0), (x, u) ∈ epi f.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, x0 ∈ int dom f , òî åñòü ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ Bδ(x0) âûïîëíåíî f(x) < +∞. Çíà÷èò, x∗(x) ≥ x∗(x0)
äëÿ ëþáîãî x ∈ Bδ(x0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x∗ = 0. Â ñàìîì äåëå, åñëè
‖h‖ ≤ δ, òî x∗(x0 ± h) ≥ x∗(x0) è ïîýòîìó ±x∗(h) ≥ 0; çíà÷èò, x∗(h) = 0.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè (x∗, α) = (0, 0), ÷òî íåâåðíî.
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Çíà÷èò, α > 0. Âîçüìåì x ∈ dom f , u = f(x) è ïîëó÷èì

x∗(x) + αf(x) ≥ x∗(x0) + αf(x0),

èëè

f(x) ≥ f(x0)− x∗

α
(x− x0).

Çíà÷èò, −x∗

α
∈ ∂f(x0).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî ∂f(x0) 6= ∅.

Ïðåäëîæåíèå 25. Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
x0 ∈ int dom f . Òîãäà ∂f(x0) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå,
òîëüêî âìåñòî òåîðåìû îòäåëèìîñòè ïðèìåíÿåì òåîðåìó îá îïîðíîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè ê âûïóêëîìó ìíîæåñòâó â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð. Ïóñòü dimX =∞, f : X → R � ëèíåéíûé íåîãðàíè÷åííûé
ôóíêöèîíàë. Òîãäà f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì ∂f(x0) = ∅ äëÿ
ëþáîãî x0 ∈ X. Â ñàìîì äåëå, åñëè x∗ ∈ ∂f(x0), òî äëÿ ëþáîãî h ∈ X
âûïîëíåíî f(x0 +h) ≥ f(x0)+x∗(h), èëè (f−x∗)(h) ≥ 0. Òîãäà f−x∗ = 0,
÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê f íåîãðàíè÷åííûé, à x∗ îãðàíè÷åííûé.

Çàäà÷à 16. Ïðèâåñòè ïðèìåð âûïóêëîé ôóíêöèè f : R→ R∪{+∞},
ó êîòîðîé ñóáäèôôåðåíöèàë â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ dom f ïóñò.

5.2 Òåîðåìû î ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè

Ïóñòü f : X → R ∪ {+∞}, U ⊂ dom f � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ñêàæåì,
÷òî f ëîêàëüíî ëèïøèöåâà íà U , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U ñóùåñòâóåò
åå îêðåñòíîñòü, íà êîòîðîé f ëèïøèöåâà.

Ïðåäëîæåíèå 26. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X →
R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà BR(x0). Ïóñòü α ∈
(0, 1). Òîãäà f ëèïøèöåâà íà BRα(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f íå ëèïøèöåâà íà BRα(x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
n ∈ N ñóùåñòâóþò òî÷êè xn, yn ∈ BRα(x0) òàêèå, ÷òî f(yn) − f(xn) >
n‖yn − xn‖. Ïðîâåäåì ÷åðåç xn, yn ëó÷ ñ íà÷àëîì â xn. Åãî ïåðåñå÷åíèå
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ñ BR(x0) � ýòî îòðåçîê [xn, zn]; òîãäà yn = (1− λn)xn + λnzn, λn ∈ (0, 1).
Òàê êàê f âûïóêëà, òî

f(yn) ≤ (1− λn)f(xn) + λnf(zn),

ò.å.
n‖yn − xn‖ < f(yn)− f(xn) ≤ λn(f(zn)− f(xn)).

Äàëåå, yn − xn = λn(zn − xn). Çíà÷èò, ‖yn − xn‖ = λn‖zn − xn‖ è

f(zn)− f(xn) > n‖zn − xn‖ ≥ n(‖zn − x0‖ − ‖xn − x0‖) ≥ nR(1− α).

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî f îãðàíè÷åíà íà BR(x0).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R ∪
{+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü f îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà íåêîòî-
ðîì íåïóñòîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå. Òîãäà f ëîêàëüíî ëèïøèöåâà íà
int dom f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 26, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè èç int dom f ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé f
îãðàíè÷åíà.

Ïóñòü x0 ∈ int dom f . Ïîêàæåì, ÷òî f îãðàíè÷åíà ñíèçó â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Â ñàìîì äåëå, ∂f(x0) 6= ∅ ïî ïðåäëîæåíèþ 24.
Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî f(x) ≥ f(x0) +
x∗(x− x0); îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà íà øàðå.

Òåïåðü äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ïî
óñëîâèþ òåîðåìû, ñóùåñòâóþò øàðBr(ξ0) è ÷èñëî c ∈ R òàêèå, ÷òî f(x) ≤
c äëÿ ëþáîãî x ∈ Br(ξ0). Òàê êàê x0 ∈ int dom f , òî ñóùåñòâóåò κ > 1
òàêîå, ÷òî x̂ := ξ0 +κ(x0− ξ0) ∈ dom f . Òîãäà x0 = ξ0 +λ(x̂− ξ0), λ = 1/κ.

Ðèñ. 18: Îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó

Èìååì: Br(ξ0)× [c, +∞) ⊂ epi f , {x̂} × [f(x̂), +∞) ⊂ epi f . Òàê êàê f
âûïóêëà, òî B(1−λ)r(x0)× [max{c, f(x̂)}, +∞) ⊂ epi f . Çíà÷èò, f îãðàíè-
÷åíà ñâåðõó íà B(1−λ)r(x0).
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Òåîðåìà 10. Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f
ëîêàëüíî ëèïøèöåâà íà int dom f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëîêàëüíóþ îãðàíè÷åí-
íîñòü íà int dom f .

Ïóñòü x0 ∈ int dom f . Òîãäà ∂f(x0) 6= ∅ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 25, ïî-
ýòîìó f îãðàíè÷åíà ñíèçó â îêðåñòíîñòè x0.

Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0. Ïóñòü
{ej}nj=1 � ñòàíäàðòíûå áàçèñíûå âåêòîðû, δ > 0 òàêèå, ÷òî x0 ± δej ∈
dom f , 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà conv {x0 ± δej}nj=1 ⊂ dom f , x0 � âíóòðåííÿÿ

òî÷êà conv {x0±δej}nj=1. Ïóñòü λj ≥ 0, µj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n,
n∑
j=1

λj+
n∑
j=1

µj = 1.

Òîãäà

f

(
n∑
j=1

λj(x0 + δej) +
n∑
j=1

µj(x0 − δej)

)
≤

≤
n∑
j=1

λjf(x0 + δej) +
n∑
j=1

µjf(x0 − δej) ≤ max{f(x0 ± δej)}nj=1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.3 Ñóáäèôôåðåíöèàë lp-íîðìû íà Rn

Ïóñòü 1 < p < ∞, f : Rn → R, f(x1, . . . , xn) =

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

. Âû÷èñëèì

∂f(0).
Íàïîìíèì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà: äëÿ ëþáûõ (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈

Rn

n∑
j=1

xjyj ≤

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|yj|p
′

)1/p′

,

ãäå 1
p′

+ 1
p

= 1.
Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ò.å. äëÿ ëþáîãî (y1, . . . , yn) ∈ Rn

ñóùåñòâóåò âåêòîð (x1, . . . , xn) ∈ Rn\{0} òàêîé, ÷òî

n∑
j=1

xjyj =

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|yj|p
′

)1/p′

. (5)

34



Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü (y1, . . . , yn) 6= (0, . . . , 0). Ïîëî-
æèì xj = |yj|p

′−1sgn yj. Òîãäà

n∑
j=1

xjyj =
n∑
j=1

|yj|p
′
,

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

=

(
n∑
j=1

|yj|p(p
′−1)

)1/p

=

(
n∑
j=1

|yj|p
′

)1−1/p′

,

îòêóäà ñëåäóåò (5).

Ïðåäëîæåíèå 27. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∂f(0) =

{
(y1, . . . , yn) ∈ Rn :

n∑
j=1

|yj|p
′ ≤ 1

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Óñëîâèå (y1, . . . , yn) ∈ ∂f(0)
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó(

n∑
j=1

|xj|p
)1/p

≥
n∑
j=1

xjyj, ∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Åñëè
n∑
j=1

|yj|p
′ ≤ 1, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

n∑
j=1

xjyj ≤

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|yj|p
′

)1/p′

≤

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

.

Çíà÷èò, (y1, . . . , yn) ∈ ∂f(0).

Ïóñòü
n∑
j=1

|yj|p
′
> 1. Âûáåðåì âåêòîð (x1, . . . , xn) ∈ Rn\{0} òàêîé, ÷òî

âûïîëíåíî (5). Òîãäà

n∑
j=1

xjyj =

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|yj|p
′

)1/p′

>

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

,

ïîýòîìó (y1, . . . , yn) /∈ ∂f(0).
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5.4 Ñóáäèôôåðåíöèàë â òî÷êå ãëàäêîñòè

Ïóñòü ϕ : X → R∪{+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x0, x ∈ dom f , 0 < t < 1.
Òîãäà èç íåðàâåíñòâà ϕ((1− t)x0 + tx) ≤ (1− t)ϕ(x0) + tϕ(x) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ((1− t)x0 + tx)− ϕ(x0)

t
≤ ϕ(x)− ϕ(x0). (6)

Òåîðåìà 11. Ïóñòü f : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x0 ∈
int dom f , ïðè ýòîì f äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå x0. Òîãäà

∂f(x0) = {f ′(x0)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0). Òîãäà f(x) ≥ f(x0) + x∗(x − x0)
äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå f(x) − x∗(x) ≥
f(x0)−x∗(x0). Ïîëîæèì g(x) = f(x)−x∗(x). Òîãäà x0 � òî÷êà ìèíèìóìà
ôóíêöèè g. Ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå x0 è g′(x0) =
f ′(x0) − x∗. Ïî òåîðåìå Ôåðìà, g′(x0) = 0, òàê ÷òî x∗ = f ′(x0). Çíà÷èò,
∂f(x0) ⊂ {f ′(x0)}.

Äîêàæåì, ÷òî f ′(x0) ∈ ∂f(x0). Ïóñòü ϕ(x) = f(x) − f ′(x0)[x]. Ýòî
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è ϕ′(x0) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x0 � òî÷êà ìè-
íèìóìà ϕ. (Â ñàìîì äåëå, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî ϕ(x) <
ϕ(x0), òî ïðèìåíÿåì (6), ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè t → +0 è ïîëó÷àåì
ϕ′(x0)[x− x0] ≤ ϕ(x)− ϕ(x0) < 0, ò.å. ϕ′(x0) 6= 0).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü f : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x0 ∈
int dom f , ∂f(x0) = {x∗}. Ïóñòü f îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà íåïóñòîì îò-
êðûòîì ìíîæåñòâå èëè X êîíå÷íîìåðíî. Òîãäà f äèôôåðåíöèðóåìà ïî
Ãàòî â òî÷êå x0 è f ′(x0) = x∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ X ôóíêöèÿ

t 7→ f(x0 + th)− f(x0)

t
, t > 0,

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé; çíà÷èò, ñóùåñòâóåò lim
t→+0

f(x0+th)−f(x0)
t

=: ϕ(h). Çà-

ìåòèì, ÷òî ϕ(λh) = λϕ(h), f(x0 +λh)− f(x0) ≥ λϕ(h) ïðè λ ≥ 0. Òàê êàê
x∗ ∈ ∂f(x0), òî ϕ(h) ≥ x∗(h).

Ïóñòü f ′(x0) 6= x∗ èëè ôóíêöèÿ f íå äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî. Òîãäà
ñóùåñòâóåò âåêòîð h ∈ X òàêîé, ÷òî ϕ(h) > x∗(h).
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Ìíîæåñòâà
A = {(x, u) ∈ X × R : u > f(x)}

è
B = {(x0 + λh, f(x0) + λϕ(h)) : λ ≥ 0}

âûïóêëû è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðèìåíÿåì îäíó èç òåîðåì îòäåëèìîñòè ê
ýòèì ìíîæåñòâàì.

Ðèñ. 19: Ìíîæåñòâà A è B

Êàê è â òåîðåìàõ î íåïóñòîòå ñóáäèôôåðåíöèàëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ôóíêöèîíàë y∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f(x) + y∗(x) ≥ f(x0) + y∗(x0), x ∈ X,

f(x0) + λϕ(h) + y∗(x0 + λh) ≤ f(x0) + y∗(x0), λ ≥ 0.

Çíà÷èò, −y∗ ∈ ∂f(x0), ϕ(h) ≤ −y∗(h). Òàê êàê ϕ(h) > x∗(h), òî x∗ 6= −y∗,
ò.å. ∂f(x0) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè.

6 Òåîðåìà Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà

Ïðåäëîæåíèå 28. Ïóñòü f : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
x∗ ∈ X∗, x0 ∈ dom f , c ∈ R. Ïóñòü f̃(x) = f(x) − c − x∗(x). Òîãäà
∂f̃(x0) = −x∗ + ∂f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z∗ ∈ X∗. Òîãäà

z∗ ∈ ∂f̃(x0)⇔ ∀x ∈ X f(x)− c−x∗(x) ≥ f(x0)− c−x∗(x0) + z∗(x−x0)⇔

∀x ∈ X f(x) ≥ f(x0) + (x∗ + z∗)(x− x0)⇔ x∗ + z∗ ∈ ∂f(x0).
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü f , g : X → R∪{+∞} � âûïóêëûå ôóíêöèè, f(x0) <
+∞, g(x0) < +∞, f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Òîãäà ∂(f+g)(x0) = ∂f(x0)+
∂g(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå ∂(f + g)(x0) ⊃ ∂f(x0) + ∂g(x0).
Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0), y∗ ∈ ∂g(x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X

f(x) ≥ f(x0) + x∗(x− x0), g(x) ≥ g(x0) + y∗(x− x0).

Ñëîæèì ýòè íåðàâåíñòâà è ïîëó÷èì

(f + g)(x) ≥ (f + g)(x0) + (x∗ + y∗)(x− x0),

ò.å. x∗ + y∗ ∈ ∂(f + g)(x0).
Òåïåðü äîêàæåì âêëþ÷åíèå ∂(f + g)(x0) ⊂ ∂f(x0) + ∂g(x0). Ïóñòü

x∗ ∈ ∂(f + g)(x0). Ïîêàæåì, ÷òî x∗ ∈ ∂f(x0) + ∂g(x0).
Ïîëîæèì f̃(x) = f(x) − f(x0) − x∗(x − x0), g̃(x) = g(x) − g(x0). Â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 28, ∂f̃(x0) = −x∗ + ∂f(x0), ∂g̃(x0) = ∂g(x0). Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî 0 ∈ ∂f̃(x0) + ∂g̃(x0).

Èìååì 0 ∈ ∂(f̃ + g̃)(x0) (ñíîâà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 28). Êðîìå òîãî,
f̃(x0) = g̃(x0) = 0. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî f̃(x) + g̃(x) ≥ 0,
èëè f̃(x) ≥ −g̃(x).

Ïîëîæèì A = epi f̃ , B = {(x, u) ∈ X×R : u ≤ −g̃(x)}. Ýòî âûïóêëûå
ìíîæåñòâà.

Ðèñ. 20: Ìíîæåñòâà A è B

Òàê êàê f̃ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî intA 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî (intA)∩
B = ∅. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü (x, u) ∈ (intA)∩B. Òîãäà f̃(x) < u ≤ −g̃(x),
ò.å. f̃(x) + g̃(x) < 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó îòäåëèìîñòè. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò (z∗, α) ∈ (X∗ × R)\{(0, 0)},

inf
(x, u)∈A

(z∗(x) + αu) ≥ sup
(x, u)∈B

(z∗(x) + αu).
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Çàìåòèì, ÷òî (x0, 0) ∈ A ∩B. Ïîýòîìó

inf
(x, u)∈A

(z∗(x) + αu) ≥ z∗(x0).

Ïîýòîìó, êàê â òåîðåìå î íåïóñòîòå ñóáäèôôåðåíöèàëà, ïîëó÷àåì, ÷òî
α > 0 è − z∗

α
∈ ∂f̃(x0).

Äàëåå, z∗(x0) ≥ z∗(x) − αg̃(x), èëè g̃(x) ≥ z∗

α
(x − x0). Çíà÷èò, z∗

α
∈

∂g̃(x0).
Òàêèì îáðàçîì, 0 = − z∗

α
+ z∗

α
∈ ∂f̃(x0)+∂g̃(x0). Òåîðåìà äîêàçàíà.

7 Âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ. Âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé èìååò âèä

f(x)→ inf, x ∈ X. (7)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 29. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òî÷êà x0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ ∂f(x0).

Çàäà÷à Øòåéíåðà. Ïóñòü a = (a1, a2), b = (b1, b2), c = (c1, c2) �
òî÷êè íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Çàäà÷à
Øòåéíåðà èìååò âèä

f(x) := |x− a|+ |x− b|+ |x− c| → inf

(çäåñü | · | � ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà íîðìà íà R2).
Îáîçíà÷èì

fa(x) = |x− a|, fb(x) = |x− b|, fc(x) = |x− c|.

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, ïðè ýòîì f(x) →
|x|→∞

+∞. Çíà÷èò, f èìååò

òî÷êó ìèíèìóìà. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç x̂ = (x̂1, x̂2).
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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Ðèñ. 21: Ìèíèìèçàöèÿ ñóììû
äëèí îòðåçêîâ

1. Ïóñòü x̂ /∈ {a, b, c}. Òîãäà f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x̂. Çíà÷èò,
f ′(x̂) = 0. Èìååì

f(x) = fa(x) + fb(x) + fc(x),

∇fa(x̂1, x̂2) =

(
x̂1 − a1

|x̂− a|
,
x̂2 − a2

|x̂− a|

)
=: ea,

∇fb(x̂1, x̂2) =

(
x̂1 − b1

|x̂− b|
,
x̂2 − b2

|x̂− b|

)
=: eb,

∇fc(x̂1, x̂2) =

(
x̂1 − c1

|x̂− c|
,
x̂2 − c2

|x̂− c|

)
=: ec,

òî åñòü f ′(x̂1, x̂2) = ea+ eb+ ec. Âåêòîðû ea, eb, ec èìåþò åäèíè÷íóþ
äëèíó è íàïðàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî îò a, b, c ê x̂.

Ïîëó÷àåì: 0 = f ′(x̂1, x̂2) = ea + eb + ec, èëè −ea − eb − ec = 0. Ýòî
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïîïàðíûå óãëû ìåæäó −ea, −eb, −ec ðàâíû
120◦. Çíà÷èò, åñëè ñîåäèíèòü x̂ ñ a, b, c, òî óãëû ìåæäó îòðåçêàìè
áóäóò ðàâíû 120◦. Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Òîððè÷åëëè.

2. Ïóñòü x̂ = a (äðóãèå âåðøèíû ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà
fb, fc äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x̂, ∇fb(a) = eb, ∇fc = ec; âåêòîðû
eb, ec èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó è íàïðàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî îò b, c
ê a.

Íàéäåì ∂fa(a). Óñëîâèå (y1, y2) ∈ ∂fa(a) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó√
(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 ≥ y1(x1 − a1) + y2(x2 − a2), (x1, x2) ∈ R2,
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Ðèñ. 22: Òî÷êà Òîððè÷åëëè

èëè √
z2

1 + z2
2 ≥ y1z1 + y2z2, (z1, z2) ∈ R2,

ò.å. (y1, y2) ∈ ∂| · |(0, 0) = B � åäèíè÷íûé åâêëèäîâ êðóã.

Èòàê, a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
0 ∈ eb + ec + B, èëè −eb − ec ∈ B. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî óãîë
ïðè âåðøèíå a íå ìåíüøå 120◦.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óãîë ïðè îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà áîëüøå
èëè ðàâåí 120◦, òî ýòà âåðøèíà áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è. Åñëè âñå óãëû
ìåíüøå 120◦, òî ðåøåíèåì áóäåò òî÷êà Òîððè÷åëëè.

8 Çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, f0, . . . , fm : X → R ∪ {+∞} � âû-
ïóêëûå ôóíêöèè. Çàäà÷à{

f0(x)→ inf,
fj(x) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ m,

(8)

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè fj(x) ≤ 0, 1 ≤ j ≤ m.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê âûïóêëî.
Äîïóñòèìàÿ òî÷êà x̂ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà â çàäà÷å (8), åñëè

f0(x̂) ≤ f0(x) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî x.
Òåîðåìà Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðèíöèïà Ëàãðàí-

æà.
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Òåîðåìà 14. (Êàðóø � Êóí � Òàêêåð). Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, f0, . . . , fm : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëûå ôóíêöèè.

1. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå). Ïóñòü x̂ � òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å (8),
f0(x̂) <∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð ÷èñåë λ0, λ1, . . . , λm
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) λj ≥ 0, 0 ≤ j ≤ m (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè);

(b) λjfj(x̂) = 0, 1 ≤ j ≤ m (óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè);

(c) x̂ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè L(x) :=
m∑
j=0

λjfj(x)

(óñëîâèå ìèíèìóìà).

2. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå). Ïóñòü x̂ � äîïóñòèìàÿ òî÷êà. Ïóñòü ñó-
ùåñòâóåò íàáîð ÷èñåë λ0, λ1, . . . , λm ñî ñâîéñòâàìè a)�c), ïðè
ýòîì λ0 > 0. Òîãäà x̂ � òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å (8).

3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî fj(x) < 0, 1 ≤ j ≤ m
(óñëîâèå Ñëåéòåðà). Òîãäà, åñëè λ0, λ1, . . . , λm � íåíóëåâîé íàáîð
÷èñåë ñî ñâîéñòâàìè a)�c), òî λ0 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà, òî λ0 > 0 è íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ñîâïàäàåò ñ äîñòàòî÷íûì.

Çàäà÷à 17. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë (λ0, . . . , λm), óäîâëåòâîðÿþùåãî a�c
èç òåîðåìû Êóíà � Òàêêåðà, âûïîëíåíî λ0 = 0.

Çàäà÷à 18. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
òàêîé, ÷òî äîïóñòèìàÿ x̂ � íå òî÷êà ìèíèìóìà, íî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
íàáîð (λ0, . . . , λm), óäîâëåòâîðÿþùèé a�c èç òåîðåìû Êóíà � Òàêêåðà.

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå.Ïóñòü x̂� òî÷êà ìèíèìóìà.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f0(x̂) = 0. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâà â Rm+1:

A = {(µ0, µ1, . . . , µm) : ∃x ∈ X : fj(x) ≤ µj, 0 ≤ j ≤ m},

B = {(µ0, µ1, . . . , µm) : µj < 0, 0 ≤ j ≤ m}.
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Ðèñ. 23: Ìíîæåñòâà A è B

Ìíîæåñòâî B âûïóêëî è îòêðûòî. Äîêàæåì, ÷òî A âûïóêëî. Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü (µ0, µ1, . . . , µm), (ν0, ν1, . . . , νm) ∈ A, λ ∈ [0, 1]. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ, ñóùåñòâóþò òî÷êè x, y ∈ X òàêèå, ÷òî fj(x) ≤ µj, fj(y) ≤ νj,
0 ≤ j ≤ m. Òàê êàê ôóíêöèè fj âûïóêëû, òî fj((1 − λ)x + λy) ≤
(1− λ)fj(x) + λfj(y) ≤ (1− λ)µj + λνj. Çíà÷èò, (1− λ)(µ0, µ1, . . . , µm) +
λ(ν0, ν1, . . . , νm) ∈ A.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
(µ0, µ1, . . . , µm) ∈ A∩B. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîå, ÷òî fj(x) ≤ µj <
0, 0 ≤ j ≤ m. Çíà÷èò, òî÷êà x äîïóñòèìàÿ è f0(x) < 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ìèíèìóì â çàäà÷å (8) ðàâåí 0.

Ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóåò íàáîð ÷èñåë (λ0, λ1, . . . , λm) 6=
(0, 0, . . . , 0) òàêîé, ÷òî

inf
(µ0, µ1, ..., µm)∈A

m∑
j=0

λjµj ≥ sup
(µ0, µ1, ..., µm)∈B

m∑
j=0

λjµj. (9)

Ïóñòü λj∗ < 0 äëÿ íåêîòîðîãî j∗ ∈ {0, . . . , m}. Çàôèêñèðóåì êàêèå-
íèáóäü îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà µj ïðè j 6= j∗; µj∗ óñòðåìèì ê −∞ è ïîëó-
÷èì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (9) ðàâíà +∞. Çíà÷èò, λj ≥ 0, 0 ≤ j ≤ m (ò.å.
âûïîëíåíî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè). Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (9) ðàâíà 0,
ò.å.

m∑
j=0

λjµj ≥ 0, (µ0, µ1, . . . , µm) ∈ A. (10)

Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)) ∈ A äëÿ ëþáîãî x ∈ X, òî

m∑
j=0

λjfj(x) ≥ 0. (11)

Ïðîâåðèì óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè. Ïóñòü 1 ≤ j ≤ m. Ïî-
ëîæèì µi = 0, i 6= j, µj = fj(x̂). Òîãäà f0(x̂) = 0 = µ0, fi(x̂) ≤ 0 = µi,
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i ∈ {1, . . . , m}\{j}, fj(x̂) = µj. Çíà÷èò, (µ0, µ1, . . . , µm) ∈ A è ïîýòîìó

λjfj(x̂)
(10)

≥ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, λj ≥ 0, fj(x̂) ≤ 0. Çíà÷èò, λjfj(x̂) = 0.
Èç óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè è ðàâåíñòâà f0(x̂) = 0 ïîëó÷à-

åì
m∑
j=0

λjfj(x̂) = 0. Ýòî âìåñòå ñ (11) äàåò óñëîâèå ìèíèìóìà.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.Ïóñòü x̂� äîïóñòèìàÿ òî÷êà, (λ0, λ1, . . . , λm)
� íàáîð ÷èñåë ñî ñâîéñòâàìè a)�c), λ0 > 0. Ïîêàæåì, ÷òî f0(x) ≥ f0(x̂)
äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé òî÷êè x. Èç íåðàâåíñòâà L(x) ≥ L(x̂) è óñëîâèÿ
äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè ïîëó÷àåì

m∑
j=0

λjfj(x) ≥
m∑
j=0

λjfj(x̂) = λ0f0(x̂).

Òàê êàê λj ≥ 0, fj(x) ≤ 0 ïðè 1 ≤ j ≤ m, òî λ0f0(x) ≥ λ0f0(x̂). Îñòàåòñÿ
ñîêðàòèòü íà λ0 > 0.

Óñëîâèå ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè λ0. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå
Ñëåéòåðà, íî λ0 = 0. Èç óñëîâèé ìèíèìóìà è äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè
ïîëó÷àåì

m∑
j=1

λjfj(x) ≥
m∑
j=1

λjfj(x̂) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåâàÿ ÷àñòü ñòðîãî îòðèöàòåëüíà: λj ≥ 0, fj(x) < 0
äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , m, ïðè ýòîì λj îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

9 Åùå îá îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ, èëè âíåø-

íèå íîðìàëüíûå êîíóñû

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî, x̂ ∈ A. Âíåøíèì íîðìàëüíûì êîíóñîì ê ìíîæåñòâó A â òî÷êå x̂
íàçûâàåòñÿ

KA(x̂) = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x− x̂) ≤ 0, x ∈ A}.

Åñëè x∗ ∈ KA(x̂)\{0}, òî {x ∈ X : x∗(x) = x∗(x̂)} � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü ê A â òî÷êå x̂.

Ñâîéñòâà âíåøíåãî íîðìàëüíîãî êîíóñà:
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1. åñëè x∗, y∗ ∈ KA(x̂), òî x∗ + y∗ ∈ KA(x̂);

2. åñëè x∗ ∈ KA(x̂), λ ≥ 0, òî λx∗ ∈ KA(x̂).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî KA(x̂) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Ïðèìåð. Ïóñòü f : Rn → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,

A = {x ∈ Rn : f(x) ≤ c},

f(x̂) = c, f äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå x̂, f ′(x̂) 6= 0. Íàéäåì
KA(x̂).

Ïóñòü x∗(x) =
n∑
j=1

αjxj. Ôóíêöèîíàë x∗ ïðèíàäëåæèò KA(x̂) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è

−x∗(x)→ inf, f(x)− c ≤ 0.

Ýòî çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàê êàê f ′(x̂) 6= 0, òî c íå
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì f , ò.å. ñóùåñòâóåò x ∈ Rn òàêîå, ÷òî
f(x) < c. Çíà÷èò, âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà. Ïîýòîìó â òåîðåìå Êóíà�
Òàêêåðà ìîæíî âçÿòü λ0 = 1, ïðè ýòîì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà
ñîâïàäåò ñ äîñòàòî÷íûì.

Èòàê, x∗ ∈ KA(x̂) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò λ ≥ 0 òàêîå,
÷òî λ(f(x̂)− c) = 0 è x̂ � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè −x∗(x) +λ(f(x)− c).
Òàê êàê f(x̂) − c = 0 è f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x̂, òî ïîëó÷àåì
ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò λ ≥ 0 òàêîå, ÷òî −x∗ + λf ′(x̂) = 0.

Çíà÷èò, KA(x̂) = {λf ′(x̂) : λ ≥ 0} (ò.å. ýòî ëó÷, íàòÿíóòûé íà âåêòîð
âíåøíåé íîðìàëè ê A â òî÷êå x̂).

Òåîðåìà 15. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, A, B ⊂ X �
âûïóêëûå ìíîæåñòâà, int (A ∩ B) 6= ∅. Ïóñòü x̂ ∈ A ∩ B � ãðàíè÷íàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâ A è B. Òîãäà

KA∩B(x̂) = conv (KA(x̂) ∪KB(x̂)) = KA(x̂) +KB(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàâ ñäâèã, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ int (A ∩B).
Ñíà÷àëà îïèøåì KA(x̂).
Ïóñòü pA � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà A.
Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ìíîæåñòâî A âûïóêëî è 0 ∈ intA, òî ôóíêöèÿ

pA íåïðåðûâíà. Â ñàìîì äåëå, Bδ(0) ⊂ A äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0, ïîýòîìó
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Ðèñ. 24: Âíåøíèé íîðìàëüíûé
êîíóñ

pA(x) ≤ pBδ(0)(x) = ‖x‖
δ
. Ïî ñâîéñòâó ôóíêöèîíàëà Ìèíêîâñêîãî, äëÿ

ëþáûõ x, y ∈ X èìååì pA(x) = pA(x− y + y) ≤ pA(x− y) + pA(y); çíà÷èò,
|pA(x)− pA(y)| ≤ max{pA(x− y), pA(y − x)} ≤ ‖x−y‖

δ
.

Èòàê, pA íåïðåðûâåí. Çíà÷èò,

A = {x : pA(x) ≤ 1}. (12)

Èìååì

x∗ ∈ KA(x̂) ⇔ sup
x∈A

x∗(x) = x∗(x̂) ⇔ sup
x∈A

x∗(x) = x∗(x̂).

Â ñèëó (12), ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî x̂ � ðåøåíèå çà-
äà÷è

−x∗(x)→ inf, pA(x)− 1 ≤ 0.

Òàêæå èç íåïðåðûâíîñòè pA ñëåäóåò, ÷òî pA(x̂) = 1 (ò.ê. x̂ � ãðàíè÷íàÿ
òî÷êà A). Òàê êàê pA(0) = 0 < 1, òî âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà. Çíà÷èò,
â òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà ìîæíî âçÿòü λ0 = 1, ïðè ýòîì íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ìèíèìóìà ñîâïàäàåò ñ äîñòàòî÷íûì.

Òàêèì îáðàçîì, x∗ ∈ KA(x̂) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
λ ≥ 0 òàêîå, ÷òî λ(pA(x̂) − 1) = 0 è x̂ � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè
−x∗(x) + λpA(x), èëè 0 ∈ ∂(−x∗ + λpA)(x̂). Òàê êàê pA(x̂) = 1, òî óñëîâèå
äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè âûïîëíåíî ïðè âñåõ λ ≥ 0. Çíà÷èò,

x∗ ∈ KA(x̂) ⇔ x∗ ∈ {λ∂pA(x̂) : λ ≥ 0}.

Èòàê,

KA(x̂) = {λ∂pA(x̂) : λ ≥ 0} (13)
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è àíàëîãè÷íî

KB(x̂) = {λ∂pB(x̂) : λ ≥ 0}. (14)

Òàê êàê A è B âûïóêëû, 0 ∈ int (A ∩ B), òî A ∩B = A ∩ B (åñëè
x ∈ A ∩ B, òî pA(x) ≤ 1, pB(x) ≤ 1; çíà÷èò, pA(λx) < 1, pB(λx) < 1 ïðè
0 < λ < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, λx ∈ (intA) ∩ (intB)). Ïîýòîìó

x∗ ∈ KA∩B(x̂) ⇔ sup
x∈A∩B

x∗(x) = x∗(x̂) ⇔ sup
x∈A∩B

x∗(x) = x∗(x̂).

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x̂ � òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å

−x∗(x)→ inf, pA(x)− 1 ≤ 0, pB(x)− 1 ≤ 0.

Â ýòîé çàäà÷å ñíîâà âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòåðà, ïðè ýòîì pA(x̂) =
pB(x̂) = 1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êóíà�Òàêêåðà, ïîëó÷àåì, ÷òî x̂ � ðåøåíèå
çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 òàêèå, ÷òî
x̂ � òî÷êà ìèíèìóìà −x∗(x) + λ1pA(x) + λ2pB(x). Çàïèñàâ óñëîâèå ìèíè-
ìóìà ÷åðåç ñóáäèôôåðåíöèàëû è ïðèìåíèâ òåîðåìó Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà,
ïîëó÷àåì, ÷òî

KA∩B(x̂) = {λ1∂pA(x̂) + λ2∂pB(x̂) : λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0}.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

{λ1∂pA(x̂) + λ2∂pB(x̂) : λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0} =

= {λ∂pA(x̂) : λ ≥ 0}+ {λ∂pB(x̂) : λ ≥ 0} =

= conv ({λ∂pA(x̂) : λ ≥ 0} ∪ {λ∂pB(x̂) : λ ≥ 0})

è âîñïîëüçîâàòüñÿ (13), (14). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè x̂ � ãðàíè÷íàÿ äëÿ A, íî âíóòðåííÿÿ äëÿ B, òî
KA∩B(x̂) = KA(x̂) (â ýòîì ñëó÷àå pB(x̂) < 1 è â òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà
áóäåò λ2 = 0).

Çàäà÷à 19. Ïîñòðîèòü ïðèìåð äâóõ âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
A è B íà ïëîñêîñòè òàêèõ, ÷òî int(A ∩ B) = ∅, intA 6= ∅, intB 6= ∅
è â íåêîòîðîé òî÷êå x̂, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíè÷íîé äëÿ A è B, âûïîëíåíî
KA∩B(x̂) 6= KA(x̂) +KB(x̂).
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10 Òåîðåìà Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà

Òåîðåìà 16. (Äóáîâèöêèé�Ìèëþòèí). Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî, f1, f2 : X → R ∪ {+∞} � âûïóêëûå ôóíêöèè, f1(x0) < +∞,
f2(x0) < +∞, f1, f2 íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà

∂max{f1, f2}(x0) =


∂f1(x0), åñëè f1(x0) > f2(x0),
∂f2(x0), åñëè f2(x0) > f1(x0),
conv (∂f1(x0) ∪ ∂f2(x0)), åñëè f1(x0) = f2(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì f(x) = max{f1(x), f2(x)}.
Ñëó÷àé f1(x0) > f2(x0). Äîêàæåì, ÷òî ∂f1(x0) ⊂ ∂f(x0). Ïóñòü x∗ ∈

∂f1(x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî f1(x) ≥ f1(x0) + x∗(x− x0).
Òàê êàê f(x0) = f1(x0), òî f(x) ≥ f(x0) + x∗(x− x0), ò.å. x∗ ∈ ∂f(x0).

Äîêàæåì, ÷òî ∂f(x0) ⊂ ∂f1(x0). Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x ∈ X âûïîëíåíî f(x) ≥ f(x0) + x∗(x − x0). Òàê êàê f1, f2 íåïðåðûâíû,
òî f(x) = f1(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0, òàê ÷òî

f1(x) ≥ f1(x0) + x∗(x− x0), x ∈ U. (15)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ X. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü f1(x) < f1(x0)+x∗(x−x0) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
t ∈ (0, 1) ïîëó÷àåì

f1((1− t)x0 + tx) ≤ (1− t)f1(x0) + tf1(x) <

< (1− t)f1(x0) + tf1(x0) + tx∗(x− x0) = f1(x0) + x∗(t(x− x0)).

Íî (1− t)x0 + tx ∈ U ïðè ìàëûõ t � ïðîòèâîðå÷èå ñ (15).
Ñëó÷àé f2(x0) > f1(x0) àíàëîãè÷íûé.
Ñëó÷àé f1(x0) = f2(x0). Ïîêàæåì, ÷òî conv (∂f1(x0) ∪ ∂f2(x0)) ⊂

∂f(x0). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x∗1 ∈ ∂f1(x0), x∗2 ∈ ∂f2(x0), λ ∈ [0, 1]. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x ∈ X

f(x) ≥ f1(x) ≥ f1(x0) + x∗1(x− x0) = f(x0) + x∗1(x− x0),

f(x) ≥ f2(x) ≥ f2(x0) + x∗2(x− x0) = f(x0) + x∗2(x− x0).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî äîìíîæèì íà 1−λ, âòîðîå � íà λ, çàòåì èõ ñëîæèì.
Ïîëó÷èì

f(x) ≥ f(x0) + ((1− λ)x∗1 + λx∗2)(x− x0),
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òî åñòü (1− λ)x∗1 + λx∗2 ∈ ∂f(x0).
Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x0). Ïîëîæèì

g1(x) = f1(x) − f1(x0) − x∗(x − x0), g2(x) = f2(x) − f2(x0) − x∗(x − x0),
g(x) = max{g1(x), g2(x)}. Òîãäà ôóíêöèè g1 è g2 âûïóêëû, g(x) = f(x)−
f(x0)− x∗(x− x0), g1(x0) = g2(x0) = 0,

0 ∈ ∂g(x0). (16)

Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî

0 ∈ conv (∂g1(x0) ∪ ∂g2(x0)), (17)

òî ïîëó÷èì
x∗ ∈ x∗ + conv (∂g1(x0) ∪ ∂g2(x0)) =

= conv ((x∗ + ∂g1(x0)) ∪ (x∗ + ∂g2(x0))) = conv (∂f1(x0) ∪ ∂f2(x0)).

Äîêàæåì (17). Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:{
g1(x)→ inf,
g2(x) ≤ 0,{
g2(x)→ inf,
g1(x) ≤ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî x0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîé èç ýòèõ çàäà÷. Â ñàìîì äåëå,
g1(x0) = g2(x0) = 0, òî åñòü x0 äîïóñòèìàÿ. Åñëè x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ìèíèìóìà íè â îäíîé èç çàäà÷, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè x1, x2 ∈ X òàêèå,
÷òî g1(x1) < 0, g2(x1) ≤ 0, g2(x2) < 0, g1(x2) ≤ 0. Ïóñòü x̃ = x1+x2

2
. Òîãäà

gi(x̃) ≤ 1
2
gi(x1) + 1

2
gi(x2) < 0, i = 1, 2. Çíà÷èò, g(x̃) < 0. Ïîýòîìó x0 íå ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè g, òàê ÷òî 0 /∈ ∂g(x0) � ïðîòèâîðå÷èå
ñ (16).

Ïóñòü x0 � ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è (ñëó÷àé âòîðîé çàäà÷è ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïî òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà, ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1 ≥
0, λ2 ≥ 0, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå 0, òàêèå, ÷òî x0 � òî÷êà ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè λ1g1(x) + λ2g2(x). Çíà÷èò, 0 ∈ ∂(λ1g1 + λ2g2)(x0). Òàê
êàê ôóíêöèè gi íåïðåðûâíû â x0, òî ïî òåîðåìå Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà
0 ∈ λ1∂g1(x0) + λ2∂g2(x0), ò.å. 0 = λ1x

∗
1 + λ2x

∗
2, x

∗
1 ∈ ∂g1(x0), x∗2 ∈ ∂g2(x0).

Çíà÷èò, 0 = λ1
λ1+λ2

x∗1 + λ2
λ1+λ2

x∗2 ∈ conv (∂g1(x0) ∪ ∂g2(x0)).
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Ñóáäèôôåðåíöèàë ìàêñèìóìà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü f1, . . . , fm : Rd → R ∪ {+∞} � âûïóêëûå ôóíêöèè, f(x) =

max{f1(x), . . . , fm(x)}. Ïóñòü x0 � òî÷êà ìèíèìóìà f , ôóíêöèè fi íåïðå-
ðûâíû â òî÷êå x0, 1 ≤ i ≤ m. Òîãäà 0 ∈ ∂f(x0). Ïóñòü I = {i ∈ 1, m :
fi(x0) = f(x0)}. Ïî òåîðåìå Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà, 0 ∈ conv (∪i∈I∂fi(x0)).
Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè,

0 =
d+1∑
j=1

λjx
∗
j ,

x∗j ∈ ∪i∈I∂fi(x0), λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ d+ 1,
d+1∑
j=1

λj = 1.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî J ⊂ I òàêîå, ÷òî card J ≤ d + 1, 0 ∈
conv (∪i∈J∂fi(x0)) = ∂(maxi∈J fi)(x0) (ñíîâà ïî òåîðåìå Äóáîâèöêîãî�
Ìèëþòèíà). Çíà÷èò, x0 � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè maxi∈J fi.

Âûâîä. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî J ⊂ {1, . . . , m}, card J ≤ d+1, òàêîå,
÷òî minx∈Rd max1≤i≤m fi(x) = minx∈Rd maxi∈J fi(x).

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû îá î÷èñòêå. Â îáùåé ôîðìå ìû ýòó òåî-
ðåìó äîêàæåì ïîçæå.

11 Òåîðåìû Ðàäîíà, Õåëëè è Äâîðåöêîãî

Òåîðåìà 17. (Ðàäîí). Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ Rd, n ≥ d + 2. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {1, . . . , n} íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ ïîäìíîæåñòâà I è J òàêèå, ÷òî

conv {xi}i∈I ∩ conv {xj}j∈J 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê n ≥ d + 2, òî òî÷êè x1, . . . , xn àôôèííî çà-
âèñèìû. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1, . . . , λn, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå

0, òàêèå, ÷òî
n∑
j=1

λj = 0,
n∑
j=1

λjxj = 0. Ïóñòü I = {j ∈ 1, n : λj ≥ 0},

J = {j ∈ 1, n : λj < 0}. Òîãäà I t J = {1, . . . , n}, I 6= ∅, J 6= ∅. Èìååì:∑
i∈I

λi =
∑
j∈J

|λj| > 0,
∑
i∈I

λixi =
∑
j∈J

|λj|xj.
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Ðèñ. 25: Ïðèìåðû: d = 2, d = 3

Çíà÷èò, ∑
i∈I

λi∑
k∈I

λk
xi =

∑
j∈J

|λj|∑
k∈J
|λk|

xj.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæèò conv {xi}i∈I , ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíàä-
ëåæèò conv {xj}j∈J .

Òåîðåìà 18. (Õåëëè). à) Ïóñòü A1, . . . , An ∈ Rd � âûïóêëûå ìíîæå-
ñòâà. Åñëè ∩i∈IAi 6= ∅ äëÿ ëþáîãî I ⊂ {1, . . . , n} òàêîãî, ÷òî card I =
d+ 1, òî ∩1≤i≤nAi 6= ∅.

á) Ïóñòü Aλ ⊂ Rd (λ ∈ Λ) � âûïóêëûå êîìïàêòû. Åñëè ∩λ∈IAλ 6= ∅
äëÿ ëþáîãî I ⊂ Λ òàêîãî, ÷òî card I = d+ 1, òî ∩λ∈ΛAλ 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü m ≥ d+
1, A1, . . . , Am+1 ⊂ Rd � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü ∩1≤i≤m+1, i 6=kAi 6= ∅
äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , m+1}. Òîãäà ∩m+1

i=1 Ai 6= ∅. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ
ïóíêò à) òåîðåìû Õåëëè ëåãêî âûâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n.

Ïóñòü xk ∈ ∩1≤i≤m+1, i 6=kAi, 1 ≤ k ≤ m+ 1. Òàê êàê m+ 1 ≥ d+ 2, òî,
ïî òåîðåìå Ðàäîíà, ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå {1, . . . , m+ 1} = I t J , I 6= ∅,
J 6= ∅, òàêîå, ÷òî conv {xi}i∈I ∩ conv {xi}i∈J 6= ∅.

Ïóñòü x̂ ∈ conv {xi}i∈I ∩ conv {xi}i∈J . Ïîêàæåì, ÷òî x̂ ∈ ∩m+1
k=1 Ak. Â

ñàìîì äåëå, ïóñòü k ∈ J . Ïîêàæåì, ÷òî x̂ ∈ Ak. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì,
÷òî conv {xi}i∈I ⊂ Ak. Òàê êàê Ak âûïóêëî, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
xi ∈ Ak äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Èìååì: xi ∈ ∩1≤j≤m+1, j 6=iAj. Ïîñêîëüêó k /∈ I,
ïîëó÷àåì, ÷òî k ∈ {1, . . . , m + 1}\{i}, òàê ÷òî ∩1≤j≤m+1, j 6=iAj ⊂ Ak.
Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé k ∈ I.

á) Â ñèëó ïóíêòà à), äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà I ⊂ Λ ìíî-
æåñòâî ∩λ∈IAλ íåïóñòî. Òàê êàê ìíîæåñòâà Aλ êîìïàêòíû, òî ∩λ∈ΛAλ 6=
∅. (Â ñàìîì äåëå, ïóñòü λ0 ∈ Λ. Ïîëîæèì Bλ = Aλ0∩Aλ. Òîãäà ∩λ∈IBλ 6=

51



∅ äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà I ⊂ Λ. Åñëè ∩λ∈ΛAλ = ∅, òî ∩λ∈ΛBλ =
∅ è Aλ0 = ∪λ∈Λ(Aλ0\Bλ). Ìíîæåñòâà Aλ0\Bλ îòêðûòû â Aλ0 , ïîýòîìó ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî I ⊂ Λ òàêîå, ÷òî Aλ0 = ∪λ∈I(Aλ0\Bλ), ò.å.
∩λ∈IBλ = ∅ � ïðîòèâîðå÷èå.)

Òåîðåìà 19. (Äâîðåöêèé). Ïóñòü A ⊂ Rd � âûïóêëûé êîìïàêò ñ íåïó-
ñòîé âíóòðåííîñòüþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ A òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç a, âûïîëíåíî ‖b−c‖‖b−a‖ ≤ d+ 1, ãäå b, c �
êîíöû îòðåçêà l ∩ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ A ïîëîæèì Ax = x
d+1

+ d
d+1

A.
Ïîêàæåì, ÷òî ∩x∈AAx 6= ∅. Ïî òåîðåìå Õåëëè, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî ∩d+1
i=1Axi 6= ∅ äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xd+1 ∈ A. Ïîêàæåì, ÷òî

d+1∑
i=1

xi
d+1
∈

∩d+1
k=1Axk . Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , d+ 1}

d+1∑
i=1

xi
d+ 1

=
xk
d+ 1

+
d

d+ 1

∑
i 6=k

xi
d
∈ xk
d+ 1

+
d

d+ 1
A = Axk .

Ïóñòü a ∈ ∩x∈AAx. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî èñêîìàÿ òî÷êà. Ïóñòü l � ïðÿ-
ìàÿ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó a, A ∩ l = [b, c]. Òîãäà a ∈ Ac = c

d+1
+ d

d+1
A.

Çíà÷èò, a = c
d+1

+ d
d+1

((1− λ)b+ λc), ãäå λ ∈ [0, 1]. Òîãäà

a− b =
c− b
d+ 1

− d

d+ 1
b+

d

d+ 1
((1− λ)b+ λc) =

(
1

d+ 1
+

λd

d+ 1

)
(c− b),

‖a− b‖ =

(
1

d+ 1
+

λd

d+ 1

)
‖c− b‖ ≥ ‖c− b‖

d+ 1
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

12 Òåîðåìà îá î÷èñòêå

Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó îá î÷èñòêå äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôóíê-
öèé.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü f1, . . . , fn : Rd → R ∪ {+∞} � âûïóêëûå ôóíêöèè.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî I ⊂ {1, . . . , n}, card I ≤ d + 1, òàêîå,
÷òî

inf
x∈Rd

max
1≤i≤n

fi(x) = inf
x∈Rd

max
i∈I

fi(x). (18)
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Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìóì â ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ,
ìû óæå äîêàçûâàëè ýòî óòâåðæäåíèå, ïðèìåíèâ òåîðåìó Äóáîâèöêîãî�
Ìèëþòèíà è òåîðåìó Êàðàòåîäîðè. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðå-
ìó Õåëëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

m = inf
x∈Rd

max
1≤i≤n

fi(x).

Òîãäà m ≥ infx∈Rd maxi∈I fi(x). Åñëè m = −∞, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
òðèâèàëüíî.

Ïóñòü m > −∞. Áóäåì ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà m <
+∞ (äëÿ m = +∞ ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òàê æå).

Ïîëîæèì Ai(ε) = {x ∈ Rd : fi(x) ≤ m − ε}, 1 ≤ i ≤ n. Åñëè äëÿ
ëþáîãî J ⊂ {1, . . . , n} òàêîãî, ÷òî card J ≤ d+1, âûïîëíåíî ∩j∈JAj(ε) 6=
∅, òî ïî òåîðåìå Õåëëè ∩1≤j≤nAj(ε) 6= ∅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà x̂ ∈ Rd òàêàÿ, ÷òî fj(x̂) ≤ m−ε äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , n}. Ïîýòîìó
max1≤j≤n fj(x̂) ≤ m− ε, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñ îïðåäåëåíèåì m.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî I(ε) ⊂ {1, . . . , n} òà-
êîå, ÷òî card I(ε) ≤ d+ 1 è ∩i∈I(ε)Ai(ε) = ∅. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn ñóùåñòâóåò i ∈ I(ε) òàêîå, ÷òî fi(x) > m − ε,
ò.å. maxi∈I(ε) fi(x) > m− ε. Âîçüìåì εk →

k→∞
0. Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {kj}j∈N òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ N ìíîæåñòâà I(εkj) îäèíà-
êîâû: I(εkj) = I. Ïîëó÷àåì: äëÿ ëþáîãî x ∈ Rd âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
maxi∈I fi(x) > m− εkj . Óñòðåìèâ j →∞, ïîëó÷àåì maxi∈I fi(x) ≥ m äëÿ
ëþáîãî x ∈ Rd. Çíà÷èò, infx∈Rd maxi∈I fi(x) ≥ m.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü S � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : S →
R∪{+∞}. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x ∈ S : f(x) ≤ c} çàìêíóòî.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü T � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, f : T×Rd → R∪{+∞}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1. äëÿ ëþáîãî t ∈ T ôóíêöèÿ f(t, ·) âûïóêëà è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó;

2. äëÿ ëþáîãî x ∈ Rd ôóíêöèÿ f(·, x) íåïðåðûâíà.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî I ⊂ T , card I = d+ 1, òàêîå, ÷òî

inf
x∈Rd

max
t∈T

f(t, x) = inf
x∈Rd

max
t∈I

f(t, x). (19)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì m = infx∈Rd maxt∈T f(t, x).
Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò t(ε) = (t1(ε), . . . , td+1(ε)) ∈ T d+1

òàêîå, ÷òî

inf
x∈Rd

max
1≤i≤d+1

f(ti(ε), x) ≥ m− ε. (20)

Òàê êàê T êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk →
k→∞

+0

òàêàÿ, ÷òî {ti(εk)}k∈N ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , d + 1}. Ïóñòü
ti = lim

k→∞
ti(εk), I = {t1, . . . , td+1}. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî (19).

Çàôèêñèðóåì x ∈ Rd. Â ñèëó (20), ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ik}k∈N ⊂ {1, . . . , d + 1} òàêàÿ, ÷òî f(tik(εk), x) ≥ m − εk. Ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kj}j∈N òàêàÿ, ÷òî ikj = i � ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü. Òîãäà f(ti(εkj), x) ≥ m− εkj . Òàê êàê f íåïðåðûâíà ïî t, òî
f(ti, x) ≥ m, ò.å. max1≤j≤d+1 f(tj, x) ≥ m.

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t = (t1, . . . , td+1) ∈
T d+1 ñóùåñòâóåò òî÷êà x(t) ∈ Rd òàêàÿ, ÷òî

max
1≤i≤d+1

f(ti, x(t)) < m− ε. (21)

Ïîëîæèì A(t) = {x ∈ Rd : f(t, x) ≤ m− ε}. Ýòî ìíîæåñòâî âûïóêëî
è çàìêíóòî (òàê êàê f âûïóêëà è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî x). Åñëè áû
ìíîæåñòâà A(t) áûëè êîìïàêòíû, òî ìîæíî áûëî áû ïîâòîðèòü ðàññóæ-
äåíèÿ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Íî A(t) ìîãóò áûòü íåêîìïàêòíûìè.

Ïóñòü Ã� âûïóêëûé êîìïàêò (åãî ïîñòðîèì ïîçæå). Ïîëîæèì Ã(t) =
A(t) ∩ Ã. Åñëè ∩t∈IÃ(t) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî I ⊂ T , card I = d + 1, òî ïî
òåîðåìå Õåëëè ∩t∈T Ã(t) 6= ∅, ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ∈ Ã òàêàÿ, ÷òî
f(t, x̂) ≤ m− ε äëÿ ëþáîãî t ∈ T . Çíà÷èò, infx∈Rd maxt∈T f(t, x) ≤ m− ε
� ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ñóùåñòâóåò I = {t1, . . . , td+1} ⊂ T òàêîå, ÷òî ∩d+1
i=1 Ã(ti) = ∅.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x ∈ Ã ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . , d + 1} òàêîå, ÷òî
x /∈ A(tj), ò.å. f(tj, x) > m− ε. Ïîëó÷àåì:

∃{t1, . . . , td+1} ⊂ T : ∀x ∈ Ã max
1≤i≤d+1

f(ti, x) > m− ε. (22)

Ïîñòðîèì âûïóêëûé êîìïàêò Ã òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê
{t1, . . . , td+1} ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Ã òàêàÿ, ÷òî

max
1≤i≤d+1

f(ti, x) ≤ m− ε. (23)
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Òîãäà áóäåò ïðîòèâîðå÷èå ñ (22).
Ïóñòü t = (t1, . . . , td+1) ∈ T d+1. Íàïîìíèì, ÷òî x(t) îïðåäåëÿåòñÿ òàê,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü (21). Ïîëîæèì

V (t) = {s = (s1, . . . , sd+1) : max
1≤i≤d+1

f(si, x(t)) < m− ε}.

Ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî â T d+1. Êðîìå òîãî, {V (t)}t∈T d+1 îáðàçóåò ïî-
êðûòèå êîìïàêòà T d+1. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {V (t

(l)
)}Nl=1. Ïî-

ëîæèì Ã = conv {x(t
(l)

)}Nl=1. Â êà÷åñòâå òî÷êè x ∈ Ã, äëÿ êîòîðîé âûïîë-
íåíî (23), áåðåì x(t

(l)
), ãäå l òàêîâî, ÷òî t ∈ V (t

(l)
). Òåîðåìà äîêàçàíà.

13 Òåîðåìà ×åáûøåâà îá àëüòåðíàíñå

Ïóñòü [a, b] ⊂ R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn[a, b] ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòå-
ïåíè íå âûøå n. Ýòî n+ 1-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C[a, b]. Íàïîìíèì,
÷òî íà C[a, b] ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ íîðìà ‖x‖ = maxt∈[a, b] |x(t)|.

Ïðåäëîæåíèå 30. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ C[a, b] ñóùåñòâóåò ïîëè-
íîì p̂ ∈ Pn[a, b] òàêîé, ÷òî

‖x− p̂‖C[a, b] = dist (x, Pn[a, b]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Pn[a, b] êîíå÷íîìåðíî, à
ôóíêöèÿ p 7→ ‖x− p‖C[a, b] íåïðåðûâíà è ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè ‖p‖C[a, b] →
+∞.

Ïîëèíîì p̂ íàçûâàåòñÿ áëèæàéøèì ê ôóíêöèè x.

Òåîðåìà 22. Ïîëèíîì p̂ ∈ Pn[a, b] ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ê ôóíêöèè
x ∈ C[a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè a ≤ t1 <
t2 < · · · < tn+2 ≤ b òàêèå, ÷òî |p̂(ti)−x(ti)| = ‖x−p̂‖C[a, b], 1 ≤ i ≤ n+2, è
çíàêè p̂(ti)−x(ti) ÷åðåäóþòñÿ: p̂(ti+1)−x(ti+1) = x(ti)−p̂(ti), 1 ≤ i ≤ n+1.

Òî÷êè {ti}n+2
i=1 íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè àëüòåðíàíñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Ïóñòü p̂ � áëèæàéøèé ê x ïîëèíîì, ò.å.

α := min
p∈Pn[a, b]

max
t∈[a, b]

|x(t)− p(t)| = max
t∈[a, b]

|x(t)− p̂(t)|.
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Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà α > 0. Ïî òåîðåìå îá î÷èñòêå,
ñóùåñòâóþò òî÷êè a ≤ t1 < t2 < · · · < tn+2 ≤ b òàêèå, ÷òî

min
p∈Pn[a, b]

max
1≤i≤n+2

|x(ti)− p(ti)| = α.

Ïóñòü ýòè òî÷êè íå îáðàçóþò àëüòåðíàíñ, ò.å. ëèáî ñóùåñòâóåò i ∈ {1, . . . ,
n + 2} òàêîå, ÷òî |x(ti) − p̂(ti)| < α, ëèáî ñóùåñòâóåò i ∈ {1, . . . , n +
1} òàêîå, ÷òî x(ti) − p̂(ti) = x(ti+1) − p̂(ti+1). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì p̃ ∈ Pn[a, b] òàêîé, ÷òî

max
1≤i≤n+2

|x(ti)− p̃(ti)| < α. (24)

Ïóñòü I = {i ∈ 1, n+ 2 : |x(ti) − p̂(ti)| = α}. Åñëè I = ∅, òî äîñòà-
òî÷íî âçÿòü p̃ = p̂. Åñëè I 6= ∅ è çíàêè x(ti) − p̂(ti) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ
i ∈ I, òî â êà÷åñòâå p̃ áåðåì ñäâèã p̂ íà êîíñòàíòó.

Ïóñòü I 6= ∅ è çíàêè x(ti) − p̂(ti) íå îäèíàêîâûå. Òî÷êè ìíîæåñòâà
I óïîðÿäî÷èâàþòñÿ êàê i1 < i2 < · · · < im, m ≤ n + 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, x(ti1)− p̂(ti1) > 0. Ðàçîáüåì 1, m íà öåëî÷èñëåííûå îòðåçêè â
ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì x(ti)− p̂(ti):

x(ti1)− p̂(ti1) > 0, . . . , x(tis1 )− p̂(tis1 ) > 0,

x(tis1+1)− p̂(tis1+1) < 0, . . . , x(tis2 )− p̂(tis2 ) < 0,

x(tis2+1)− p̂(tis2+1) > 0, . . . , x(tis3 )− p̂(tis3 ) > 0,

. . .

(−1)l(x(tisl+1)− p̂(tisl+1)) > 0, . . . , (−1)l(x(tim)− p̂(tim)) > 0

(ïîëàãàåì s0 = 1, sl+1 = m). Òîãäà l ≤ n.
Âîçüìåì òî÷êè τk ∈ (tisk , tisk+1), 1 ≤ k ≤ l. Ïîëîæèì

q(t) =
l∏

k=1

(τk − t).

Ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n, ïðè ýòîì q(tij) > 0 ïðè sk ≤ j ≤ sk+1

äëÿ ÷åòíûõ k è q(tij) < 0 ïðè sk ≤ j ≤ sk+1 äëÿ íå÷åòíûõ k.
Ïîëîæèì p̃(t) = p̂(t) + εq(t), ãäå ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Òîãäà

|x(tij)− p̃(tij)| = |x(tij)− p̂(tij)− εq(tij)| = α− ε|q(tij)| < α,
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Ðèñ. 26: Ôóíêöèè x− p̂ è q.

åñëè ε ìàëî; äëÿ i ∈ {1, . . . , n+2}\I âûïîëíåíî |x(ti)−p̂(ti)| < α; ïîýòîìó
|x(ti)− p̃(ti)| < α ïðè ìàëûõ ε > 0. Çíà÷èò, âûïîëíåíî (24).
⇐. Ïóñòü t1 < · · · < tn+2 � òî÷êè àëüòåðíàíñà ó ïîëèíîìà p̂. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p ∈ Pn[a, b] òàêîé, ÷òî ‖x− p‖C[a, b] <
‖x− p̂‖C[a, b] =: α. Òîãäà çíàêè p(ti)− p̂(ti) = (x(ti)− p̂(ti))− (x(ti)− p(ti))
÷åðåäóþòñÿ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òî÷êè τi ∈ (ti, ti+1), 1 ≤ i ≤ n+1, òàêèå,
÷òî p(τi)− p̂(τi) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîì p− p̂ ∈ Pn[a, b] èìååò n+ 1
íóëåé è ïîýòîìó p− p̂ = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

14 Ïîëÿðû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈·, ·〉 ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Rn.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü A ⊂ Rn. Ïîëÿðîé ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ

A◦ = {x ∈ Rn : ∀y ∈ A 〈x, y〉 ≤ 1}.

Çàìå÷àíèå. ∅◦ = Rn.

Ïðåäëîæåíèå 31. Ïîëÿðà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì ìíîæå-
ñòâîì, ñîäåðæàùèì 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 〈0, y〉 ≤ 1, òî 0 ∈ A◦.
Åñëè 〈x1, y〉 ≤ 1, 〈x2, y〉 ≤ 1 äëÿ ëþáîãî y ∈ A, òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1]

〈(1− λ)x1 + λx2, y〉 ≤ 1, y ∈ A.

Çíà÷èò, A◦ âûïóêëî.
Åñëè 〈xm, y〉 ≤ 1 äëÿ ëþáîãî y ∈ A, m ∈ N, xm →

m→∞
x, òî 〈x, y〉 ≤ 1

äëÿ ëþáîãî y ∈ A. Çíà÷èò, A◦ çàìêíóòî.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿðû ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 32. Åñëè A ⊂ B, òî A◦ ⊃ B◦.

Ïðåäëîæåíèå 33. Ïóñòü BR(0) � çàìêíóòûé åâêëèäîâ øàð ðàäèóñà
R ñ öåíòðîì â 0. Òîãäà (BR(0))◦ = B1/R(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: x ∈ (BR(0))◦ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
〈x, y〉 ≤ 1 äëÿ ëþáîãî y ∈ BR(0).

Ïóñòü x ∈ B1/R(0). Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, 〈x, y〉 ≤
‖x‖ · ‖y‖ ≤ 1

R
·R = 1.

Ïóñòü x /∈ B1/R(0). Ïîëîæèì y = R x
‖x‖ . Òîãäà y ∈ BR(0), íî 〈x, y〉 =

R‖x‖ > 1.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè A îãðàíè÷åíî, òî A◦ ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü 0.
Åñëè A ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü 0, òî A◦ îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A ⊂ BR(0), òî A◦ ⊃ (BR(0))◦ = B1/R(0).
Åñëè Bδ(0) ⊂ A, òî A◦ ⊂ (Bδ(0))◦ = B1/δ(0).

Ïðåäëîæåíèå 34. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A◦ = (conv (A ∪ {0}))◦.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó ïîëÿð, A◦ ⊃ (conv (A ∪ {0}))◦. Äîêàæåì
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Ïóñòü x ∈ A◦. Òàê êàê 〈x, 0〉 = 0 < 1, òî x ∈ (A ∪ {0})◦.
Ïóñòü x ∈ B◦. Åñëè y =

m∑
j=1

λjyj, yj ∈ B, λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ m,
m∑
j=1

λj = 1.

Òîãäà

〈x, y〉 =
m∑
j=1

λj〈x, yj〉 ≤
m∑
j=1

λj = 1.

Çíà÷èò, x ∈ (convB)◦.
Ïóñòü x ∈ C◦. Åñëè ym ∈ C, ym →

m→∞
y, òî 〈x, y〉 = lim

m→∞
〈x, ym〉 ≤ 1.

Çíà÷èò, x ∈ C◦.
Ïðåäëîæåíèå 35. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(
∪kj=1Aj

)◦
= ∩kj=1A

◦
j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì(
∪kj=1Aj

)◦
=
{
x ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1 ∀y ∈ ∪kj=1Aj

}
=

= {x ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1 ∀y ∈ Aj, ∀j ∈ 1, k} =

= ∩kj=1{x ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1 ∀y ∈ Aj} = ∩kj=1A
◦
j .
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Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü A ⊂ Rn. Áèïîëÿðîé ìíîæåñòâà A íàçûâàåò-
ñÿ A◦◦ = (A◦)◦.

Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâ ïîëÿðû ñëåäóåò, ÷òî A◦◦ âûïóêëî, çàìêíóòî
è ñîäåðæèò 0.

Òåîðåìà 23. Ðàâåíñòâî A = A◦◦ âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A âûïóêëî, çàìêíóòî è ñîäåðæèò 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè A
âûïóêëî, çàìêíóòî è ñîäåðæèò 0, òî A = A◦◦.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿðû ñëåäóåò, ÷òî A ⊂ A◦◦. Åñëè ðàâåíñòâî íå âû-
ïîëíåíî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ∈ A◦◦\A. Òàê êàê A âûïóêëî è çàìêíóòî,
òî ïî òåîðåìå î ñòðîãîé îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò âåêòîð z ∈ Rn òàêîé,
÷òî

〈z, x̂〉 > sup
x∈A
〈z, x〉 ≥ 0

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê 0 ∈ A). Óìíîæèâ z íà ïîäõîäÿùóþ
ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî supx∈A〈z, x〉 ≤ 1, 〈z, x̂〉 >
1. Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî z ∈ A◦, à èç âòîðîãî � ÷òî x̂ /∈ A◦◦.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü A ⊂ Rn. Òîãäà A◦◦ = conv (A ∪ {0}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî A◦ = (conv (A∪{0}))◦ è òåîðåìó
î áèïîëÿðå, ïîëó÷àåì

A◦◦ = (conv (A ∪ {0}))◦◦ = conv (A ∪ {0}).

Ïðåäëîæåíèå 36. Ïóñòü ìíîæåñòâà A1, . . . , Ak ⊂ Rn âûïóêëû, çà-
ìêíóòû è ñîäåðæàò 0. Òîãäà

(
∩kj=1Aj

)◦
= conv

(
∪kj=1A

◦
j

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì(
conv

(
∪kj=1A

◦
j

))◦
=
(
∪kj=1A

◦
j

)◦
= ∩kj=1A

◦◦
j = ∩kj=1Aj

(çäåñü èñïîëüçîâàëîñü ïðåäëîæåíèå 35 è òåîðåìà î áèïîëÿðå); îòñþäà
ïîëó÷àåì

conv
(
∪kj=1A

◦
j

)
=
(
conv

(
∪kj=1A

◦
j

))◦◦
=
(
∩kj=1Aj

)◦
.
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Çàäà÷à 20. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî (A∩B)◦ = conv (A◦ ∪B◦), åñëè A, B
âûïóêëû, çàìêíóòû è èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå?

Çàäà÷à 21. Ïóñòü A = {(x1, x2) ∈ R2 : (x1 − a)2 + x2
2 ≤ R2}, ãäå

0 < a ≤ R. Íàéòè A◦.
Çàäà÷à 22. Ïóñòü A = {(x1, x2) ∈ R2 : (x1 − a)2 + x2

2 ≤ R2}, ãäå
a > R > 0. Íàéòè A◦.

Çàäà÷à 23. Íàéòè ïîëÿðó ìíîæåñòâ A = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 ≥ x2
1+c},

ãäå c ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 18. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êîíóñîì,
åñëè

1. λx ∈ K äëÿ ëþáûõ x ∈ K, λ ≥ 0;

2. x+ y ∈ K äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K.

Çàìå÷àíèå. Êîíóñ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.
Íàïðèìåð, âíåøíèé íîðìàëüíûé êîíóñ ê ìíîæåñòâó ÿâëÿåòñÿ êîíó-

ñîì.
Ïóñòü K � êîíóñ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K⊥ âíåøíèé íîðìàëüíûé êîíóñ

ê K â òî÷êå 0.

Ïðåäëîæåíèå 37. Ïóñòü K � êîíóñ. Òîãäà K◦ = K⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òîK◦ ⊂ K⊥. Ïóñòü ξ ∈ K◦. Òîãäà 〈ξ, x〉 ≤
1 äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ K òàêîå, ÷òî 〈ξ, x〉 > 0, òî
〈ξ, λx〉 →

λ→+∞
+∞. Òàê êàê λx ∈ K ïðè λ ≥ 0, òî supy∈K〈ξ, y〉 = +∞.

Çíà÷èò, 〈ξ, x〉 ≤ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ K, ïðè ýòîì 〈ξ, 0〉 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ξ ∈ K⊥.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå:

K⊥ = {x ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 0, y ∈ K} ⊂

⊂ {x ∈ Rn : 〈x, y〉 ≤ 1, y ∈ K} = K◦.

Ïðåäëîæåíèå 38. Ïóñòü K � çàìêíóòûé êîíóñ. Òîãäà

(K⊥)⊥ = K.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê K âûïóêëî, çàìêíóòî è ñîäåðæèò 0, òî K =
K◦◦. Òàê êàê K⊥ � êîíóñ, òî (K⊥)◦ = (K⊥)⊥. Çíà÷èò, (K⊥)⊥ = (K⊥)◦ =
(K◦)◦ = K.

Ïóñòü ‖·‖ � êàêàÿ-òî íîðìà íà Rn. Ñîïðÿæåííàÿ íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì ‖x‖∗ = max‖y‖≤1〈x, y〉. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿðû ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 39. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

{y : ‖y‖ ≤ 1}◦ = {x : ‖x‖∗ ≤ 1}.

Çàäà÷à 24. Ïóñòü p(x) � âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíàÿ ôóíê-
öèÿ (ò.å. p(λx) = λp(x) äëÿ ëþáîãî λ ≥ 0). Ïóñòü

A = {x ∈ Rn : p(x) ≤ 1}.

Ïîêàçàòü, ÷òî A◦ = conv (∂p(0) ∪ {0}).
Ïðèìåð. Ïóñòü 1 < p <∞,

B =

{
(x1, . . . , xn) :

n∑
i=1

|xi|p ≤ 1

}
.

Òîãäà

B◦ =

{
(x1, . . . , xn) :

n∑
i=1

|xi|p
′ ≤ 1

}
,

ãäå 1
p

+ 1
p′

= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
n∑
i=1

|xi|p
′ ≤ 1. Åñëè (y1, . . . , yn) ∈ B, òî â ñèëó

íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

n∑
i=1

xiyi ≤

(
n∑
i=1

|yi|p
)1/p( n∑

i=1

|xi|p
′

)1/p′

≤ 1,

òàê ÷òî (x1, . . . , xn) ∈ B◦.
Ïóñòü

n∑
i=1

|xi|p
′
> 1. Òàê êàê íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà òî÷íîå, òî ñóùå-

ñòâóåò âåêòîð (y1, . . . , yn) 6= 0 òàêîé, ÷òî

n∑
i=1

xiyi =

(
n∑
i=1

|yi|p
)1/p( n∑

i=1

|xi|p
′

)1/p′

.

61



Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
n∑
i=1

|yi|p = 1. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðîãî

áîëüøå 1 è (x1, . . . , xn) /∈ B◦.

15 Âûïóêëûå ìíîãîãðàííûå ìíîæåñòâà è ìíî-

ãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå 19. Âûïóêëûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ

{x ∈ Rn : 〈aj, x〉 ≤ bj, 1 ≤ j ≤ m},

ãäå a1, . . . , am ∈ Rn\{0}, b1, . . . , bm ∈ R.

Ò.å. âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî � ýòî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Äàëåå ñëîâî �âûïóêëîå� áóäåì îïóñ-
êàòü.

Ñ÷èòàåì, ÷òî Rn � òîæå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 20. Âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ conv {x1, . . . , xm},
ãäå x1, . . . , xm ∈ Rn.

Ò.å. âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê � ýòî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê. ßñíî, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê êîìïàêòåí.

Ïðåäëîæåíèå 40. Ïîëÿðîé âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
ãðàííîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà íàéäåì ïîëÿðó îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {ξ}.
Åñëè ξ = 0, òî {ξ}◦ = Rn. Ïóñòü ξ 6= 0. Òîãäà {ξ}◦ = {y ∈ Rn : 〈ξ, y〉 ≤ 1}.
Ýòî çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü M = conv{xj}mj=1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 34, 35,

M◦ = ({xj}nj=1)◦ = ∩mj=1{xj}◦ = ∩mj=1{y ∈ Rn : 〈xj, y〉 ≤ 1}.

Ýòî ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ξ 6= 0, òî

[0, ξ]◦ = {ξ}◦ = {x ∈ Rn : 〈ξ, x〉 ≤ 1}. (25)
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Ïðåäëîæåíèå 41. Ïóñòü M � ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî, 0 ∈ intM .
Òîãäà M◦ � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M = Rn, òî M◦ = {0}. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
M = ∩mj=1{x ∈ Rn : 〈aj, x〉 ≤ bj}, ãäå aj ∈ Rn\{0}. Òàê êàê 0 ∈ intM , òî
bj > 0. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 36,

M◦ = conv
(
∪mj=1{x ∈ Rn : 〈aj, x〉 ≤ bj}◦

)
.

Ïóñòü a ∈ Rn\{0}, b > 0. Òîãäà

{x ∈ Rn : 〈a, x〉 ≤ b}◦ = {x ∈ Rn : 〈a/b, x〉 ≤ 1}◦ (25)
= [0, a/b]◦◦ = [0, a/b].

Ïîýòîìó

M◦ = conv(∪mj=1[0, aj/bj]) = conv{0, a1/b1, . . . , am/bm}.

Çíà÷èò, M◦ � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî è 0 � åãî
âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî åãî ïîëÿðîé áóäåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ó êî-
òîðîãî 0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Îáðàòíî, åñëè ó âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà
0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî åãî ïîëÿðà � îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàííîå ìíî-
æåñòâî, ó êîòîðîãî 0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà.

Îõàðàêòåðèçóåì êðàéíèå òî÷êè ó ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 42. Ïóñòü M = {x ∈ Rn : 〈aj, x〉 ≤ bj, 1 ≤ j ≤ m},
x̂ ∈ M . Îáîçíà÷èì I(x̂) = {j ∈ 1, m : 〈aj, x̂〉 = bj}. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. x̂ � êðàéíÿÿ òî÷êà M ;

2. ñèñòåìà ðàâåíñòâ

〈aj, x〉 = bj, j ∈ I(x̂)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, x̂ = y+z
2
,

y, z ∈M . Äëÿ ëþáîãî j ∈ I(x̂) âûïîëíåíî bj = 〈aj, x̂〉 = 1
2
〈aj, y〉+ 1

2
〈aj, z〉,

〈aj, y〉 ≤ bj, 〈aj, z〉 ≤ bj. Çíà÷èò, 〈aj, y〉 = 〈aj, z〉 = bj äëÿ ëþáîãî j ∈ I(x̂)
è ïîýòîìó y = z = x̂. Òàêèì îáðàçîì, x̂ � êðàéíÿÿ òî÷êà.
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Îáðàòíî, ïóñòü x̂ � êðàéíÿÿ òî÷êà. Åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû íååäèí-
ñòâåííî, òî ñóùåñòâóåò âåêòîð h 6= 0 òàêîé, ÷òî 〈aj, h〉 = 0, j ∈ I(x̂).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ R, j ∈ I(x̂) âûïîëíåíî 〈aj, x̂ + th〉 = bj. Åñëè
j /∈ I(x̂), òî 〈aj, x̂〉 < bj, òàê ÷òî ïðè ìàëûõ t ïîëó÷àåì 〈aj, x̂ + th〉 < bj.
Çíà÷èò, åñëè ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî x̂ ± εh ∈ M è x̂ � íå êðàéíÿÿ
òî÷êà.

Çíà÷èò, åñëè x̂ � êðàéíÿÿ òî÷êà, òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî J ⊂
{1, . . . , m} òàêîå, ÷òî card J = n è âåêòîðû {aj}j∈J ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïðè ýòîì x̂ � ðåøåíèå ñèñòåìû 〈aj, x〉 = bj, j ∈ J . Ñåìåéñòâî ïîäìíî-
æåñòâ â {1, . . . , m} ìîùíîñòè n êîíå÷íî, îòêóäà ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 7. Ó ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íîå ÷èñëî êðàéíèõ òî-
÷åê.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, òî ýòî ìíî-
ãîãðàííèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî M âûïóêëî
è êîìïàêòíî. Ïî òåîðåìå Êðåéíà�Ìèëüìàíà â Rn, M = conv Σ, ãäå Σ �
ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åêM . Òàê êàê Σ êîíå÷íî, òîM � ìíîãîãðàííèê.

Ïðåäëîæåíèå 43. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî 0 ∈ M . Åñëè dimM < n, òî M ⊂ L, ãäå L � àôôèííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dimM . Òàê êàê 0 ∈ M , òî L � ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî è ïîýòîìó èìååò âèä

L = {x ∈ Rn : 〈aj, x〉 = 0, 1 ≤ j ≤ s} =

= {x ∈ Rn : 〈aj, x〉 ≤ 0, 〈aj, x〉 ≥ 0, 1 ≤ j ≤ s}.

Ïåðåéäÿ ê ïîäïðîñòðàíñòâó L, ìîæåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî intM 6= ∅.
Ñíîâà ñäåëàâ ñäâèã, ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ∈ intM .

Èòàê, M � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, 0 ∈ intM . Òîãäà M◦ � îãðàíè-
÷åííîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó M◦ � âûïóêëûé ìíîãîãðàí-
íèê. Çíà÷èò, M◦◦ � ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî. Ïî òåîðåìå î áèïîëÿðå,
M◦◦ = M .
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Ïóñòü x1, . . . , xn+1 ∈ Rn � àôôèííî íåçàâèñèìûå òî÷êè. Ìíîæåñòâî
conv {xj}n+1

j=1 íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñîì.
Îòìåòèì, ÷òî ñèìïëåêñ èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 44. Ïóñòü K ⊂ Rn � ñèìïëåêñ, 0 ∈ intK. Òîãäà K◦ �
ñèìïëåêñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì: K◦ � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, 0 ∈
intK◦. Çíà÷èò, K◦ = conv {ξj}mj=1, ãäå ξj � êðàéíèå òî÷êè K◦, è dimK◦ =
n. Ïîýòîìó ñðåäè {ξj}mj=1 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå n+ 1 àôôèííî íåçàâèñè-
ìûå òî÷êè (ñì. ïðåäëîæåíèå 8).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, K = conv {xj}n+1
j=1 , K

◦ = {x ∈ Rn : 〈xj, x〉 ≤ 1}.
Åñëè òî÷êà ξ ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé äëÿ K◦, òî ñóùåñòâóåò J ⊂ {1, . . . , n +
1}, card J = n, òàêîå, ÷òî ξ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû
ðàâåíñòâ 〈xj, x〉 = 1, j ∈ J . ×èñëî ïîäìíîæåñòâ â {1, . . . , n+1} ìîùíîñòè
n áóäåò ðîâíî n+ 1. Çíà÷èò, K◦ èìååò íå áîëåå n+ 1 êðàéíèõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, m = n+ 1 è K◦ � ñèìïëåêñ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î áèïîëÿðå, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 9. Ñèìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì n + 1 çàìêíóòûõ ïî-
ëóïðîñòðàíñòâ.

16 Ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü è ãëàäêîñòü

Îïðåäåëåíèå 21. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 ∈ intA.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê x1, x2 ∈ ∂A âûïîëíåíî x1+x2

2
∈ intA.

Ðèñ. 27: Ñòðîãî âûïóêëîå è íå
ñòðîãî âûïóêëîå ìíîæåñòâà.
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Ïðåäëîæåíèå 45. Åñëè ìíîæåñòâî A ñòðîãî âûïóêëîå, òî êàæäàÿ
åãî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âûñòóïàþùåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ ∂A � íå âûñòóïàþùàÿ òî÷êà. Ïî òåî-
ðåìå îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóåò âåêòîð ξ ∈ Rn\{0} òàêîé, ÷òî 〈ξ, x〉 =
supz∈A〈ξ, z〉. Ïóñòü y ∈ A, 〈ξ, y〉 = 〈ξ, x〉. Åñëè y 6= x, òî x+y

2
∈ intA.

Çíà÷èò,
〈
ξ, x+y

2

〉
< supz∈A〈ξ, z〉. Íî

〈
ξ, x+y

2

〉
= 1

2
〈ξ, x〉+ 1

2
〈ξ, y〉 = 〈ξ, x〉 =

supz∈A〈ξ, z〉 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 ∈ intA, x̂ ∈ ∂A. Ïî òåî-
ðåìå îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóåò âåêòîð ŷ ∈ Rn\{0} òàêîé, ÷òî 〈ŷ, x̂〉 =
supx∈A〈ŷ, x〉. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê 0 ∈ intA. Çíà÷èò,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈ŷ, x̂〉 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ŷ ∈ A◦.

Ïðåäëîæåíèå 46. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 ∈ intA,
ŷ ∈ A◦. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ŷ ∈ ∂A◦,

2. supx∈A〈ŷ, x〉 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè supx∈A〈ŷ, x〉 = 1, òî äëÿ ëþáîãî λ > 1 ïîëó÷àåì
λŷ /∈ A◦. Çíà÷èò, ŷ ∈ ∂A◦.

Ïóñòü supx∈A〈ŷ, x〉 = 1− ε < 1. Åñëè ‖y − ŷ‖ < δ, òî

sup
x∈A
〈y, x〉 ≤ sup

x∈A
〈ŷ, x〉+ sup

x∈A
〈y − ŷ, x〉 ≤ 1− ε+ δmax

x∈A
‖x‖ ≤ 1

ïðè ìàëûõ δ > 0. Çíà÷èò, ŷ ∈ intA◦.

Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 ∈ intA.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂A îïîðíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü ê A â òî÷êå x åäèíñòâåííà.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂A ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé âåêòîð y òàêîé, ÷òî 〈y, x〉 = 1 = supz∈A〈y, z〉.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü A ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 ∈ intA. Òîãäà

1. A ãëàäêîå ⇔ A◦ ñòðîãî âûïóêëîå,

2. A ñòðîãî âûïóêëîå ⇔ A◦ ãëàäêîå.
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Ðèñ. 28: Ãëàäêîå è íåãëàäêîå
ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû î áèïîëÿðå, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
ïåðâûé ïóíêò.

Ïóñòü A íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ ∂A, â êî-
òîðîé åñòü äâå ðàçëè÷íûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòè. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò
y1 6= y2 òàêèå, ÷òî 〈yj, ξ〉 = 1 = supx∈A〈yj, x〉, j = 1, 2. Òîãäà äëÿ y1+y2

2
âû-

ïîëíåíû òå æå ðàâåíñòâà. Çíà÷èò, y1, y2,
y1+y2

2
∈ ∂A◦ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

46 è A◦ íå ñòðîãî âûïóêëîå.
Ïóñòü A◦ íå ñòðîãî âûïóêëîå, òî åñòü ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå y1, y2 ∈

∂A◦ òàêîå, ÷òî y1+y2
2
∈ ∂A◦. Ïî ïðåäëîæåíèþ 46, supx∈A

〈
y1+y2

2
, x
〉

= 1.
Òàê êàê A êîìïàêòíî, òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ξ,
ïðè ýòîì ξ ∈ ∂A. Òàê êàê y1, y2 ∈ A◦, òî supx∈A〈yj, x〉 ≤ 1, j = 1, 2; â
÷àñòíîñòè, 〈yj, ξ〉 ≤ 1. Íî

〈
y1+y2

2
, ξ
〉

= 1. Çíà÷èò, supx∈A〈yj, x〉 = 〈yj, ξ〉 =
1, j = 1, 2, ò.å. A íå ãëàäêîå.

17 Ïðèëîæåíèå: çàäà÷à ×àïëûãèíà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé îïðåäåëåíèå
ôîðìû òðàåêòîðèè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïîëÿðû íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà (áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè òîëüêî òèïà ðàâåíñòâ è ñ íåïîäâèæíûìè
êîíöàìè t0 < t1).

Ïóñòü x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), u(t) = (u1(t), . . . , us(t)). Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à

t1∫
t0

L0(t, x(t), u(t)) dt+ l0(x(t0), x(t1))→ inf,
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t1∫
t0

Lj(t, x(t), u(t)) dt+ lj(x(t0), x(t1)) = 0, 1 ≤ j ≤ m,

ẋ(t) = ϕ(t, x(t), u(t)),

u(t) ∈ U.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

L(x, u) =
m∑
k=0

λk

 t1∫
t0

Lk(t, x(t), u(t)) dt+ lk(x(t0), x(t1))

+

+

t1∫
t0

p(t)(ẋ(t)− ϕ(t, x(t), u(t))) dt =

=

t1∫
t0

L(t, x(t), ẋ(t), u(t)) dt+ l(x(t0), x(t1)).

Íàïîìíèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñèëüíîãî ìèíèìóìà: ñóùåñòâóþò ÷èñ-
ëà λ0, . . . , λm è âåêòîð-ôóíêöèÿ p(·), îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå 0, òàêèå,
÷òî

1. λ0 ≥ 0 (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè),

2. − d
dt
Lẋ + Lx = 0 (óðàâíåíèå Ýéëåðà),

3. Lẋ(ti) = (−1)i ∂l
∂x(ti)

, i = 0, 1 (óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè),

4. minv∈U L(t, x̂(t), ˙̂x(t), v) = L(t, x̂(t), ˙̂x(t), û(t)) (ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà).

Ëàãðàíæèàí L èìååò âèä

L(t, x, ẋ, u) =
m∑
k=0

λkLk(t, x, u)− p(t)ϕ(t, x, u) + p(t)ẋ.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò u. Îáîçíà÷èì

H(t, x, u) = p(t)ϕ(t, x, u)−
m∑
k=0

λkLk(t, x, u);
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H íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ïîíòðÿãèíà. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
ïåðåïèñûâàåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

max
v∈U

H(t, x̂(t), v) = H(t, x̂(t), û(t)).

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 25. Åñëè ôóíêöèè Lj, ϕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ è ÿâíî íå çàâèñÿò îò t, òî H(t, x̂(t), û(t)) = const
(çäåñü x̂(t), û(t) � äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè-
÷åíèÿì çàäà÷è è ïóíêòàì 1�4 íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà).

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó

1

2

T0∫
0

(xv − yu) dt→ inf,

ẋ = u, ẏ = v,

x(0) = x(T0), y(0) = y(T0),

(u, v) ∈ U,
ãäå U ⊂ R2 � âûïóêëûé êîìïàêò, (0, 0) ∈ intU .

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è ñëåäóþùèé: íóæíî çà ôèêñèðîâàííîå âðå-
ìÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè îáîéòè îáëàñòü ñ ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäüþ,
ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå íà âåêòîð ñêîðîñòè èìååò âèä (u(t), v(t)) ∈ U . Åñ-
ëè U � êðóã ñ öåíòðîì â íóëå, òî çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å Äèäîíû
(â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèåé áóäåò îêðóæíîñòü).

Çäåñü ìû íå áóäåì îáñóæäàòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, òîëüêî
âûïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è îïðåäåëèì ôîðìó òðàåêòîðèè (è óâè-
äèì, êàê â ýòîì ó÷àñòâóåò ïîëÿðà ìíîæåñòâà).

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L =
λ0

2

T0∫
0

(xv − yu) dt+ λ1(x(0)− x(T0)) + λ2(y(0)− y(T0))+

+

T0∫
0

(p(t)(ẋ− u) + q(t)(ẏ − v)) dt.
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Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè: λ0 ≥ 0.
Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà: −ṗ+ λ0

2
v = 0, −q̇ − λ0

2
u = 0.

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè: p(0) = λ1, p(T0) = λ1, q(0) = λ2, q(T0) =
λ2.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà:

max
(u, v)∈U

(
pu+ qv − λ0

2
x̂(t)v +

λ0

2
ŷ(t)u

)
=

=

(
pû(t) + qv̂(t)− λ0

2
x̂(t)v̂(t) +

λ0

2
ŷ(t)û(t)

)
.

Åñëè λ0 = 0, òî p è q � êîíñòàíòû. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå max(u, v)∈U(pu+qv) = pû(t)+qv̂(t). Ïðè ýòîì (p, q) 6=
(0, 0) (èíà÷å âñå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà çàíóëÿþòñÿ). Òàê êàê 0 ∈ intU , òî
ìàêñèìóì áóäåò ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì (íå çàâèñÿùèì îò t). Ïðèìåíèâ
ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà, ïîëó÷èì

0 = p(x̂(T0)− x̂(0)) + q(ŷ(T0)− ŷ(0)) =

T0∫
0

(pû(t) + qv̂(t)) dt > 0

� ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü λ0 > 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1. Èç óðàâíåíèé Ýéëåðà

ïîëó÷àåì:

p(t) =
1

2
ŷ(t) + a, q(t) = −1

2
x̂(t) + b,

ãäå a, b � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òîãäà

pu+ qv − 1

2
x̂(t)v +

1

2
ŷ(t)u = (ŷ(t) + a)u− (x̂(t)− b)v.

Ïî òåîðåìå 25, (ŷ(t) + a)û(t) − (x̂(t) − b)v̂(t) = c (c � íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà), ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì (ŷ(t) + a)u − (x̂(t) − b)v ïî
(u, v) ∈ U . Ìèíèìóì â çàäà÷å íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà êîíñòàíòå, ïî-
ýòîìó (x̂, ŷ) 6≡ (b, −a), òàê ÷òî c > 0. Çíà÷èò,

max
(u, v)∈U

(
1

c
(ŷ(t) + a)u− 1

c
(x̂(t)− b)v

)
= 1.

Ïîýòîìó 1
c
(ŷ(t) + a, −x̂(t) + b) � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà U◦ (ñì. ïðåäëîæåíèå

46).
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Çíà÷èò, òðàåêòîðèÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàõîäèòñÿ ïîëÿðà
U , ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 90◦, çàòåì äåëàåòñÿ åå ðàçäóòèå â c ðàç; òðàåêòîðèþ
ìîæíî ñäâèãàòü íà ëþáîé âåêòîð. Êîíñòàíòà c íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà

cT0 =

T0∫
0

((ŷ(t) + a)û(t)− (x̂(t)− b)v̂(t)) dt = 2ScU◦ = 2c2SU◦ ,

ãäå SU◦ � ïëîùàäü U◦.
Ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ×àïëûãèíà; ìíîæåñòâî U

çàäàíî íåðàâåíñòâîì (u− u0)2 + v2 ≤ R2, ãäå u0 < R (ò.å. U � ñäâèíóòûé
êðóã, (0, 0) � åãî âíóòðåííÿÿ òî÷êà). Çäåñü R � ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íàÿ ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ñàìîëåòà, u0 � ñêîðîñòü âåòðà. Â ýòîì ñëó÷àå
U◦ � ýëëèïñ (ñì. îäíó èç çàäà÷); çíà÷èò, è òðàåêòîðèÿ áóäåò ýëëèïñîì
(ïîâåðíóòûì íà 90◦).

18 Ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè (ïðåîáðàçîâàíèå

Ëåæàíäðà�Þíãà�Ôåíõåëÿ)

Ïóñòü f : Rn → R ∪ {±∞}. Ïîëîæèì

f ∗(y) = sup
x∈Rn

(〈x, y〉 − f(x)).

Ôóíêöèÿ f ∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê f ôóíêöèåé èëè åå ïðåîáðàçîâà-
íèåì Ëåæàíäðà�Þíãà�Ôåíõåëÿ.

Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî f(x0) = −∞, òî f ∗ ≡ +∞. Åñëè
f ≡ +∞, òî f ∗ ≡ −∞.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà f ñîáñòâåííàÿ (ò.å. f íèãäå íå
ðàâíà −∞ è õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå êîíå÷íà).

Îïðåäåëåíèå 23. Ôóíêöèÿ f : Rn → R∪{+∞} íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé,
åñëè epi f çàìêíóò.

Ïðåäëîæåíèå 47. Ôóíêöèÿ çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f çàìêíóòà. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ R
ìíîæåñòâî {x ∈ Rn : f(x) ≤ c} çàìêíóòî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f(x0) >
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c. Òîãäà (x0, c) /∈ epi f . Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Bε(x0) × (c −
ε, c+ ε), íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ epi f . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî x ∈ Bε(x0)
âûïîëíåíî f(x) > c.

Ïóñòü f ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó. Ïîêàæåì, ÷òî íàäãðàôèê f çàìêíóò.
Ïóñòü (x0, c) /∈ epi f . Òîãäà c < f(x0); çíà÷èò, c+ε < f(x0) äëÿ íåêîòîðîãî
ε > 0. Òàê êàê f ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U
òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî c+ε < f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ U . Çíà÷èò, U×(c−ε, c+ε)
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ epi f .

Ïðåäëîæåíèå 48. Ïóñòü f : Rn → R∪{+∞} � ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ
çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ h : Rn → R
òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥ h(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn. (Àôôèííàÿ ôóíêöèÿ �
ëèíåéíàÿ ïëþñ êîíñòàíòà.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ Rn, f(x0) < +∞. Òîãäà (x0, f(x0) − 1) /∈
epi f . Òàê êàê epi f � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ
îêðåñòíîñòü U òî÷êè (x0, f(x0)−1), íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ epi f . Ïðèìåíèâ
òåîðåìó îòäåëèìîñòè ê âûïóêëûì ìíîæåñòâàì U è epi f , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñóùåñòâóþò ξ ∈ Rn è α ∈ R, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

inf
(x, u)∈epi f

(〈ξ, x〉+ αu) ≥ sup
(x, u)∈U

(〈ξ, x〉+ αu).

Ðèñ. 29: Ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü

Åñëè α < 0, òî inf ëåâîé ÷àñòè ðàâåí −∞, òàê ÷òî ýòîò ñëó÷àé íå
ïîäõîäèò. Åñëè α = 0, òî 〈ξ, x0〉 ≥ sup(x, u)∈U〈ξ, x〉. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
åñëè ξ = 0, òàê ÷òî ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, α > 0. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî α = 1. Òîãäà 〈ξ, x〉 + f(x) ≥ 〈ξ, x0〉 + f(x0) − 1. Îñòàåòñÿ
ïîëîæèòü h(x) = −〈ξ, x− x0〉+ f(x0)− 1.
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Çàìå÷àíèå. Â òàêîì âèäå ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå âåðíî è â áåñêî-
íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Äëÿ ôóíêöèé íà Rn çàìêíóòîñòü íåñóùåñòâåííà:
åñëè dom f èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü, òî ìîæíî ïðèìåíèòü òåî-
ðåìó î íåïóñòîòå ñóáäèôôåðåíöèàëà. Åñëè âíóòðåííîñòü ïóñòà, òî
ðàññìàòðèâàåì ñóæåíèå ôóíêöèè íà àôôèííóþ îáîëî÷êó dom f , çàòåì
ïîñòðîåííóþ íà íåé àôôèííóþ ôóíêöèþ ïðîäîëæàåì íà Rn.

Ïðåäëîæåíèå 49. Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ çàìêíó-
òàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f ∗ � âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ñîáñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî f ∗ ñîáñòâåííàÿ. Èìååì

f ∗(y) = sup
x∈Rn

(〈x, y〉 − f(x)).

Òàê êàê ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Rn òàêàÿ, ÷òî f(x0) < +∞, òî f ∗(y) ≥
〈x0, y〉 − f(x0) > −∞. Ïî ïðåäëîæåíèþ 48, ñóùåñòâóþò ξ0 ∈ Rn è c ∈ R
òàêèå, ÷òî f(x) ≥ 〈ξ0, x〉+ c, ïîýòîìó

f ∗(ξ0) ≤ sup
x∈Rn

(〈x, ξ0〉 − 〈ξ0, x〉 − c) = −c.

Äîêàæåì, ÷òî f ∗ âûïóêëàÿ è çàìêíóòàÿ. Ïîëîæèì hx(·) = 〈x, ·〉 −
f(x). Ýòî âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ. Èìååì

(y, v) ∈ epi f ∗ ⇔ v ≥ f ∗(y) ⇔ v ≥ sup
x∈Rn

(〈x, y〉 − f(x)) ⇔

⇔ ∀x ∈ Rn v ≥ 〈x, y〉 − f(x) ⇔

⇔ ∀x ∈ Rn (y, v) ∈ epihx ⇔ (y, v) ∈ ∩x∈Rnepihx.

Òàê êàê epihx âûïóêëû è çàìêíóòû, òî epi f ∗ âûïóêëûé è çàìêíóòûé.

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = ‖x‖ � íåêîòîðàÿ íîðìà íà Rn, ‖ · ‖∗ � ñîïðÿ-
æåííàÿ íîðìà. Âû÷èñëèì

f ∗(y) = sup
x∈Rn

(〈x, y〉 − ‖x‖).

Åñëè ‖y‖∗ > 1, òî ñóùåñòâóåò x ∈ Rn òàêîå, ÷òî 〈x, y〉 > ‖x‖. Çíà÷èò,
lim

λ→+∞
(〈λx, y〉 − ‖λx‖) = +∞. Ïîýòîìó f ∗(y) = +∞. Åñëè ‖y‖∗ ≤ 1, òî
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〈x, y〉 − ‖x‖ ≤ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn, ïðè ýòîì 0 äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
x = 0. Çíà÷èò, f ∗(y) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, f ∗ = I{x: ‖x‖∗≤1}.
Ïðèìåð èç ìåõàíèêè. Ïóñòü L(t, x, u) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, âûïóê-

ëàÿ ïî u, L(t, x, u)
|u| →

|u|→∞
+∞. Òîãäà

sup
u∈Rn

(〈p, u〉 − L(t, x, u))

êîíå÷íûé è äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå û. Ïîëó÷àåì p = Lu(t, x, û).
Ïóñòü ýòî óðàâíåíèå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî òðåòüåé ïå-
ðåìåííîé: û = ϕ(t, x, p). Ïîëîæèì H(t, x, p) := 〈p, û〉 − L(t, x, û) =
〈p, ϕ(t, x, p)〉 − L(t, x, ϕ(t, x, p)). Â ìåõàíèêå L íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Ëàãðàíæà, H � ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè L(t, x, ẋ) =
mẋ2

2
−V (x) (ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè), òî p = mẋ

(èìïóëüñ), H(t, x, p) = p2

2m
+V (x) (ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè).
Íåðàâåíñòâî Þíãà. Èç îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ñëåäó-

åò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn âûïîëíåíî f ∗(y) ≥ 〈x, y〉 − f(x), èëè

〈x, y〉 ≤ f(x) + f ∗(y), x, y ∈ Rn.

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Þíãà.
Ïðèìåð. Ïóñòü 1 < p < ∞, f(x) = |x|p

p
, x ∈ R. Ôóíêöèÿ xy − |x|p

p

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà; â òî÷êå ìàêñèìóìà ïîëó÷àåì y − |x|p−1sgnx = 0,

îòêóäà x = |y|
1
p−1 sgn y, f ∗(y) = |y|p′ − 1

p
|y|p′ = |y|p′

p′
. Îòñþäà ïîëó÷àåì

xy ≤ |x|
p

p
+
|y|p′

p′
.

Ëåììà 3. (Ìèíêîâñêèé). Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ çà-
ìêíóòàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî (x0, u0) /∈ epi f ñó-
ùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ h : Rn → R òàêàÿ, ÷òî h(x0) > u0 è
h(x) ≤ f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñòðîãîé îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóþò x∗ ∈
Rn, α ∈ R è c ∈ R òàêèå, ÷òî

inf
(x, u)∈epi f

(〈x∗, x〉+ αu) ≥ c > 〈x∗, x0〉+ αu0. (26)
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Ðèñ. 30: Ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü

Åñëè α < 0, òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà −∞ (ðàññìàòðèâàåì x ∈ dom f è
u→ +∞). Çíà÷èò, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Åñëè α > 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

âûïîëíåíî 〈x∗, x〉 + f(x) ≥ c > 〈x∗, x0〉 + u0, èëè f(x) ≥ −〈x∗, x〉 + c,
u0 < −〈x∗, x0〉+ c. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü h(x) = −〈x∗, x〉+ c.

Ïóñòü α = 0 (òàê êàê x0 ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü dom f , òî ýòîò ñëó÷àé
âîçìîæåí). Â ñèëó (26), ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî 〈x∗, x〉 ≥ c äëÿ
ëþáûõ (x, u) ∈ epi f è 〈x∗, x0〉 < c− ε.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 48 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò z∗ ∈ Rn è b ∈ R òàêèå,
÷òî f(x) ≥ 〈z∗, x〉+ b.

Ðèñ. 31: Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè h

Ïîëîæèì h(x) = 〈z∗, x〉 + b + R(c− 〈x∗, x〉), ãäå R > 0 � äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷èñëî. Òàê êàê c− 〈x∗, x〉 ≤ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ dom f , òî f(x) ≥
h(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

h(x0) = 〈z∗, x0〉+ b+R(c− 〈x∗, x0〉) ≥ 〈z∗, x0〉+ b+Rε > u0,

åñëè R äîñòàòî÷íî âåëèêî.
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Âòîðîé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ f ∗∗ = (f ∗)∗.
Èç íåðàâåíñòâà Þíãà ñëåäóåò, ÷òî 〈x, y〉 − f ∗(y) ≤ f(x) äëÿ ëþáûõ

x, y ∈ Rn, ïîýòîìó

f ∗∗(x) = sup
y∈Rn

(〈x, y〉 − f ∗(y)) ≤ f(x).

Òåîðåìà 26. (Ôåíõåëü�Ìîðî). Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ
çàìêíóòàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f ∗∗ = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Rn òàêàÿ, ÷òî f ∗∗(x0) <
f(x0). Ïî ëåììå Ìèíêîâñêîãî, ñóùåñòâóþò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ h è ε > 0
òàêèå, ÷òî f(x) ≥ h(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn è h(x0) > f ∗∗(x0) + ε. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóþò c ∈ R è ξ ∈ Rn òàêèå, ÷òî

f(x) ≥ 〈ξ, x〉 − c, x ∈ Rn, 〈ξ, x0〉 − c > f ∗∗(x0) + ε.

Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî f ∗(ξ) ≤ c. Çíà÷èò,

c+ ε < 〈ξ, x0〉 − f ∗∗(x0) ≤ f ∗(ξ) ≤ c.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü f � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. f âûïóêëàÿ è çàìêíóòàÿ,

2. f ∗∗ = f .

Êàê íàéòè f ∗∗, åñëè ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
èëè çàìêíóòîé?

Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì Vf =
conv epi f .

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè (x, u) ∈ Vf , v ≥ u, òî (x, v) ∈ Vf . Â ñàìîì äåëå,

(x, u) = lim
n→∞

(xn, un), xn =
Nn∑
j=1

λn,jxn,j, un =
Nn∑
j=1

λn,jun,j,
Nn∑
j=1

λn,j = 1, λn,j ≥

0, (xn,j, un,j) ∈ epi f . Òàê êàê (xn,j, un,j + v − u) ∈ epi f , un + v − u =
Nn∑
j=1

λn,j(un,j + v − u), òî (x, v) = lim
n→∞

(xn, un + v − u) ∈ Vf .

Ïîëîæèì
conv f(x) = inf{u ∈ R : (x, u) ∈ Vf}
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Ðèñ. 32: Ìíîæåñòâî Vf

(ñ÷èòàåì, ÷òî inf ∅ = +∞). Òîãäà Vf = epi conv f . Çíà÷èò, conv f � âû-
ïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå, conv f(x) ≤ f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn.

Åñëè ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥ h(x) äëÿ
ëþáîãî x ∈ Rn, òî epi f ⊂ epih è ïîýòîìó Vf ⊂ epih. Çíà÷èò, conv f(x) ≥
h(x) è conv f � ñîáñòâåííàÿ.

Íàîáîðîò, åñëè conv f ñîáñòâåííàÿ, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 48 ñó-
ùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî conv f(x) ≥ h(x). Çíà÷èò,
f(x) ≥ h(x).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè f ∗ êîíå÷íà â òî÷êå y, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà
Þíãà f(x) ≥ 〈x, y〉 − f ∗(y) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn.

Ïðåäëîæåíèå 50. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f ∗ = (conv f)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå,

(conv f)∗(y) = sup(〈x, y〉 − conv f(x)) = sup
(x, u)∈epi conv f

(〈x, y〉 − u) =

= sup
(x, u)∈epi f

(〈x, y〉 − u) = sup(〈x, y〉 − f(x)) = f ∗(y).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 51. Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî
f(x) ≥ h(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn. Òîãäà f ∗∗ = conv f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ôåíõåëÿ�Ìîðî, (conv f)∗∗ = conv f . Â ñè-
ëó ïðåäëîæåíèÿ 50, f ∗ = (conv f)∗. Çíà÷èò, f ∗∗ = (conv f)∗∗ = conv f .

×òî áóäåò, åñëè àôôèííîé ôóíêöèè h èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ
íå ñóùåñòâóåò? Òîãäà ôóíêöèÿ conv f íå áóäåò ñîáñòâåííîé è íå ðàâíà
òîæäåñòâåííî +∞. Çíà÷èò, îíà â êàêîé-òî òî÷êå ðàâíà −∞, ïîýòîìó
f ∗ = (conv f)∗ ≡ +∞, f ∗∗ ≡ −∞.
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Ïðåäëîæåíèå 52. Ïóñòü f1, . . . , fk : Rn → R ∪ {+∞},

f(x) = min{f1(x), . . . , fk(x)}.

Òîãäà f ∗(y) = max{f ∗1 (y), . . . , f ∗k (y)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

f ∗(y) = sup
x∈Rn

(〈x, y〉 −min{f1(x), . . . , fk(x)}) =

= max
1≤j≤k

sup
x∈Rn
{〈x, y〉 − fj(x)} = max{f ∗1 (y), . . . , f ∗k (y)}.

Ïðåäëîæåíèå 53. Ïóñòü f1, . . . , fk : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëûå
çàìêíóòûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè,

f(x) = max{f1(x), . . . , fk(x)}.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ñîáñòâåííàÿ. Òîãäà f ∗(y) = conv min{f ∗1 (y), . . . , f ∗k (y)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè min{f ∗1 , . . . , f ∗k} âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 51. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê f ñîáñòâåííàÿ, òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Rn òàêàÿ, ÷òî f(x0) < +∞. Â ñèëó íåðàâåíñòâà
Þíãà,

f ∗j (y) ≥ 〈x0, y〉 − fj(x0) ≥ 〈x0, y〉 − f(x0), j = 1, . . . , k.

Çíà÷èò,
min{f ∗1 (y), . . . , f ∗k (y)} ≥ 〈x0, y〉 − f(x0).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 51, 52 è òåîðåìû Ôåíõåëÿ�Ìîðî äëÿ f1, . . . , fk,

conv min{f ∗1 , . . . , f ∗k} = min{f ∗1 , . . . , f ∗k}∗∗ =

= max{f ∗∗1 , . . . , f ∗∗k }∗ = max{f1, . . . , fk}∗.

Ïðåäëîæåíèå 54. Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
x ∈ dom f . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. y ∈ ∂f(x),
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2. 〈x, y〉 = f(x) + f ∗(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Ïóñòü y ∈ ∂f(x). Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn

âûïîëíåíî f(z)− f(x) ≥ 〈y, z − x〉. Çíà÷èò, 〈y, x〉 − f(x) ≥ 〈y, z〉 − f(z).
Âçÿâ sup ïî z, ïîëó÷èì 〈y, x〉 − f(x) ≥ f ∗(y). Â ñèëó íåðàâåíñòâà Þíãà,
〈x, y〉 = f(x) + f ∗(y).

2) ⇒ 1). Ïóñòü 〈x, y〉 = f(x) + f ∗(y). Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn ïîëó-
÷àåì 〈x, y〉 ≥ f(x) + 〈z, y〉 − f(z). Çíà÷èò, f(z)− f(x) ≥ 〈y, z − x〉.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ñîá-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ïðè ýòîì f

(
x+y

2

)
< f(x)+f(y)

2
äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ

x, y ∈ Rn òàêèõ, ÷òî x+y
2
∈ dom f , ∂f

(
x+y

2

)
6= ∅. Òîãäà

1. card ∂f ∗(x∗) ≤ 1 äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ dom f ∗;

2. f ∗ äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â êàæäîé òî÷êå x ∈ int dom f ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1. Ïî òåîðåìå Ôåíõåëÿ�Ìîðî,
f ∗∗ = f . Çíà÷èò, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 54,

ξ ∈ ∂f ∗(x∗) ⇔ 〈x∗, ξ〉 = f ∗(x∗) + f(ξ). (27)

Ïóñòü x∗ ∈ dom f ∗, x, y ∈ ∂f ∗(x∗) � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ïîêàæåì,
÷òî f

(
x+y

2

)
= f(x)+f(y)

2
, x+y

2
∈ dom f è ∂f

(
x+y

2

)
6= ∅. Òîãäà ïîëó÷èì

ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèÿìè òåîðåìû.
Òàê êàê ∂f ∗(x∗) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî x+y

2
∈ ∂f ∗(x∗). Â ñèëó

(27),

〈x∗, x〉 = f(x) + f ∗(x∗),
〈x∗, y〉 = f(y) + f ∗(x∗),〈

x∗, x+y
2

〉
= f

(
x+y

2

)
+ f ∗(x∗).

(28)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x, y, x+y
2
∈ dom f ; â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 54, x∗ ∈

∂f
(
x+y

2

)
; â ÷àñòíîñòè, ∂f

(
x+y

2

)
6= ∅.

Ñëîæèì ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà (28) è ïîäåëèì íà 2:〈
x∗,

x+ y

2

〉
=
f(x) + f(y)

2
+ f ∗(x∗).

Îòñþäà è èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà (28) ñëåäóåò, ÷òî f
(
x+y

2

)
= f(x)+f(y)

2
.

Óòâåðæäåíèå 2 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 1 â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 25 è
òåîðåìû 12.
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Òåîðåìà 28. Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ñîá-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, card ∂f(x) ≤ 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ dom f . Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ ðàçëè÷íûõ x∗, y∗ ∈ Rn òàêèõ, ÷òî x∗+y∗

2
∈ dom f ∗, ∂f ∗

(
x∗+y∗

2

)
6= ∅,

âûïîëíåíî f ∗
(
x∗+y∗

2

)
< f∗(x∗)+f∗(y∗)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ ∂f ∗
(
x∗+y∗

2

)
. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 54,〈

x∗ + y∗

2
, x

〉
= f ∗

(
x∗ + y∗

2

)
+ f(x).

Åñëè f ∗
(
x∗+y∗

2

)
= f∗(x∗)+f∗(y∗)

2
, òî

〈x∗, x〉+ 〈y∗, x〉
2

=
f ∗(x∗) + f ∗(y∗)

2
+ f(x). (29)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà Þíãà

〈x∗, x〉 ≤ f ∗(x∗) + f(x), 〈y∗, x〉 ≤ f ∗(y∗) + f(x).

Îòñþäà è èç (29) ñëåäóåò, ÷òî

〈x∗, x〉 = f ∗(x∗) + f(x), 〈y∗, x〉 = f ∗(y∗) + f(x),

ïîýòîìó x∗ ∈ ∂f(x), y∗ ∈ ∂f(x) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 54. Òàê êàê card ∂f(x) ≤
1, òî x∗ = y∗.

Îïðåäåëåíèå 24. Ôóíêöèÿ f : Rn → R ∪ {+∞} íàçûâàåòñÿ ñòðîãî
âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ dom f è ëþáîãî λ ∈
(0, 1) âûïîëíåíî f((1− λ)x+ λy) < (1− λ)f(x) + λf(y).

Ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ
ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ dom f âûïîëíåíî f

(
x+y

2

)
< f(x)+f(y)

2
. Â ñàìîì

äåëå, ïóñòü λ ∈ (0, 1). Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü λ < 1
2
. Òîãäà

f((1−λ)x+λy) = f

(
(1− 2λ)x+ 2λ · x+ y

2

)
≤ (1−2λ)f(x)+2λf

(
x+ y

2

)
<

< (1− 2λ)f(x) + 2λ · f(x) + f(y)

2
= (1− λ)f(x) + λf(y).

Òåîðåìà 29. Ïóñòü f � âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ íà Rn, f è f ∗

âñþäó êîíå÷íû. Òîãäà
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1. f ñòðîãî âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà f ∗ âñþäó äèôôåðåíöèðóå-
ìà ïî Ãàòî,

2. f âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∗

ñòðîãî âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì 27, 28 ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïðåäëîæåíèÿ 25 è òåîðåì 11, 12.

19 Òåîðåìà î ñåäëîâîé òî÷êå

Òåîðåìà 30. Ïóñòü X, Y � êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, KX ⊂ X,
KY ⊂ Y � âûïóêëûå êîìïàêòû. Ïóñòü f : KX×KY → R � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, ïðè ýòîì f(·, y) âûïóêëà äëÿ ëþáîãî y ∈ KY , f(x, ·) âîãíóòà
äëÿ ëþáîãî x ∈ KX (ò.å. −f(x, ·) âûïóêëà). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà
(x̂, ŷ) ∈ KX ×KY òàêàÿ, ÷òî

f(x, ŷ) ≥ f(x̂, ŷ) ≥ f(x̂, y) ∀x ∈ KX , y ∈ KY . (30)

Òî÷êà (x̂, ŷ) íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé.

Ðèñ. 33: Ñåäëîâàÿ òî÷êà

Óñëîâèå (30) ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: x̂ ∈ Argmin f(·, ŷ)
(ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, ãäå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì f(·, ŷ)), ŷ ∈ Argmax f(x̂, ·)
(ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, ãäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì f(x̂, ·)), èëè

(x̂, ŷ) ∈ Argmin f(·, ŷ)× Argmax f(x̂, ·).
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Φ, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå (x, y) ∈ KX ×KY

ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî Argmin f(·, y)×Argmax f(x, ·). Íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà (x̂, ŷ) òàêàÿ, ÷òî (x̂, ŷ) ∈ Φ(x̂, ŷ).

Äëÿ ýòîãî ìû äîêàæåì òåîðåìó Êàêóòàíè:

Òåîðåìà 31. Ïóñòü K ⊂ Rd � âûïóêëûé êîìïàêò; îòîáðàæåíèå Φ
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå x ∈ K âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
Φ(x) ⊂ K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ xn ∈ K, yn ∈ Φ(xn) òàêèõ,
÷òî (xn, yn) →

n→∞
(x, y) âûïîëíåíî y ∈ Φ(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà

x̂ ∈ K òàêàÿ, ÷òî x̂ ∈ Φ(x̂).

Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü òåîðåìó Êàêóòàíè, ñôîðìóëèðóåì âñïî-
ìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 32. (Áðàóýð). Ïóñòü K ⊂ Rd � âûïóêëûé êîìïàêò, f : K →
K � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ∈ K òàêàÿ,
÷òî x̂ = f(x̂).

Òåîðåìó Áðàóýðà äîêàçûâàòü íå áóäåì.
Áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå.ÏóñòüK = conv {xj}d+1

j=1 � d-ìåðíûé
ñèìïëåêñ. Ïóñòü J ⊂ {1, . . . , d+1}, card J = k+1. Ìíîæåñòâî conv {xj}j∈J
íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé ãðàíüþ K.

Îïðåäåëèì áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå ñèìïëåêñà íà (d + 1)! ñèì-
ïëåêñîâ èíäóêöèåé ïî d.

1. Åñëè d = 1, òî ñèìïëåêñ � ýòî îòðåçîê. Â ýòîì ñëó÷àå áåðåòñÿ åãî
ðàçáèåíèå íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.

2. Ïóñòü áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå îïðåäåëåíî äëÿ k-ìåðíûõ ñèì-
ïëåêñîâ, k < d (÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ðàâíî (k + 1)!). Îáî-
çíà÷èì d − 1-ìåðíûå ãðàíè K ÷åðåç Kj (1 ≤ j ≤ d + 1), ïîëîæèì

x0 =
d+1∑
j=1

xj
d+1

. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Kj ðàçáèâàåì íà ñèì-

ïëåêñû ∆j,i, 1 ≤ i ≤ d!. Òîãäà {conv ({x0}∪∆j,i)}1≤j≤d+1, 1≤i≤d! áóäåò
áàðèöåíòðè÷åñêèì ðàçáèåíèåì K.

Áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå ñèìïëåêñà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

� Ëþáûå äâà ñèìïëåêñà èç ðàçáèåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåêîòîðîé k-
ìåðíîé ãðàíè.
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� Åñëè ∆ � ñèìïëåêñ èç áàðèöåíòðè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ, òî diam ∆ ≤
d
d+1

diamK.

Ïîñòðîèì äëÿ K áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå, çàòåì äëÿ êàæäîãî ïî-
ëó÷èâøåãîñÿ ñèìïëåêñà îïÿòü ïîñòðîèì áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå, è
ò.ä. n ðàç. Òîãäà ó êàæäîãî ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ äèàìåòð áóäåò íå áîëü-
øå
(

d
d+1

)n
diamK; ýòî ÷èñëî ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì çà ñ÷åò

âûáîðà n. Ïðè ýòîì ëþáûå äâà ñèìïëåêñà èç ðàçáèåíèÿ ëèáî íå ïåðåñå-
êàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåêîòîðîé k-ìåðíîé ãðàíè. Ïóñòü {xj}Nnj=1

� ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñèìïëåêñîâ, yj ∈ Rd, 1 ≤ j ≤ Nn. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ fn íà K ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x =

∑
j∈J

λjxj, conv {xj}j∈J �

îäèí èç ñèìïëåêñîâ ðàçáèåíèÿ, λj ≥ 0,
∑
j∈J

λj = 1, òî ïîëàãàåì fn(x) =∑
j∈J

λjyj. Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ïóñòü íà Rd ââåäåíà åâêëèäîâà ìåòðèêà.
Ðàññìîòðèì íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâîM ⊂ Rd. Äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè x ∈ Rd ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áëèæàéøàÿ òî÷êà p(x) ∈M ,
ò.å. òàêàÿ, ÷òî

‖x− p(x)‖ = min
y∈M
‖x− y‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê y 7→ ‖x− y‖ íåïðåðûâíà è ñòðåìèòñÿ ê +∞
ïðè ‖y‖ → ∞, à ïåðåñå÷åíèå M ñ ëþáûì çàìêíóòûì øàðîì êîìïàêòíî,
òî áëèæàéøàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò.

Åñëè p(x), q(x) � äâå ðàçëè÷íûå áëèæàéøèå òî÷êè, ‖x − p(x)‖ =

‖x− q(x)‖ = r, òî
∥∥∥x− p(x)+q(x)

2

∥∥∥ < r è òî÷êè áëèæàéøèìè íå áóäóò.

ÅñëèM � ïðÿìàÿ, òî p(x) � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ. Çíà÷èò, ‖p(x)−
p(y)‖ ≤ ‖x− y‖, x, y ∈ Rd. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî æå íåðàâåíñòâî âåðíî,
åñëè M � îòðåçîê. Çíà÷èò, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî è â ñëó÷àå, åñëè
M � ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå p ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàêóòàíè. Ñíà÷àëà ñâåäåì óòâåðæäåíèå ê
ñëó÷àþ, êîãäà K � ñèìëåêñ. Ïóñòü ∆ � ñèìïëåêñ, ñîäåðæàùèé êîìïàêò
K. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ ∆ áåðåì òî÷êó p(x) � áëèæàéøóþ èçK. Ïîëî-
æèì Φ̃(x) = Φ(p(x)). Ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò ïðîäîëæåíèåì Φ íà ∆. Åñëè
(xn, yn) →

n→∞
(x, y), yn ∈ Φ̃(xn), òî (p(xn), yn) →

n→∞
(p(x), y), yn ∈ Φ̃(xn) =
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Φ(p(xn)). Çíà÷èò, y ∈ Φ(p(x)) = Φ̃(x). Åñëè òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñèì-
ïëåêñà, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ∈ ∆ òàêàÿ, ÷òî x̂ ∈ Φ̃(x̂) = Φ(p(x̂)) ⊂ K.
Çíà÷èò, p(x̂) = x̂ è x̂ ∈ Φ(x̂).

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñèìïëåêñà. Ïîñòðîèì áàðèöåíòðè÷åñêîå
ðàçáèåíèå K, çàòåì äëÿ êàæäîãî ïîñòðîåííîãî ñèìïëåêñà ñòðîèì áàðè-
öåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå è ò.ä. Ïóñòü {xn,j}Nnj=1 � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí
ïîñòðîåííûõ íà n-ì øàãå ñèìïëåêñîâ. Âîçüìåì yn,j ∈ Φ(xn,j) è ïîñòðîèì
êóñî÷íî-àôôèííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ fn òàêóþ, ÷òî fn(xn,j) = yn,j.
Òàê êàê yn,j ∈ Φ(xn,j) ⊂ K è K âûïóêëî, òî fn : K → K. Ïî òåîðå-
ìå Áðàóýðà, ñóùåñòâóåò òî÷êà xn ∈ K òàêàÿ, ÷òî fn(xn) = xn. Òîãäà
xn =

∑
j∈Jn

λn,jxn,j, fn(xn) =
∑
j∈Jn

λn,jyn,j (çäåñü Jn � ìíîæåñòâî âåðøèí îä-

íîãî èç ñèìïëåêñîâ, ïîëó÷åííûì íà n-ì øàãå). Ïåðåíóìåðîâàâ âåðøèíû,
ñ÷èòàåì, ÷òî Jn = {1, . . . , d+ 1}.

Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}k∈N òàêàÿ, ÷òî xnk →
k→∞

x̂,

λnk,j →
k→∞

λj, ynk,j →
k→∞

ŷj. Òàê êàê äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê 0

ïðè k →∞, òî xnk,j →
k→∞

x̂. Çíà÷èò, ŷj ∈ Φ(x̂). Òàê êàê Φ(x̂) âûïóêëî, òî
d+1∑
j=1

λjyj ∈ Φ(x̂). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d+1∑
j=1

λjyj = lim
k→∞

d+1∑
j=1

λnk,jynk,j = lim
k→∞

fnk(xnk) = lim
k→∞

xnk = x̂.

Ïîýòîìó x̂ ∈ Φ(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñåäëîâîé òî÷êå. Ìû óæå îïðåäåëèëè îòîá-
ðàæåíèå (x, y) 7→ Ay × Cx,

Ay = Argmin f(·, y) ⊂ KX , Cx = Argmax f(x, ·) ⊂ KY .

Òàê êàê f íåïðåðûâíà, âûïóêëà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è âîãíóòà ïî
âòîðîìó, òî Ay è Cx âûïóêëû è çàìêíóòû. Ïóñòü xn ∈ KX , yn ∈ KY ,
un ∈ Ayn , vn ∈ Cxn , xn →

n→∞
x, un →

n→∞
u, yn →

n→∞
y, vn →

n→∞
v. Ïîêà-

æåì, ÷òî u ∈ Ay (àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî v ∈ Cx). Â ñàìîì äåëå,
èíà÷å f(u, y) > minξ∈KX f(ξ, y) = f(ξ̂, y). Òîãäà ïðè áîëüøèõ n ïîëó÷à-
åì f(un, yn) > f(ξ̂, yn) � ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî un ∈ Ayn . Çíà÷èò, ê
ïîñòðîåííîìó îòîáðàæåíèþ ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Êàêóòàíè è ïî-
ëó÷èòü ñåäëîâóþ òî÷êó.
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Ïóñòü (x̂, ŷ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà, ò.å. f(x, ŷ) ≥ f(x̂, ŷ) ≥ f(x̂, y) äëÿ
ëþáûõ x ∈ KX , y ∈ KY . Òîãäà

inf
x∈KX

f(x, ŷ) ≥ f(x̂, ŷ) ≥ sup
y∈KY

f(x̂, y),

sup
y∈KY

inf
x∈KX

f(x, y) ≥ f(x̂, ŷ) ≥ inf
x∈KX

sup
y∈KY

f(x, y).

Âñåãäà âåðíî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî:

sup
y∈KY

inf
x∈KX

f(x, y) ≤ inf
x∈KX

sup
y∈KY

f(x, y).

Çíà÷èò,
sup
y∈KY

inf
x∈KX

f(x, y) = f(x̂, ŷ) = inf
x∈KX

sup
y∈KY

f(x, y).

20 Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü c ∈ Rn, ai ∈ Rn, bi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ èìååò âèä

〈c, x〉 → inf, 〈ai, x〉 ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m. (31)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó ñî ñòðîêàìè ai, 1 ≤ i ≤ m, è ïîëîæèì
b = (b1, . . . , bm). Äëÿ âåêòîðîâ ξ = (ξ1, . . . , ξm), η = (η1, . . . , ηm) ∈ Rm

ïèøåì ξ ≤ η, åñëè ξi ≤ ηi, 1 ≤ i ≤ m. Òîãäà (31) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

〈c, x〉 → inf, Ax ≤ b. (32)

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî G = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} íàçûâàåòñÿ ìíîãî-
ãðàííûì ìíîæåñòâîì. Âåðøèíàìè G íàçûâàþòñÿ åãî êðàéíèå òî÷êè.

Äëÿ x ∈ G ìû îáîçíà÷àëè I(x) = {i ∈ 1, m : 〈ai, x〉 = bi}. Áûëî
äîêàçàíî (ñì. ïðåäëîæåíèå 42), ÷òî òî÷êà x ∈ G ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé

〈ai, x〉 = bi, i ∈ I(x),

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îòñþäà ñäåëàëè âûâîä, ÷òî ó ìíîãîãðàí-
íîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí.
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Ïðåäëîæåíèå 55. Ïóñòü G = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} � íåïóñòîå ìíîãî-
ãðàííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. G íå èìååò âåðøèí;

2. G ñîäåðæèò ïðÿìóþ;

3. ñóùåñòâóåò âåêòîð h 6= 0 òàêîé, ÷òî Ah = 0;

4. rkA < n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü 3 è 4 � ôàêò èç ëèíåéíîé àëãåáðû.
3 ⇒ 2. Ïóñòü x0 ∈ G, h 6= 0, Ah = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ R

âûïîëíåíî 〈ai, x0 + th〉 = 〈ai, x0〉 ≤ bi, 1 ≤ i ≤ m; çíà÷èò, {x0 + th : t ∈
R} ⊂ G.

2 ⇒ 3. Ïóñòü ïðÿìàÿ {x0 + th : t ∈ R} ⊂ G. Ïîêàæåì, ÷òî Ah = 0.
Â ñàìîì äåëå, èíà÷å ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî 〈ai, h〉 6= 0. Òîãäà, åñëè âû-
áðàòü t äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïî ìîäóëþ è ñ ïîäõîäÿùèì çíàêîì, ïîëó÷èì
〈ai, x0 + th〉 > bi è x0 + th /∈ G.

3⇒ 1. Ïóñòü h 6= 0, Ah = 0. Åñëè x � âåðøèíà G, òî ñèñòåìà 〈ai, x〉 =
bi, i ∈ I(x), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íî 〈ai, x + h〉 = 〈ai, x〉 = bi,
i ∈ I(x). Çíà÷èò, x � íå âåðøèíà.

1 ⇒ 3. Ïóñòü ñèñòåìà Ah = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ïîêà-
æåì, ÷òî G èìååò êðàéíþþ òî÷êó.

Ïóñòü x � òî÷êà èç G, äëÿ êîòîðîé I(x) èìååì ìàêñèìàëüíóþ ìîù-
íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî x � âåðøèíà.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x±h ∈ G äëÿ íåêîòîðîãî h 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
i ∈ 1, m òàêîå, ÷òî 〈ai, h〉 6= 0.

Åñëè j ∈ I(x), òî 〈aj, x ± h〉 ≤ bj = 〈aj, x〉. Çíà÷èò, ±〈aj, h〉 ≤ 0,
îòêóäà 〈aj, h〉 = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I(x+th) ⊃ I(x) äëÿ ëþáîãî t ∈ R è {j : 〈aj, h〉 6=
0} ⊂ {1, . . . , m}\I(x). Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïðÿìàÿ {x + th : t ∈ R} íå
ñîäåðæèòñÿ â G (ñì. äîêàçàòåëüñòâî 2⇒ 3). Çíà÷èò, {x+ th : t ∈ R} ∩G
� ýòî ëó÷ èëè îòðåçîê. Ïóñòü x + t0h � îäèí èç åãî êîíöîâ. Îòìåòèì,
÷òî t0 6= 0. Ñóùåñòâóåò j0 /∈ I(x) òàêîå, ÷òî 〈aj0 , x + t0h〉 = bj0 (èíà÷å,
åñëè 〈aj, x + t0h〉 < bj, j /∈ I(x), òî ïðè ìàëûõ ε > 0 âûïîëíåíî 〈aj, x +
(t0 ± ε)h〉 < bj, j /∈ I(x), òàê ÷òî x + (t0 ± ε)h ∈ G). Çíà÷èò, I(x + t0h) ⊃
I(x) ∪ {j0}, òàê ÷òî I(x) íå èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü.
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Ïóñòü G 6= ∅ íå èìååò âåðøèíû. Îáîçíà÷èì L = {h ∈ Rn : Ah = 0}.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò h ∈ L òàêîå, ÷òî 〈c, h〉 6= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

〈c, h〉 < 0. Ïóñòü x0 ∈ G. Òîãäà {x0 + th : t ∈ R} ⊂ G, ïðè ýòîì
lim
t→+∞

〈c, x0 + th〉 = −∞. Çíà÷èò, inf{〈c, x〉 : x ∈ G} = −∞.

Ïóñòü 〈c, h〉 = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ L. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

〈c, x〉 → inf, Ax ≤ b, x ∈ L⊥.

Ýòî çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå L⊥. Ìíîæå-
ñòâî G ∩ L⊥ óæå áóäåò èìåòü âåðøèíó: åñëè h ∈ L⊥ è Ah = 0, òî
h ∈ L⊥ ∩ L = {0}.

Â ýòîé çàäà÷å inf òàêîé æå, êàê â (32). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ G.
Òîãäà x = x̃ + h, x̃ ∈ L⊥, h ∈ L. Çíà÷èò, Ax̃ = Ax − Ah = Ax ≤ b,
〈c, x̃〉 = 〈c, x〉 − 〈c, h〉 = 〈c, x〉.

Òàêèì îáðàçîì, (32) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ìíîãîãðàííîì ìíîæåñòâå ñ
âåðøèíîé. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G èìååò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó.

20.1 Òåîðåìà î òî÷å÷íîì êîíóñå

Âñþäó çäåñü ðàññìàòðèâàåì òîëüêî çàìêíóòûå êîíóñû â Rn.

Îïðåäåëåíèå 25. Êîíóñ íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íûì, åñëè 0 � åãî êðàéíÿÿ
òî÷êà.

Ïðåäëîæåíèå 56. Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 /∈M . Òîãäà
K = {tx : x ∈ M, t ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì òî÷å÷íûì êîíóñîì
(áîëåå òîãî, 0 ÿâëÿåòñÿ âûñòóïàþùåé òî÷êîé).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî åñëè x ∈ K, λ ≥ 0, òî λx ∈ M . Ïóñòü x,
y ∈ K. Ïîêàæåì, ÷òî x+ y ∈ K. Èìååì x = tξ, y = sη, t, s ≥ 0, ξ, η ∈M .
Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà t > 0, s > 0. Ïîëó÷àåì

x+ y = tξ + sη = (t+ s)

(
t

t+ s
ξ +

s

t+ s
η

)
∈ K

(çäåñü èñïîëüçîâàëàñü âûïóêëîñòü M).
Äîêàæåì, ÷òî K çàìêíóòûé. Ïóñòü {tkxk}k∈N ⊂ K � ñõîäÿùàÿñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàê êàê 0 /∈ M , òî infx∈M ‖x‖ > 0. Çíà÷èò, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {tk}k∈N îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {kj}j∈N òàêàÿ, ÷òî ∃ lim

j→∞
xkj =: x, ∃ lim

j→∞
tkj =: t. Òîãäà x ∈M , t ≥ 0,

tkxk →
k→∞

tx ∈ K.
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Ðèñ. 34: Ïîñòðîåíèå òî÷å÷íîãî
êîíóñà

Ïîêàæåì, ÷òî 0 � âûñòóïàþùàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà K. Ïî òåîðåìå î
ñòðîãîé îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ òàêîé, ÷òî infx∈M x∗(x) >
0. Òîãäà, åñëè x ∈ M , t > 0, òî x∗(tx) > 0. Ïîýòîìó K ⊂ {z : x∗(z) ≥ 0},
K ∩ {z : x∗(z) = 0} = {0}.

Ïðåäëîæåíèå 57. Ïóñòü M ⊂ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 /∈ M ,
K = {tx : t ≥ 0, x ∈ M}. Ïóñòü x∗ ∈ (Rn)∗, infx∈M x∗(x) > 0. Òî-
ãäà ìíîæåñòâî M̃ = {ξ ∈ K : x∗(ξ) = 1} êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê K çàìêíóò, òî M̃ çàìêíóòî. Ïîêàæåì, ÷òî
M̃ îãðàíè÷åíî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü t ≥ 0, x ∈ M , x∗(tx) = 1. Òîãäà

t = 1/x∗(x) ≤ 1
infz∈M x∗(z)

. Çíà÷èò, ‖tx‖ ≤ supy∈M ‖y‖
infz∈M x∗(z)

.

Îïðåäåëåíèå 26. Ïóñòü K � êîíóñ, x0 ∈ K\{0}. Ëó÷ r = {tx0 : t ≥ 0}
íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùåé K, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K òàêèõ, ÷òî x+y ∈
r ñëåäóåò, ÷òî x, y ∈ r.

Ïðåäëîæåíèå 58. Ïóñòü x∗ ∈ (Rn)∗\{0}, M ⊂ {x ∈ Rn : x∗(x) = 1} �
âûïóêëûé êîìïàêò, K = {tx : x ∈M, t ≥ 0}, x0 ∈M , r = {tx0 : t ≥ 0}.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: 1) x0 � êðàéíÿÿ òî÷êà M , 2)
r � îáðàçóþùàÿ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒ 2. Ïóñòü x0 � êðàéíÿÿ òî÷êàM , tx0 = t1x1+t2x2,
x1, x2 ∈ M , t1, t2, t ≥ 0. Ñðàçó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t1 > 0, t2 > 0. Èìååì
t = tx∗(x0) = t1x

∗(x1) + t2x
∗(x2) = t1 + t2. Òîãäà x0 = t1

t1+t2
x1 + t2

t1+t2
x2. Òàê

êàê x0 � êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâàM , òî x1 = x2 = x0, ïîýòîìó t1x1 ∈ r,
t2x2 ∈ r.
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2 ⇒ 1. Ïóñòü r � îáðàçóþùàÿ. Åñëè x0 = x1+x2
2

, x1, x2 ∈ M , òî x1,
x2 ∈ r, ò.å. x1 = t1x0, x2 = t2x0. Òàê êàê x∗(x1) = x∗(x2) = x∗(x0) = 1, òî
t1 = t2 = 1.

Òåîðåìà 33. Ïóñòü K ⊂ Rn, K 6= {0} � òî÷å÷íûé êîíóñ. Òîãäà

K = conv {r : r � îáðàçóþùàÿ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = K ∩ {x : ‖x‖ = 1}, M = convS. Ïî
ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè (ñì. ñëåäñòâèå 1), M � êîìïàêò.

Ïîêàæåì, ÷òî 0 /∈ M . Ïóñòü 0 =
m∑
j=1

λjxj, λj > 0, xj ∈ S, 1 ≤ j ≤ m,

m∑
j=1

λj = 1. Òàê êàê 0 /∈ S, òî m ≥ 2. Çíà÷èò,

0 = λ1x1 + (1− λ1)
m∑
j=2

λj
m∑
i=2

λi

xj =: λ1x1 + (1− λ1)y,

ïðè ýòîì y 6= x1, y ∈ M ⊂ K. Ïîýòîìó 0 íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé
êîíóñà K � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìåòèì, ÷òî
K = {tx : x ∈M, t ≥ 0}.

Ïî òåîðåìå î ñòðîãîé îòäåëèìîñòè, ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗ ∈ (Rn)∗\{0}
òàêîé, ÷òî infx∈M x∗(x) > 0. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 57, ìíîæåñòâî

M̃ = {x ∈ K : x∗(x) = 1}

êîìïàêòíî. Ïî òåîðåìå Êðåéíà�Ìèëüìàíà, M̃ = conv Σ, ãäå Σ � ìíîæå-
ñòâî êðàéíèõ òî÷åê M .

Èìååì: K = {tx : x ∈ M̃, t ≥ 0}. Èç ïðåäëîæåíèÿ 58 ñëåäóåò, ÷òî
îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ K èìååò âèä {tx : x ∈ Σ, t ≥ 0}.

Ïóñòü x ∈ M̃ , t ≥ 0. Èìååì x =
k∑
j=1

λjξj, ξj ∈ Σ, λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ k,

k∑
j=1

λj = 1. Çíà÷èò, tx =
k∑
j=1

λjtξj ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùèì K.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷å÷íûé êîíóñ èìååò âèä K = {x : Ax ≤ 0}, ãäå
A � ìàòðèöà, òî M̃ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 33 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-
íûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì (à çíà÷èò, ìíîãîãðàííèêîì). Ïîýòîìó ó
M̃ êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí (ñì. ñëåäñòâèå 7), à ó K � êîíå÷íîå ÷èñëî
îáðàçóþùèõ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè K � òî÷å÷íûé êîíóñ, òî 0 � åãî âûñòóïàþùàÿ
òî÷êà. (Ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 33 è ïðåäëîæåíèÿ 56.)

20.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (32). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}
íåïóñòî. Ïóñòü rkA = n. Òîãäà G èìååò âåðøèíó.

Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ âåðøèíà G. Ñäåëàâ ñäâèã, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x = 0. Òîãäà bi = 0 ïðè i ∈ I(0), bi > 0 ïðè i /∈ I(0).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K = {x ∈ Rn : 〈aj, x〉 ≤ 0, j ∈ I(0)}.

Òîãäà K � çàìêíóòûé êîíóñ, ñîäåðæàùèé G.

Ðèñ. 35: Ìíîæåñòâà G è K

Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 42. Òàê êàê 0 � âåðøèíàG, òî ñèñòåìà 〈aj, x〉 =
0, j ∈ I(0), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Çíà÷èò, 0 � âåðøèíà K, ò.å. êî-
íóñ K òî÷å÷íûé.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê 0 ÿâëÿåòñÿ âûñòóïàþùåé òî÷êîé òî÷å÷íîãî êî-
íóñà, òî âåðøèíà ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûñòóïàþ-
ùåé òî÷êîé.
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Ïóñòü K 6= {0}. Â ñèëó òåîðåìû î òî÷å÷íîì êîíóñå è çàìå÷àíèÿ ïîñëå
íåå,

K = conv {rj}sj=1,

ãäå rj � îáðàçóþùèå.
Èìååì ri = {tξi : t ≥ 0}, ãäå ξi � íåêîòîðûå íåíóëåâûå âåêòîðû

(1 ≤ i ≤ s). Åñëè j ∈ I(0), òî 〈aj, tξi〉 ≤ 0. Åñëè j /∈ I(0), òî bj > 0,
ïîýòîìó 〈aj, tξi〉 < bj ïðè ìàëûõ t ≥ 0. Çíà÷èò, ri ∩G � íåâûðîæäåííûé
îòðåçîê èëè ëó÷. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðåáðîì G, âûõîäÿùèì èç
x = 0. Åñëè âåðøèíà x íåíóëåâàÿ, òî ðàññìàòðèâàåì G − x, îïðåäåëÿåì
åãî ðåáðà li (1 ≤ i ≤ s), âûõîäÿùèå èç 0; ðåáðàìè G íàçîâåì ìíîæåñòâà
li + x (1 ≤ i ≤ s).

Òåîðåìà 34. Ïóñòü S = inf{〈c, x〉 : Ax ≤ b}. Ïóñòü G := {x ∈ Rn :
Ax ≤ b} 6= ∅ èìååò âåðøèíó. Òîãäà S = −∞ èëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ
â íåêîòîðîé âåðøèíå ìíîæåñòâà G. Ïðè ýòîì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ
â âåðøèíå x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ðåáðà l, âûõîäÿùåãî
èç x, âûïîëíåíî 〈c, x〉 ≤ 〈c, x〉, x ∈ l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âåðøèíó x ∈ G. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè, x = 0. Ïóñòü K = {x ∈ Rn : 〈aj, x〉 ≤ 0, j ∈ I(0)},
ri = {tξi : t ≥ 0} (1 ≤ i ≤ s) � îáðàçóþùèå K, li ⊂ ri � ðåáðà G,
âûõîäÿùèå èç x.

1. Ïóñòü 〈c, ξi〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , s}. Òîãäà 〈c, x〉 ≥ 0 äëÿ
ëþáîãî x ∈ ∪si=1ri. Òàê êàê K = conv (∪si=1ri), òî 〈c, x〉 ≥ 0 äëÿ
ëþáîãî x ∈ K è, òåì áîëåå, äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Çíà÷èò, âåðøèíà
x = 0 � òî÷êà ìèíèìóìà.

2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò i ∈ {1, . . . , s} òàêîå, ÷òî 〈c, ξi〉 < 0. Òîãäà 0 � íå
òî÷êà ìèíèìóìà. Åñëè li íåîãðàíè÷åííî, òî

S ≤ lim
t→+∞

〈c, tξi〉 = −∞.

Ïóñòü li îãðàíè÷åíî, ò.å. li = {tξi : 0 ≤ t ≤ t0}, t0 > 0. Òîãäà
〈c, t0ξi〉 < 0. Ïîêàæåì, ÷òî t0ξi � âåðøèíà G. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
t0ξi = x+y

2
, x, y ∈ G. Òîãäà x, y ∈ K; òàê êàê ξi ∈ ri è ri � îáðà-

çóþùàÿ, òî x, y ∈ ri, ò.å. x = tξi, y = sξi; ïîñêîëüêó x, y ∈ G, òî
0 ≤ t ≤ t0, 0 ≤ s ≤ t0. Çíà÷èò, x = y = t0ξi.
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Òàêèì îáðàçîì, íàøëàñü âåðøèíà G, â êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöè-
îíàëà 〈c, ·〉 îêàçàëîñü ñòðîãî ìåíüøå íóëÿ. Ïðèìåíÿåì ê ýòîé âåð-
øèíå îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó. Ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî îíà òî÷êà
ìèíèìóìà, ëèáî S = −∞, ëèáî åñòü ñëåäóþùàÿ âåðøèíà, â êîòî-
ðîé çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà 〈c, ·〉 ñòðîãî ìåíüøå, è ò.ä. Òàê êàê â
G êîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí, òî â êàêîé-òî ìîìåíò ïðîöåññ îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ: ëèáî íàõîäèòñÿ òî÷êà ìèíèìóìà, ëèáî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
S = −∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, ïîëó÷èëè àëãîðèòì ïîèñêà òî÷êè ìèíèìóìà (ñèìïëåêñ-ìåòîä):

1. Ïóñòü íàì äàíà âåðøèíà x ∈ G (êàê åå èñêàòü, ðàññêàæåì ïîçæå).
Íàéäåì âñå ðåáðà li (1 ≤ i ≤ s), âûõîäÿùèå èç x, è ñðàâíèì çíà÷åíèå
〈c, ·〉 â òî÷êå x è íà ðåáðàõ.

2. Åñëè 〈c, x〉 ≤ 〈c, x〉 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , s}, x ∈ li, òî x � òî÷êà
ìèíèìóìà.

3. Ïóñòü 〈c, x〉 > 〈c, x〉 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ li, i ∈ {1, . . . , s}. Åñ-
ëè li íåîãðàíè÷åííî, òî S = −∞. Åñëè li îãðàíè÷åíî, òî íàõîäèì
åãî íåíóëåâîé êîíåö. Ýòî áóäåò íîâàÿ âåðøèíà, â êîòîðîé çíà÷åíèå
〈c, ·〉 ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì â x.

4. Äåëàåì òî æå ñàìîå äëÿ íîâîé âåðøèíû. Ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ çà
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

20.3 Ðåàëèçàöèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà â íåâûðîæäåííîì

ñëó÷àå

Ïóñòü x � âåðøèíà G, card I(x) = n. Ñíà÷àëà îïèøåì ìíîæåñòâî ðåáåð,
âûõîäÿùèõ èç x.

Ñíîâà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x = 0. Òàêæå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî I(x) = {1, . . . , n}. Êàê è ðàíüøå,

K = {x ∈ Rn : 〈ai, x〉 ≤ 0, 1 ≤ i ≤ n}.

Ïðåäëîæåíèå 59. Òî÷êà ξ ∈ K\{0} ïðèíàäëåæèò îáðàçóþùåé êîíóñà
K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî
〈ai, ξ〉 = 0 ïðè i 6= j è 〈aj, ξ〉 < 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà óðàâíåíèé 〈ai, ξ〉 = 0, 1 ≤ i ≤ n, èìååò òîëü-
êî íóëåâîå ðåøåíèå.

Ìíîæåñòâî

{x ∈ Rn : 〈ai, x〉 = 0, i ∈ 1, n, i 6= j}

ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Ïóñòü 〈ai, ξ〉 = 0 ïðè i 6= j è 〈aj, ξ〉 < 0. Äîêàæåì, ÷òî l = {tξ : t ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé. Ïóñòü ξ = x + y, x, y ∈ K. Òîãäà 〈ai, x〉 ≤ 0,
〈ai, y〉 ≤ 0. Åñëè i 6= j, òî 〈ai, x〉+ 〈ai, y〉 = 〈ai, ξ〉 = 0 è ïîýòîìó 〈ai, x〉 =
〈ai, y〉 = 0. Çíà÷èò, x, y ∈ l.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ èíäåêñà j, k ∈ {1, . . . , n} òàêèõ,
÷òî 〈aj, ξ〉 < 0, 〈ak, ξ〉 < 0. Äîêàæåì, ÷òî l = {tξ : t ≥ 0} íå ÿâëÿåòñÿ
îáðàçóþùåé. Â ñàìîì äåëå, ñèñòåìà 〈ai, x〉 = 0, i /∈ {j, k}, èìååò ðåøåíèå
h, íå ïðîïîðöèîíàëüíîå ξ. Ïðè ýòîì ξ ± εh ∈ K äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε > 0.

Ïóñòü Ã � ïîäìàòðèöà A, îáðàçîâàííàÿ ïåðâûìè n ñòðîêàìè.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî îáðàçóþùèå K èìåþò âèä rj = {tξj : t ≥ 0}, ãäå ξj

� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãx = −ej, ãäå ej � ñòàíäàðòíûå áàçèñíûå âåêòîðû.
Íàéäåì íåíóëåâîé êîíåö ðåáðà â G, ëåæàùåãî â rj, èëè ïîêàæåì, ÷òî

îíî íåîãðàíè÷åííî.
Ïóñòü 〈ai, ξj〉 ≤ 0, n + 1 ≤ i ≤ m. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , m},

t ≥ 0 âûïîëíåíî 〈ai, tξj〉 ≤ bi. Çíà÷èò, ðåáðî íåîãðàíè÷åííî.
Ïóñòü J = {i ∈ n+ 1, m : 〈ai, ξj〉 > 0} íåïóñòî. Ïóñòü t0 � ìàêñèìóì

èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë t òàêèõ, ÷òî 〈ai, tξj〉 ≤ bi äëÿ âñåõ i ∈ J , ò.å.
t0 = mini∈J

bi
〈ai, ξj〉 . Òîãäà t0ξj � íåíóëåâîé êîíåö ðåáðà.

Òåïåðü âûÿñíèì, êîãäà 〈c, ξj〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , n} (â ýòîì
ñëó÷àå 0 � òî÷êà ìèíèìóìà), à êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ñêàëÿðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé îòðèöàòåëüíî (òîãäà 0 � íå òî÷êà ìèíèìóìà).

Åñëè z ∈ Rn � òàêîé âåêòîð, ÷òî 〈c, ξj〉 = 〈z, ej〉 äëÿ ëþáîãî j =
1, . . . , n, òî äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü çíàêè êîîðäèíàò z. Íàïîìíèì, ÷òî
ej = −Ãξj, ò.å. 〈c, ξj〉 = −〈z, Ãξj〉 = −〈Ã∗z, ξj〉. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå z
ìîæíî âçÿòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ −Ã∗x = c.

Â èòîãå äåéñòâóåì òàê: íàõîäèì ðåøåíèå z óðàâíåíèÿ −Ã∗x = c è èñ-
ñëåäóåì çíàêè åãî êîîðäèíàò. Åñëè ó z âñå êîîðäèíàòû íåîòðèöàòåëüíû,
òî 〈c, ξj〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , n} è âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíè-
ìóìà. Åñëè j-ÿ êîîðäèíàòà ñòðîãî îòðèöàòåëüíà, òî ïðîâåðÿåì, áóäåò ëè
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ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî îãðàíè÷åííûì è åñëè äà, òî èùåì åãî íåíóëåâîé
êîíåö. Ýòî áóäåò ñëåäóþùàÿ âåðøèíà.

20.4 Ïîèñê ïåðâîé âåðøèíû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rkA = n.
Ïóñòü x ∈ G. Íàõîäèì ìíîæåñòâî I(x). Åñëè ñèñòåìà 〈ai, x〉 = bi,

i ∈ I(x), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî x � âåðøèíà.
Ïóñòü ðåøåíèå ñèñòåìû 〈ai, x〉 = bi (i ∈ I(x)) íååäèíñòâåííî. Íàéäåì

òî÷êó x0 ∈ G òàêóþ, ÷òî card I(x0) > card I(x). (Äàëüøå ïðîäîëæàåì
ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñìîæåì óâåëè÷èòü ìîùíîñòü; òàê êàê
card I(x) ≤ m, òî â êàêîé-òî ìîìåíò ïîëó÷èì âåðøèíó.)

Òî÷êà x0 íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü h � íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû 〈ai, x〉 = 0, i ∈ I(x). Ðàññìîò-

ðèì ïðÿìóþ {x + th : t ∈ R}. Îíà íå ñîäåðæèòñÿ â G (òàê êàê G èìååò
âåðøèíó; ñì. ïðåäëîæåíèå 55). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò t > 0
òàêîå, ÷òî x + th /∈ G. Ïóñòü J = {j ∈ 1, m\I(x) : 〈ai, h〉 > 0}. Ýòî
ìíîæåñòâî íåïóñòî, èíà÷å x+ th ∈ G äëÿ ëþáîãî t ≥ 0. Ïóñòü t0 � ìàê-
ñèìóì èç ïîëîæèòåëüíûõ t òàêèõ, ÷òî 〈aj, x+ th〉 ≤ bj äëÿ ëþáîãî j ∈ J ,
ò.å. t0 = minj∈J

bj−〈aj , x〉
〈aj , h〉 , ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà j0. Òîãäà x + t0h ∈ G,

I(x+ t0h) ⊃ I(x) ∪ {j0}.

20.5 Ïîèñê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé G

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó â
Rn+1, äîáàâèâ êîîðäèíàòó x0:

x0 → inf, 〈aj, x〉 ≤ bj + x0, 1 ≤ j ≤ m, x0 ≥ 0. (33)

Åñëè ìèíèìóì ðàâåí 0, òî G 6= ∅, èíà÷å G = ∅.
Â ýòîé çàäà÷å ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê íåïóñòî (ìîæíî âçÿòü

x = 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîå x0).
Èòàê, ñíà÷àëà ðåøàåì çàäà÷ó (33): íàõîäèì âåðøèíó è ïðèìåíÿåì

ñèìïëåêñ-ìåòîä; ëèáî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî G = ∅, ëèáî íàõîäèì òî÷êó èç
G. Çàòåì èùåì âåðøèíó G, à ïîñëå ýòîãî ðåøàåì (31) ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.
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21 Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ïóñòü f : Rn → R ∪ {+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à

f(x)→ inf, x ∈ Rn.

Ïóñòü F : Rn×Rm → R∪{+∞} � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, f(x) = F (x, 0).
Ïîëîæèì

S(y) = inf
x∈Rn

F (x, y).

Â ÷àñòíîñòè, S(0) = infx∈Rn f(x).

Ïðåäëîæåíèå 60. Ôóíêöèÿ S âûïóêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âûïóêëîñòü íàäãðàôèêà. Ïóñòü (y1, u1), (y2, u2) ∈
epiS, λ ∈ [0, 1]. Ïîêàæåì, ÷òî

((1− λ)y1 + λy2, (1− λ)u1 + λu2) ∈ epiS. (34)

Äëÿ ëþáîãî ε > 0

u1 + ε > S(y1), u2 + ε > S(y2).

Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò x1, x2 ∈ Rn òàêèå, ÷òî

u1 + ε > F (x1, y1), u2 + ε > F (x2, y2).

Òàê êàê F âûïóêëà, òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ [0, 1]

F ((1− λ)x1 + λx2, (1− λ)y1 + λy2) ≤ (1− λ)u1 + λu2 + ε;

îòñþäà S((1− λ)y1 + λy2)) ≤ (1− λ)u1 + λu2 + ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ε > 0, ïîëó÷àåì S((1 − λ)y1 + λy2)) ≤ (1 − λ)u1 + λu2, ò.å. âûïîëíåíî
(34).

Ïóñòü ôóíêöèÿ S åùå çàìêíóòàÿ è ñîáñòâåííàÿ. Òîãäà

S(0) = S∗∗(0) = sup
y∗∈Rm

(−S∗(y∗)).

Èìååì

S∗(y∗) = sup
y

(〈y∗, y〉 − S(y)) = sup
y

(〈0, x〉+ 〈y∗, y〉 − inf
x
F (x, y)) =
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= sup
x, y

(〈0, x〉+ 〈y∗, y〉 − F (x, y)) = F ∗(0, y∗).

Òàêèì îáðàçîì,

inf
x
f(x) = S(0) = sup

y∗
(−S∗(y∗)) = sup

y∗
(−F ∗(0, y∗)).

Çàäà÷à
−F ∗(0, y∗)→ sup

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà

〈c, x〉 → inf, Ax ≥ b, x ≥ 0 (35)

(x ∈ Rn, c ∈ Rn, b ∈ Rm, A : Rn → Rm � ëèíåéíûé îïåðàòîð).
Ïîëîæèì

f(x) =

{
〈c, x〉, Ax ≥ b, x ≥ 0,
+∞, èíà÷å.

Òîãäà (35) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å f(x)→ inf, x ∈ Rn.
Ïóñòü

F (x, y) =

{
〈c, x〉, Ax ≥ b+ y, x ≥ 0,
+∞, èíà÷å

(çäåñü y ∈ Rm).
Íàéäåì F ∗(0, y∗):

F ∗(0, y∗) = sup{〈y∗, y〉 − 〈c, x〉 : Ax ≥ b+ y, x ≥ 0} =

= sup{〈y∗, y〉 − 〈c, x〉 : Ax = b+ y + z, x ≥ 0, z ≥ 0} =

= sup{〈y∗, Ax− b− z〉 − 〈c, x〉 : x ≥ 0, z ≥ 0} =

= sup{〈A∗y∗ − c, x〉 − 〈y∗, z〉 − 〈y∗, b〉 : x ≥ 0, z ≥ 0} =

=

{
−〈y∗, b〉, y∗ ≥ 0, A∗y∗ ≤ c,
+∞, èíà÷å.

Çíà÷èò, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

〈y∗, b〉 → sup, A∗y∗ ≤ c, y∗ ≥ 0.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïðåäëîæåíèå 61. Ôóíêöèÿ S çàìêíóòàÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.

1. S ñîáñòâåííàÿ. Òîãäà infx f(x) = supy∗(−F ∗(0, y∗)).
Åñëè S(0) < +∞, òî â èñõîäíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷å ýêñòðåìàëü-
íîå çíà÷åíèå êîíå÷íî.

Åñëè S(0) = +∞, òî f ≡ +∞ è ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê ïóñòî.

2. Ïóñòü S íåñîáñòâåííàÿ.

Åñëè S ≡ +∞, òî S(0) = +∞ è ñíîâà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê
â èñõîäíîé çàäà÷å ïóñòî.

Åñëè S(y) = −∞ äëÿ íåêîòîðîãî y, òî S∗ ≡ +∞ è â äâîéñòâåííîé
çàäà÷å ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê ïóñòî.

Âûâîä. Ëèáî â îáåèõ çàäà÷àõ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíå÷íû è
ñîâïàäàþò, ëèáî õîòÿ áû â îäíîé èõ íèõ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê
ïóñòî.

22 Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèìåðû èç ýêîíîìèêè.

Ðàññìîòðèì òðè çàäà÷è:

〈c, x〉 → inf, Ax ≤ b, (36)

〈c, x〉 → inf, Ax ≥ b, x ≥ 0, (37)

〈c, x〉 → inf, Ax = b, x ≥ 0. (38)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó.
Çàäà÷à (37) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (36).
Çàäà÷à (36) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:

〈c, x′〉 − 〈c, x′′〉 → inf, Ax′ − Ax′′ ≤ b, x′ ≥ 0, x′′ ≥ 0;

îíà èìååò ôîðìó (37).
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Çàäà÷à (38) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

〈c, x〉 → inf, Ax ≥ b, Ax ≤ b, x ≥ 0;

îíà èìååò ôîðìó (37).
Çàäà÷à (37) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

〈c, x〉 → inf, Ax− z = b, x ≥ 0, z ≥ 0;

îíà èìååò ôîðìó (38).
Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà èç ýêîíîìèêè.
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà. Ïðîèçâî-

äèòñÿ n âèäîâ ïðîäóêöèè (â êîëè÷åñòâå x1, . . . , xn åäèíèö). Ïóñòü ri > 0
� öåíà i-ãî âèäà ïðîäóêöèè. Íà ïðîèçâîäñòâî òðàòèòñÿ m âèäîâ ñûðüÿ;
ïðè ýòîì íà åäèíèöó i-ãî ïðîäóêòà � ai,j åäèíèö j-ãî ñûðüÿ. Â çàïàñå åñòü
bj åäèíèö j-ãî ñûðüÿ. Ìû õîòèì ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü. Ïîëó÷àåì
çàäà÷ó

n∑
i=1

rixi → max,

n∑
i=1

ai,jxi ≤ bj, 1 ≤ j ≤ m,

xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n.

Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Åñòü n ïîòðåáèòåëåé èm êàðüåðîâ ñ ïåñêîì.
Èç i-ãî êàðüåðà j-ìó ïîòðåáèòåëþ ïåðåâîçèì xi,j òîíí ïåñêà, ýòî ñòîèò
ai,j ðóáëåé. Ñ i-ãî êàðüåðà óâîçèì âñåãî ci òîíí ïåñêà, j-ìó ïîòðåáèòåëþ
ïðèâîçèì âñåãî bj òîíí ïåñêà. Íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ñòîèìîñòü ïåðå-
âîçêè.

Ïîëó÷àåì çàäà÷ó:
m∑
i=1

n∑
j=1

ai,jxi,j → min,

m∑
j=1

xi,j = ci, 1 ≤ i ≤ n,

n∑
i=1

xi,j = bj, 1 ≤ j ≤ m,

xi,j ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
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