
1. Äîêàçàòü, ÷òî â çàäà÷å

1∫
0

t1/2ẋ2 dt→ inf, x(0) = 0, x(1) = 1

òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â ïðîñòðàíñòâå C1[0, 1] íå ñóùåñòâóåò;
íàéòè òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ òîé æå çàäà÷è â ïðîñòðàí-
ñòâå

W =

f ∈ AC[0, 1] :
1∫

0

t1/2ẋ2 dt <∞

 .

2. 1) Äîêàçàòü, ÷òî â çàäà÷å

1∫
0

(1− ẋ2)2 dt→ inf, x(0) = 0, x(1) = 0

òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â ïðîñòðàíñòâå C1[0, 1] íå ñóùåñòâóåò,
ïðè ýòîì òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèîíàëà ðàâíà 0; â ïðîñòðàí-
ñòâå ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ.

2) Äîêàçàòü, ÷òî â çàäà÷å

1∫
0

((1− ẋ2)2 + x2) dt→ inf, x(0) = 0, x(1) = 0

òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â ïðîñòðàíñòâå ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé
íå ñóùåñòâóåò, ïðè ýòîì òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèîíàëà ðàâíà
0.

3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë J : AC[0, 1]→ R ∪ {+∞},

J(x) =

1∫
0

ẋ6 · (x− t1/3)2 dt.

Ïîêàçàòü, ÷òî inf{J(x) : x ∈ AC[0, 1], x(0) = 0, x(1) = 1} <
inf{J(x) : x ∈ Lip[0, 1], x(0) = 0, x(1) = 1}.
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4. (çàäà÷à î ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.) Íàéòè äîïó-
ñòèìûå ýêñòðåìàëè â çàäà÷å

t1∫
t0

√
1 + ẋ2

x
dt→ extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1, x > 0.

5. (çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå.) Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè â çàäà÷å

t1∫
t0

√
1 + ẋ2√
x

dt→ extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1, x > 0.

6. (çàäà÷à î ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.) Íàéòè äîïóñòèìûå
ýêñòðåìàëè â çàäà÷å

T0∫
−T0

x
√
1 + ẋ2 dt→ extr, x(−T0) = x(T0) = ξ, x > 0

(çäåñü ξ > 0). Â çàâèñèìîñòè îò ξ > 0 óñòàíîâèòü, ñêîëüêî ìîæåò
áûòü äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëåé.

7. 1) Ïóñòü F : R2 → R çàäàíî ðàâåíñòâîì F (x1, x2) =
3
√
x21x2. Ïîêà-

çàòü, ÷òî F èìååò âàðèàöèþ ïî Ëàãðàíæó, íî íå äèôôåðåíöèðóåìî
ïî Ãàòî â íóëå. 2) Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî, F : X → R � ëèíåéíûé íåîãðàíè÷åííûé ôóíêöèî-
íàë. Ïîêàçàòü, ÷òî F èìååò âàðèàöèþ ïî Ëàãðàíæó â íóëå, íî íå
äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ãàòî.

8. Ïóñòü M = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 = x21}, f : R2 → R,

f(x1, x2) =

{
1, (x1, x2) ∈M,
0, (x1, x2) /∈M.

Ïîêàçàòü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ãàòî, íî íå äèôôåðåíöèðóå-
ìî ïî Ôðåøå â ò. (0, 0).

9. Ïîñòðîèòü ïðèìåð îòîáðàæåíèé F : R → R2, G : R2 → R òàêèõ,
÷òî F äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå â ò. 0, G äèôôåðåíöèðóåìî ïî
Ãàòî â ò. (0, 0), F (0) = (0, 0), ïðè ýòîì G ◦ F íå èìååò âàðèàöèè ïî
Ëàãðàíæó â ò. 0.
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10. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè f : R → R, âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé
ïî Ôðåøå, íî íå ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìîé â íóëå.

11. 1) Åñëè F : X → R, òî ñóùåñòâóåò x ∈ [x0, x1] òàêîå, ÷òî F (x1) −
F (x0) = F ′(x)[x1 − x0]. 2) Åñëè dimY > 1, òî óòâåðæäåíèå èç ï. 1
ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

12. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå F ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷-
êå x0 è äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ãàòî â îêðåñòíîñòè x0, òî îíî íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â x0.

13. Ïóñòü T : L2[0, 1] → L2[0, 1], Tx(t) = sinx(t). Ïîêàçàòü, ÷òî T
äèôôåðåíöèóåìî ïî Ãàòî â êàæäîé òî÷êå, íî íèãäå íå äèôôåðåí-
öèðóåìî ïî Ôðåøå.

14. Ïóñòü A : l2 → l2,

A(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (x1, x2/2, . . . , xn/n, . . . ),

(y1, . . . , yn, . . . ) ∈ l2\ImA (ïî÷åìó òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò?). Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó

∞∑
n=1

ynxn → inf, A(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = 0.

Êàêàÿ òî÷êà áóäåò òî÷êîé ìèíèìóìà â ýòîé çàäà÷å? Ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðèíöèï Ëàãðàíæà íåâåðåí. Êàêîå èç óñëîâèé òåî-
ðåìû î íåîáõîäèìîì óñëîâèè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çäåñü íå âû-
ïîëíåíî?

15. Ïðèâåñòè ïðèìåð ãëàäêèõ ôóíêöèé f0 : R → R, f1 : R → R òàêèõ,
÷òî â çàäà÷å f0(x) → min, f1(x) = 0 áóäåò ñóùåñòâîâàòü òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è â ïðèíöèïå Ëàãðàíæà áóäåò λ0 = 0 (à ñ
λ0 6= 0 ïðèíöèï Ëàãðàíæà íå âûïîëíåí).

16. Ïóñòü x̂ ∈M � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å{
f0(x)→ inf,
x ∈M,

ôóíêöèÿ f0 äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå x̂. Âåðíî ëè, ÷òî
òîãäà f ′0(x̂)[h] = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ Tx̂M?
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17. Ïóñòü l > 0. Äîêàçàòü, ÷òî äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè â çàäà÷å

1∫
0

(yẋ− xẏ) dt→ max,
1∫
0

√
ẋ2 + ẏ2 dt = l,

x(0) = x(1) = y(0) = y(1) = 0, ẋ2 + ẏ2 > 0

(1)

ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé îêðóæíîñòè.

18. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òàêîé, ÷òî
äîïóñòèìàÿ x̂� íå òî÷êà ìèíèìóìà, íî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð
(λ0, . . . , λm), óäîâëåòâîðÿþùèé a)�c) èç òåîðåìû Êóíà � Òàêêåðà.

19. (ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé). Ïóñòü ρ : [0, +∞) →

(0, +∞),
∞∫
0

ρ(x) dx = 1 (ôóíêöèÿ ρ èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ). Ýíòðîïèåé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà S = −
∞∫
0

ρ(x) ln ρ(x) dx.

Íàéòè ôóíêöèþ ρ, äëÿ êîòîðîé ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëüíà ïðè çàäàí-

íîì ñðåäíåì (ò.å. çàäàíî îãðàíè÷åíèå
∞∫
0

xρ(x) dx = C1).

20. (àýðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Íüþòîíà). Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìà-
ëè â çàäà÷å 

T0∫
0

t
1+u2

dt→ inf,

x(0) = 0, x(T0) = ξ,
ẋ = u,
u ≥ 0;

(2)

çäåñü T0 > 0, ξ > 0 � çàäàííûå ïàðàìåòðû. (Îòâåò äëÿ x̂(t) çàïèñû-
âàåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå: x = x(v), t = t(v).) Äîêàçàòü, ÷òî
äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, è ÷òî îíà áóäåò
òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (2).

21. Ñäåëàâ çàìåíó ẋ = u, âûâåñòè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñèëüíîãî ìè-
íèìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (óñëîâèå
Âåéåðøòðàññà è íåïðåðûâíîñòü Lẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t))) èç ïðèíöèïà ìàê-
ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
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22. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè L ÿâíî íå çàâèñèò îò x (ò.å. L = L(t, ẋ(t))),
òî óñëîâèå Âåéåðøòðàññà áóäåò äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà.

23. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
π∫
0

(ẋ2 − x2 − x4) dt → inf, x(0) = x(π) = 0. Ïî-

êàçàòü, ÷òî äëÿ x̂ = 0 âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà,
óñëîâèå ßêîáè, ïðè ýòîì x̂ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñëàáîãî ìèíèìóìà.

24. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
3/2∫
0

(ẋ3 + 2x) dt → inf, x(0) = 0, x(3/2) = 1. Äî-

êàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî (íåóñèëåííîå) óñëîâèå Ëåæàíäðà, óñèëåííîå
óñëîâèå ßêîáè, íî äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü � íå òî÷êà ñëàáîãî ìè-
íèìóìà.

25. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
1∫
0

(ẋ2−xẋ3) dt→ extr, x(0) = x(1) = 0. Ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ ýêñòðåìàëè x̂ ≡ 0 âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà,
óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, óñëîâèå Âåéåðøòðàññà (íå óñèëåííîå) è
x̂ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñèëüíîãî ìèíèìóìà.

26. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïîëå ýêñòðåìàëåé, ÷òî äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü
â çàäà÷å

t1∫
t0

√
1 + ẋ2

x
dt→ extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1, x > 0

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (çäåñü x0 > 0, x1 > 0).

27. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïîëå ýêñòðåìàëåé, ÷òî äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü
â çàäà÷å

t1∫
t0

√
1 + ẋ2√
x

dt→ extr, x(t0) = x0, x(t1) = x1, x > 0

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (çäåñü x0 > 0, x1 > 0).
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28. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

T0∫
−T0

x
√
ẋ2 + 1 dt→ min, x(T0) = x(−T0) = ξ.

1) Âûïèñàòü óðàâíåíèå ßêîáè, ïîäîáðàòü îäíî èç åãî ðåøåíèé, çà-
òåì íàéòè îáùåå ðåøåíèå. 2) Ïóñòü äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëåé äâå.
Äîêàçàòü, ÷òî îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñèëüíîãî ìèíèìóìà, à
âòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñëàáîãî ìèíèìóìà.
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