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Ñâîáîäíàÿ äâóõñòóïåííîé ãðóïïà Êàðíî

Îïðåäåëåíèå

Ñâîáîäíîé äâóõñòóïåííîé ãðóïïîé Êàðíî ðàíãà r íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî G = V × Λ2V (ãäå V âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè r), ñíàáæåííîå çàêîíîì óìíîæåíèÿ

(v , ω) · (v ′, ω′) = (v + v ′, ω + ω′ + v ∧ v ′), ãäå v ∈ V , ω ∈ Λ2V

Äðóãèìè ñëîâàìè, G = Rr × sor ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

(x , y) · (x ′, y ′) = (x + x ′, y + y ′ + (xx ′T − x ′xT )),

ãäå x , x ′ ∈ Rr , à y , y ′ ∈ sor ñóòü êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.

2/26



Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì ëåâîèíâàðèàíòíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

v̇ = u, u ∈ Rr ,
ω̇ = v ∧ u.

Â êîîðäèíàòàõ x = (x1, . . . , xr ), y = (yij), u = (u1, . . . , ur ) èìååì

ẋi = ui , i = 1, . . . , r ,
ẏij = xiuj − xjui , i < j .
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Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à Äèäîíû8 Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

S1
S2

S3

a0

a1

γ
γ

Ðèñ. 1.9: Çàäà÷à Äèäîíû: S = −S1 + S2 − . . . , l(γ)→ min

Ââåäåì ïåðåìåííóþ

z(t) :=
1

2

∫ t

0

(xẏ − yẋ)dt,

èçìåðÿþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñåêòîðèàëüíóþ ïëîùàäü, êîòîðàÿ çàìåòåíà ðàäèóñ-âåêòîðîì
(x(t), y(t)), ñì. Ðèñ. 1.10.

Òîãäà z(0) = 0, à ÷èñëî z(t1) = S + I =: z1 çàäàíî.
Îáîçíà÷èì ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà L∞:

ẋ(t) =: u1(t), ẏ(t) =: u2(t),

òîãäà

ż(t) =
1

2
(xu2 − yu1).

Ïîýòîìó âäîëü ðåøåíèé çàäà÷è Äèäîíû òî÷êà q = (x, y, z) ∈ R3 óäîâëåòâîðÿåò óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìå

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), u ∈ (u1, u2) ∈ R2, q ∈ R3, (1.1.7)

X1 =
∂

∂ x
− y

2

∂

∂ z
, X2 =

∂

∂ y
+
x

2

∂

∂ z
, (1.1.8)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

q(0) = q0 = (0, 0, 0), q(t1) = q1 = (x1, y1, z1), (1.1.9)

è óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè

l(γ) =

∫ t1

0

√
u2

1 + u2
2 dt→ min . (1.1.10)

1.1.2 Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû è çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ

Ãëàäêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàåòñÿ ãëàäêèì îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ÎÄÓ)

q̇ = f(q), q ∈M.

Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïî ôîðìóëå Ñòîêñà

S =
1

2

∫

γ∪γ̄

x1dx2 − x2dx1 =
1

2

∫

γ

x1dx2 − x2dx1 + const.

Çíà÷èò, 2Ṡ = x1ẋ2 − x2ẋ1 = x1u2 − x2u1.
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Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

óïðàâëåíèÿìè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç òî÷êè (0, 0) ñ
óïðàâëåíèÿìè u1, . . . , ur > 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, A åñòü ñâîáîäíàÿ

äâóõñòóïåííàÿ ïîëóãðóïïà Ëè ðàíãà r .

Îïðåäåëåíèå

Íàáîð ÷èñåë c1, . . . , cr > 0 îïðåäåëÿåò íåîäíîðîäíîå

ðàñòÿæåíèå Dc1,...,cr : G → G òàê, ÷òî

Dc1,...,cr (xi , yij) = (cixi , cicjyij), i = 1, . . . , r , i < j .

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó.

Äîñòàòî÷íî îïèñàòü ñå÷åíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

A1 = {(x , y) ∈ A | x = (1, . . . , 1)}.
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Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

Ã. Àáåëüñ è Ý. Á. Âèíáåðã1 ïðåäëîæèëè âåðîÿòíîñòíóþ

èíòåðïðåòàöèþ ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè A1. Ïóñòü

ξ1, . . . , ξr ñóòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

pij = P(ξi < ξj), i < j ,

òîãäà ÷èñëà yij = 2pij − 1 ñóòü êîîðäèíàòû òî÷åê ìíîæåñòâà A1.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ èìååì

ìíîæåñòâî

B =
1

2
((1, . . . , 1)T +A1).

1H. Abels, �E. B. Vinberg. On free two-step nilpotent Lie semigroups and
inequalities between random variables // J. Lie Theory. 29, 1, 79�87 (2019)
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Äîêàçàòåëüñòâî âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 2. Ïóñòü F1, F2 ñóòü ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2. Òîãäà

P(ξ1 < ξ2) =

T∫

0

F1dF2, P(ξ2 < ξ1) =

T∫

0

F2dF1.

Çíà÷èò,

2P(ξ1 < ξ2)− 1 = P(ξ1 < ξ2)− P(ξ2 < ξ1) =

T∫

0

F1dF2 − F2dF1.

Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà ýòî åñòü ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé

îòðåçêîì [(0, 0), (1, 1)] è êðèâîé {(F1(t),F2(t) | t ∈ [0,T ]}.
Ôóíêöèè F1, F2 ìîíîòîííû, ýòî ñîîòâåòñòâóåò

íåîòðèöàòåëüíûì óïðàâëåíèÿì u1 = Ḟ1, u2 = Ḟ2.
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Ïðèìåð

Ã. Àáåëüñ è Ý. Á. Âèíáåðã òî÷íî îïèñàëè ìíîæåñòâî B â ñëó÷àå

r = 3.

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü P(ξ1 < ξ2) = P(ξ2 < ξ3) = 3

5
, òîãäà ÿñíî,

÷òî

P(ξ1 < ξ3) >
1

5
.

Íî îïèñàíèå ìíîæåñòâà B äàåò òî÷íóþ íåóëó÷øàåìóþ îöåíêó

P(ξ1 < ξ3) >
1

3
.
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Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ

(x , y) ∈ Lip ([0,T ],G ),
x(0) = 0, x(T ) = x1,
y(0) = 0, y(T ) = y1,
ẋi = ui , i = 1, . . . , r ,
ẏij = xiuj − xjui , i < j ,
(u1, . . . , ur ) ∈ L∞([0,T ],U), T → min,

ñ óïðàâëåíèåì â ñèìïëåêñå

U = {(u1, . . . , ur ) | u1 + · · ·+ ur = 1, u1, . . . , ur > 0}.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå Ôèëèïïîâà.
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Ãðàíèöà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

Ïðåäëîæåíèå

Äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèõîäèò íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâå

G/R(1, . . . , 1)T (ðåäóöèðîâàííàÿ çàäà÷à).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè äî

ïëîñêîñòè x1 + · · ·+ xr = 1 ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè.
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé T ∗G :

Hu(λ) = u1h1(λ) + · · ·+ urhr (λ), hi (λ) = 〈Xi , λ〉, λ ∈ T ∗G .

Òåîðåìà

Åñëè (x̃ , ỹ) è ũ � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, òî ñóùåñòâóþò êðèâàÿ

λ ∈ Lip ([0,T ],T ∗G ), π(λ(t)) = (x̃(t), ỹ(t)) è ÷èñëî ν ∈ {0, 1}
òàêèå, ÷òî äëÿ ï.â. t ∈ [0,T ] âûïîëíåíî

λ̇(t) = ~Hũ(t)(λ(t)), λ(t) 6= 0,

Hũ(t)(λ(t)) = max
u∈U

Hu(λ(t)), Hũ(t)(λ(t)) ≡ ν,

ãäå π : T ∗G → G � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, à ~H åñòü

ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ñ ãàìèëüòîíèàíîì H.

Åñëè ν = 0, òî u = 0 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ

òðàåêòîðèÿ ïîñòîÿííà (òî÷êà (0, 0)).
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Ñîïðÿæåííàÿ ïîäñèñòåìà

Ïóñòü Yij = [Xi ,Xj ] è hij = 〈Yij , · 〉.
Ñîïðÿæåííàÿ ïîäñèñòåìà

ḣ(t) = Rũ(t), Ṙ = 0,

ãäå h = (h1, . . . , hr )T , à R = (hij) � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

ìàòðèöà.

Òðàåêòîðèè ñîïðÿæåííîé ïîäñèñòåìû h( · ) ëåæàò íà ãðàíèöå
êâàäðàíòà

Q = {(h1, . . . , hr )T ∈ (Rr )∗ | h1, . . . , hr 6 1},

äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñó U.
Â ñëó÷àå r = 3 èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë

C = h1h23 + h2h31 + h3h12.
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Òèïû ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fi = Q ∪ {hi = 1} ãðàíü êâàäðàíòà. Ðåáðà

Eij = Fi ∩ Fj , E = E12 ∪ E23 ∪ E31,

è V = (1, 1, 1)T � âåðøèíà.

Ïóñòü h : [0,T ]→ (R3)∗ � òðàåêòîðèÿ ñîïðÿæåííîé

ïîäñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñòðåìàëè λ : [0,T ]→ T ∗G .

Ïðåäëîæåíèå

Ýêñòðåìàëè ìîãóò áûòü òðåõ òèïîâ:

(1) ðåëåéíûå, ò.å.

card {t ∈ [0,T ] | h(t) ∈ E} <∞;

(2) îñîáûå, ò.å. h(t) ∈ Ei äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2, 3 èëè

h(t) ∈ V ;

(3) ñìåøàííûå, ò.å. îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ è

ðåëåéíûõ äóã.
13/26



Ðåëåéíûå òðàåêòîðèè è îäíà îñîáàÿ

1 èëè 2 ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîå óïðàâëåíèå
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Îñîáûå òðàåêòîðèè

îáúåäèíåíèå îñîáîé è

ðåëåéíîé äóã

îáúåäèíåíèå äâóõ îñîáûõ

äóã
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Ïëàí äåéñòâèé

Äëÿ òðàåêòîðèé âñåõ òèïîâ

• ïîëó÷èòü îöåíêè íà êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé;

• îïèñàòü ìíîæåñòâà, êîòîðûå çàìåòàþò èõ êîíöû;
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Êóá â ïðîñòðàíñòâå (p, q, r), ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî B
Äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà B âûïîëíåíî

1 6 p + q + r 6 2.
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Ðåëåéíûå òðàåêòîðèè

Ïðåäëîæåíèå

(1) Åñëè íà ðåëåéíîé òðàåêòîðèè áîëåå 4 ïåðåêëþ÷åíèé, òî îíà

íå îïòèìàëüíà.

(2) Ðåëåéíûå òðàåêòîðèè ñ 4 ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþò

êâàäðàòè÷íûì ïîâåðõíîñòÿì âèäà p + qr = 1 èëè

(1− p) + (1− q)(1− r) = 1, ñ ó÷åòîì öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê

ïåðåìåííûõ p = P(ξ1 < ξ2), q = P(ξ2 < ξ3), r = P(ξ3 < ξ1).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ

(2) Äëÿ et1Xi1 et2Xi2 . . . etnXin ∈ A1 èç çàêîíà óìíîæåíèÿ ïîëó÷èì

∑

l | il=i

ti = 1, pij =
∑

l<m | il=i ,im=j

tl tm.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ etX1esX2eX3e(1−t)X1e(1−s)X2 èìååì

p = p12 = t + (1− t)(1− s), q = p23 = s, r = p31 = 1− t,

so, p + qr = 1.
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Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà (À. À. Àãðà÷åâ, Ð. Â. Ãàìêðåëèäçå)

Ïóñòü q( · ) � ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, u( · ) � ýêñòðåìàëüíîå

óïðàâëåíèÿ, à λ( · ) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîãî íîðìàëüíàÿ

ýêñòðåìàëü. Ïóñòü u(t) = ui ïðè t ∈ (ti , ti+1), ãäå
0 = t0 < t1 < · · · < tk+1 = T , ïóñòü Vi � ñêîðîñòè, îòâå÷àþùèå

óïðàâëåíèÿì ui . Îïðåäåëèì ðåêóðñèâíî îïåðàòîðû:

P0 = P1 = id, Pi = Pi−1 ◦ e(ti−ti−1) adVi−1 , i = 2, . . . , k è

âåêòîðíûå ïîëÿ Zi = PiVi . Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

G (α) =
∑

06i<j6k

αiαj〈λ(t1), [Zi ,Zj ](q(t1))〉

íå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé íà ïðîñòðàíñòâå

W = {(α0, . . . , αk) ∈ Rk+1
∣∣ k∑
i=0

αi = 0,
k∑

i=0

αiZi (q(t1)) = 0}, òî
òðàåêòîðèÿ q( · ) íå îïòèìàëüíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ

(1) Ïóñòü èìååòñÿ 5 ïåðåêëþ÷åíèé.

V0 = X1, V1 = X2, V2 = X3,
V3 = X1, V4 = X2, V5 = X3

è τi = ti − ti−1 äëÿ i = 1, . . . , 5. Òîãäà

Z0 = X1, Z1 = X2, Z2 = X3 + τ2Y23,
Z3 = X1 − τ2Y12 − τ3Y13, Z4 = X2 − τ3Y23 + τ4Y12,

Z5 = X3 + (τ2 + τ5)Y23 + τ4Y13.

Âàæíî, ÷òî τ5 = τ2, òîãäà

α0 = − τ4
τ3
α5, α1 = − τ2

τ3
α5, α2 = −α5,

α3 = τ4
τ3
α5, α4 = τ2

τ3
α5, α5 ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

G (α) =
2τ2τ4
τ3

(
h12
τ3

+
h23
τ4
− h31

τ2

)
α25.

Òàê êàê ìû èìååì òðåóãîëüíèê â ñå÷åíèè Q, òî êîýôôèöèåíòû

C ïîëîæèòåëüíû h12, h23, h31 > 0. Âû÷èñëèì

τ2 =
K

h12h23
, τ3 =

K

h23h31
, τ4 =

K

h31h12
,

ãäå K = h12 + h23 + h31 − C > 0. Òîãäà çíàê G (α) ðàâåí çíàêó

h12h23h31 + h23h31h12 − h31h12h23 = 2h12h23h31 > 0. Òàêèì

îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà G ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà

W .
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Ñìåøàííûå òðàåêòîðèè

Ïðåäëîæåíèå

Êîíöû ñìåøàííûõ òðàåêòîðèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì

îñîáîé äóãè ñîîòâåòñòâóþùåé ðåáðó êâàäðàíòà Q è ðåëåéíîé

òðàåêòîðèè, çàìåòàþò ðåáðà ìíîæåñòâà B.

Ïðåäëîæåíèå

Êîíöû ñìåøàííûõ òðàåêòîðèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì

îñîáûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ðåáðàì êâàäðàíòà

Q, çàìåòàþò òðåóãîëüíûå ãðàíè A1A2B2, B2C2C1 è C1D1A1

ìíîæåñòâà B.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

(1) Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè A äëÿ ñâîáîäíîé äâóõñòóïåííîé

ãðóïïû Êàðíî ðàíãà 3 ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê ìíîæåñòâó

A1 = 2B − (1, . . . , 1)T âñåõ íåîäíîðîäíûõ ðàñòÿæåíèé è

âçÿòèåì çàìûêàíèÿ.

(2) Ìíîæåñòâî B åñòü êðèâîëèíåéíûé ìíîãîãðàííèê,

âûðåçàííûé èç êóáà [0, 1]3 ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòåé âèäà

p + qr = 1, (1− p) + (1− q)(1− r) = 1

ñ ó÷åòîì öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ïåðåìåííûõ p, q, r .
(3) Âåðøèíû, ðåáðà è ãðàíè ìíîæåñòâà B ñîîòâåòñòâóþò

ýêñòðåìàëüíûì òðàåêòîðèÿì ñ íå áîëåå, ÷åì 2, 3 è 4

ïåðåêëþ÷åíèÿìè.
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Ñëó÷àé ðàíãà 4

Òåîðåìà

Ãðàíèöà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè r = 4 çàìåòàåòñÿ

êîíöàìè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé ñ íå áîëåå, ÷åì 8

ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ.
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Äÿêóþ çà óâàãó!
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